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AVIS. 


En  ouvrant  cette  nouvelle  série  Tlnstitut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 
Haablem,  janvier  1881. 


PROGRAMMA 

VAN 

TEYLBR'S  TWBEDE  GENOOTSCHAP 

TE  HAARLEM, 

voor  het  jaar  1902. 


Door  Teyler's  Tweede  Genootschap  wordt,  voor  het  jaar  1902, 
de  volgende  prijsvraag  uitgeschreven  : 

Een  geschiedenis  van  Nederland  tijdens  de 
inlijving  bij  Frankrijk  (1810— Nov.  1813),  waarbij 
gebruikt  gemaakt  is  van  de  over  dat  tijdvak  in 
het  Rijksarchief  te  's-Gravenhage  aanwezige 
papieren  (in  de  eerste  plaats  de  verzameling 
VAN  Maanen)  en  van  die  in  de  Archives  Natio- 
nales te  Parijs. 

(Vergelijk  over  de  laatste:  Blok,  Verslag  aangaande  een 
voorloopig  onderzoeky  te  Parijs^  naar  archivalia,  belangrijk 
voor  de  geschiedenis  van  Nederland.  's-Gravenhage,  blz.  46 
en  vgl.) 

De  bewerker  behoeft  zijn  onderzoek  nîet  over  het  tijdperk 
der  bevrijding,  sedert  November  1813,  uit  te  strekken. 

De   prijs  voor  het  best  en   voldoend  antwoord  bestaat  in  een 
gouden   eerepenning,  op  den   stempel  des  Genootschaps  geslagen, 


ter  innerlijke  waarde  van  /  400. — ,  waarbîj,  als  buitengewone 
toelage,  een  soin  van  /  300. —  zal  gevoegd  worden,  tôt  tegemoet- 
koming  in  de  onvermijdelijke  kosten,  die  aan  een  juiste  beant- 
woording  van  de  vraag  verbonden  zîjn. 

De  antwoorden  moeten  worden  ingezonden  v66r  of  op  den 
l8ten  April  1904,  opdat  zij  v66r  den  Is^^^n  jviei  1905  kuunen  beoor- 
deeld  worden. 

De  verhandelingen  moeten  in  het  Nederlandsch,  Fransch, 
Engelsch  of  Hoogduitsch,  met  eene  Latijnsche  letter,  vooral  goed 
en  leesbaar  geschreven  zijn  door  eene  andere  lumd,  dan  die  van 
den  opsteller.  Ook  moeten  zij  voor  den  bepaalden  tijd  in  haar 
gelieel  worden  ingezonden;  geene  antwoorden,  waaraan  eenig  ge- 
deelte  bij  de  inlevering  ontbreekt,  zullen  tôt  het  dingen  naar  den 
gemelden  eereprijs  worden  toegelaten. 

Aile  ingezonden  stnkken  blijven  het  eigendom  des  Genootschaps, 
dat  de  bekroonde  verhandelingen,  met  of  zonder  vertaling,  in 
zijne  werken  opneemt,  zonder  dat  de  schrijvers,  anders  dan  met 
toestemming  der  Stichting,  die  mogen  uitgeven.  Ook  behoudt 
het  Genootschap  aan  zich  het  recht  cm  van  de  niet  bekroonde 
stukken  zoodanig  gebruik  te  niaken  als  het  raadzaam  zal  oordeelen, 
hetzij  zonder  of  met  vermelding  van  den  naam  des  schrijvers; 
in  het  laatste  geval  echter  niet  zonder  zijne  toestemming. 

Ook  worden  geene  afschriften  van  de  niet  bekroonde  stukken 
aan  de  schrijvers  verleend,  dan  ten  hunnen  koste.  De  in  te  zenden 
antwoorden  moeten,  zonder  naam  en  alleen  met  eene  spreuk 
onderteekend,  vergezeld  van  een  verzegeld  brieQe,  dezelfde  spreuk 
ten  opschrift  voerende  en  van  binnen  des  schrijvers  naam  en 
woonplaats  behelzende,  gezonden  worden  aan  het  Fwndatiehvia  van 
wijlm  den  Heer  P.  TEYLER  VAN  DER  HULST  te  Haarlem. 


PROGRAMM 

DER 

TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GESELLSCHAFT 

ZU  HAAKLEM, 

fur  das  Jahr    1902. 


Bei  Directoren  der  Teylerschen  Stiftung  ist  keine  Beantwortung 
eingeliefert  auf  die  im  Jahre  1899  gestellte  Preisfrage  : 

Die  Gesellschaft  verlangt,  auf  Grund  von  officiellen  Dokumenten, 
von  Volkslekture  und  von  religiôsen  und  politischen  Schriften  aus 
dem  Ende  des  IQ^^  Jahrhunderts  die  Antwort  auf  die  Frage: 

„Galten  in  unserm  Lande  die  provinzialen 
Landeskirchen  zujener  Zeit  als  modifizirte 
Fortsetzungen  der  rômischen  mittelalterlichen 
Kîrche  oder  als  neue  Stiftungen?" 

Von  den  Directoren  der  TEYLERSCHEf^  Stiftung  und  den  Mit- 
gliedern  der  Tetlerschen  Theologischen  Gesellschaft  wird  als 
neue  Preisfrage  gestellt,  und  zwar  fur  einen  zweijâhrigen  Termin, 
sodass  die  Antworten  vor  dem  1  Januar  1904  erwartet  werden: 

„Hat  man  Grund  anzunehmen,  dass  die  Mi- 
thras-Mysterien  in  ihrer  Verbreîtung  von  Elein- 
asien  nach  dem  Westen  Einfluss  geûbt  haben 
auf  die  altchristlichen  Legenden,  Vorstellungen 
und  Gebrâuche?  Wird  dies  verneint,  wie  hat 
man  dann  die  Verwandtschaft  zu  erklâren?" 


Zur  Beantwortung  vor  dem  1  Januar  1903  bleibt  die  schon  im 
vorigen  Jahre  gestellte  Frage  angeboten: 

„Die  Gesellschaft  verlangt  eine  Uiitersuchung 
ûber  die  verschiedene  Bedeutung  in  der  das 
Wort  Moral  gebraucht  wird  in  der  ethischen 
Literatur  aus  frûherer  und  spâterer  Zeit,  sowie 
eine  Erôrterung  des  Zusammenhangs  der  zwischen 
jenen  verschiedenen  Auffassungen  besteht." 

Der  Preis  besteht  in  einer  goldenen  Médaille  von  /  400  an 
innerem  Werth. 

Man  kann  sicli  bei  der  Beantwortung  des  HoUândischen,  Latei- 
nischen,  Franzôsischen,  Englischen  oder  Deutschen  (nur  mit 
Lateinischer  Schrift)  bedienen.  Auch  mïissen  die  Antworten  voll- 
stândig  eingesandt  werden,  da  keine  unvollstândige  zur  Preis- 
bewerbung  zugelassen  werden.  Aile  eingeschickte  Antworten  fallen 
der  Gesellschaft  als  Eigenthum  anheim.  welche  die  gekrônte,  mit 
oder  ohne  Uebersetzung,  in  ihre  Werke  aufnimmt,  sodass  die 
Verfasser  sie  nicht  ohne  Erlaubniss  der  Stiftung  herausgeben  dûrfen. 
Auch  behâlt  die  Gesellschaft  sich  vor,  von  den  nicht  preiswûrdigen 
nach  Qutfinden  gebrauch  zu  machen,  mit  Verschweigung  oder 
Meldung  des  Namens  der  Verfasser,  doch  ira  letzten  Falle  nicht 
ohne  ihre  Bewilligung.  Auch  kônnen  die  Einsender  nicht  anders 
Abschriften  ihrer  Antworten  bekommen  als  auf  ihre  Kosten.  Die 
Antworten  mûssen  nebst  einem  versiegelten  Namenszettel,  mit 
einem  Denkspruch  versehen,  eingesandt  werden  an  die  Adresse: 
„Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TEYLER  VAN  DER 
HULST,  te  Haarlem." 
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CHAPITRE  VI. 
Corrections   et   amplifications. 

§  17.  M.  H.  Lewis  Jones  à  Londres  a  eu  la  bonté  de  fixer 
mon  attention  sur  une  omission  dans  Texplication  de  la  nouvelle 
méthode  d'électro-diagnostique,  décrite  dans  le  chapitre  IV  des 
Recherches,  citées  plus  haut.  Cette  omission  est  la  suivante: 

J'écris,  pag.  331,  que  la  nouvelle  méthode  consiste  dans  l'applica- 
tion des  décharges  de  deux  condensateurs  de  capacité  connue, 
tandis  que  dans  les  expériences  elles-mêmes  je  fais  usage,  non  pas 
de  la  décharge^  mais  de  la  charge  des  condensateurs. 

La  première  expérience  est  décrite  pag.  334  dans  les  termes  suivants  : 
On  place  le  bouton  du  pachytrope  en  d  et  celui  du  condensateur 
à  0/2  et  on  fait  mouvoir  la  manivelle  du  compteur  et  en  môme  temps 
la  clef  S,  jusqu'au  moment  où  la  contraction  minimale  se  mani- 
£96te.  Eh  bien,  en  suivant  le  cours  de  rélectricité  pendant  le 
QQOuvemeiUt  de  la  clef  S,  on  voit  dans  Fig.  16,  que  dans  la  posi- 
tion de  repos  de  la  clef  S  le  condensateur  est  déchargé  tandis  que 
dans  rentre  position,  en  pressant  2  sur  1,  l'électricité  positive  <le 
la  batterie  passe  par  les  électrodes  E,  E'  et  par  le  <sorps  humain, 
suivant  -f-  cd^j&'/l,2, 6,  sur  l'armature  h  du  condensateur,  tandis- 
que  l'armature  a  reçoit,  par  la  voie  —  h  h  a,  l'électricité  néga- 
tive de  la  même  batterie.  Ainsi  il  est  clair  qu^e  c'est  ici  la  dw^rge 
du  condensateur  qui  excite  le  nerf 
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J'ai  fait  exprès  ce  changement  dans  la  méthode,  pour  la  raison 
suivante  : 

Aucun  condensateur,  même  fabriqué  avec  le  plus  grand  soin, 
n'isole  parfaitement.  Toujours  il  y  a  de  petites  pertes  d'électricité 
qui  sont  d'autant  plus  notables  que  la  tension  est  plus  forte  C'est 
pourquoi  on  trouve  qu'en  chargeant  le  même  condensateur  toujours 
par  la  même  batterie,  l'effet  de  la  décharge  est  d'autant  plus 
petite  à  mesure  qu'il  écoule  un  temps  plus  considérable  entre  la 
charge  et  la  décharge. 

De  la  résultent  des  irrégularités  dans  l'action  physiologique  des 
décharges  électriques  qu'on  évite  complètement  en  substituant  les 
charges  aux  décharges.  En  employant  les  charges  du  condensateur 
au  lieu  des  décharges  les  résultats  deviennent  indépendants  de  la 
vitesse  avec  laquelle  la  clef  S  est  mize  en  mouvement.  C'est  pour 
cette  raison  que  j'ai  déjà  proposé  en  1892  de  faire  toujours 
l'expérience  avec  les  charges  du  condensateur.  Les  résultats  devien- 
nent alors  plus  constants  et  plus  sûrs,  tandis  que  les  formules 
restent  sensiblement  les  mêmes. 

La  faute  que  j'ai  commise,  c'est  donc  que  je  n'ai  pas  mentionné 
explicitement  pag.  333  le  changement  dans  la  méthode,  indiquée 
plus  haut. 

Pour  embrouiller  davantage  la  description  pag.  334,  il  se  trouve 
dans  le  second  alinéa  de  la  même  l^e  Expérience  une  faute 
d'impression  :  ce  n'est  pas  la  clef  S,  mais  la  clef  S',  sur  la  quelle 
il  faut  appuyer  pour  lire  sur  l'instrument  de  mesure  le  nombre 
de  Volts  P  employés.  Le  bouton  du  pachytrope  se  trouvant  alors 
en  d\  l'électricité  passe  par  le  chemin   -h  c  Gd'/,  1',  2' — . 

Je  regrette  beaucoup  cette  faute  dans  la  description  de  l'expé- 
rience et  je  me  réjouis  d'être  maintenant  à  même  de  la  corriger. 

Du  reste,  il  est  souvent  impraticable  d'employer  le  même  instru- 
ment tantôt  comme  voltmètre,  tantôt  comme  galvanomètre.  Alors 
il  est  beaucoup  plus  commode  de  faire  usage  de  deux  instruments 
difiSrents,  l'un  pour  mesurer  l'intensité,  l'autre  pour  mesurer  la 
tension.  On  trouve  aujourd'hui  dans  plusieurs  ateliers  d'électro- 
technîque  de  France  et  d'Allemagne  des  instruments  très  simples 
et  peu  coûteux,  reposant  sur  le  principe  du  galvanomètre  Deprez- 
d'Arsonval,  qui  sont  très  propres  à  cette  sorte  d'expériences.  L'In- 
stitut électro-technique  de  Frankfort  p.e.  ofifre  les  dmx  instru- 
ments nécessaires  au  prix  de  70  Mark  ou  84  francs. 

On  peut  alors,  en  opérant  toujours  pour  le  motif  indiqué,  avec 


SUITE    DES    RECHERCHES  SUR    l'eXCITATION   ÉLECTRIQUE   DES  NERFS.  365 

les  charges  du  condensateur,  arranger  l'expérience  comme  dans  la 
figure  suivante: 

Z.  est  le  compteur  d'éléments  de   la  batterie,  iS  et  S'  sont  les 
deux  clefs,   G  est  le  condensateur,  G  le  galvanomètre,  V  le  volt- 


Fio.  22. 


mètre,  jR  est  le  rhéostat  d'ENOELMANN,  décrit  dans  mon  Traité 
d'électrotech nique  médicale,  publié  par  Engelmann  à  Leipzic, 
E  et  E'  sont  les  deux  électrodes  appliquées  soit  sur  les  muscles 
de  l'homme,  soit  sur  deux  points  difiérents  d'un  nerf  moteur:  mnl 
et  k.i.t  sont  deux  pachytropes  pour  modifier  le  cours  de  l'électricité. 
On  commence  par  poser  le  bouton  du  pachytrope  k  i  t  vers  i 
et  celui  du  pachytrope  mnl  vers  n  et  en  pressant  la  clef  5; 
l'électricité  positive  se  dirige  par  -hikEE'nopqdefgh  vers 
l'armature  supérieure  du  condensateur,  taudis  que  Tarmature  infé- 
rieure est  en  même  temps  par  asar  —  en  rapport  avec  le  pôle 
négatif  de  la  batterie  Ainsi  le  condensateur  se  charge  par  un 
courant  passant  par  le  nerf  moteur.  On  lâche  alors  la  clef  S,  le 
contact  se  fait  en  c  et  le  condensateur  se  décharge  par  la  voie 
kg  fedcba.  On  répète  cette  expérience  après  avoir  intercalé  dans 
\e  circuit  électrique  au  moyen  du  compteur  un  plus  grand  nombre 
d'éléments  et  on  continue  la  recherche  jusqu'au  point  où  la  contrac- 
tion minimale  du  muscle  se  manifeste.  Alors  on  place  le  bouton  du 
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paehytrope  kit  vers  t,  le  courant  prend  le  chemin  -^itVuv  — 
et  on  lit  tout  de  suite  sur  le  voltmètre  là  tension  P^;  c'est  la 
première  expérience  faite  avec  le  condensateur  de  capadté  C^mF. 
La  seconde  expérience  est  la  répétition  complète  de  la  première 
expérience,  après  avoir  changé  la  capacité  Cj  par  la  capacité  C2; 
on  trouve  alors  la  valeur  de  Pg  ^  coefficient  a  peut  alors  être 
calculé  par  la  formule  (39a) 

1  _± 

«  =  103  xÇ—^. 

Pour  trouver  le  coefficient  /:?,  on  place  le  bouton  du  paehytrope 
m  n  l  vers  m  et  celui  du  paehytrope  kit  vers  i  ;  ensuite  on  inter- 
cale dans  le  circuit,  au  moyen  du  compteur  Z,  une  vingtaine 
d'éléments  et  en  appuyant  sur  l'autre  clef.  S\  on  fait  passer  le 
courant  de  la  batterie  directement  par  le  nerf  moteur,  par  le 
chemin  -¥  ikEE' w  Ozymno  ft 8' Rr. 

La  résistance  du  rhéostat  R  étant  au  commencement  de  l'expé- 
rience trop  considérable,  on  n'aperçoit  aucune  contraction.  On 
diminue  alors  graduellement  cette  résistance  i2,  l'intensité  du  cou- 
rant augmente  et  bientôt,  en  remuant  continuellement  la  clef  S\ 
on  observe  la  contraction  minimale.  Le  galvanomètre  G  indique 
alors  l'intensité  /,  du  courant  appliqué. 

Le  coefficient  (S  se  calcule  alors  par  la  formule: 

/?  =  «/ (40) 

Les  deux  coefficients  a  et  (i  sont  ainsi  trouvés  ;  ils  déterminent 
indubitablement  la  condition  physiologique  ou  pathologique  des 
nerfs  et  des  muscles  et  sont  entièrement  indépendants  des  instru- 
ments employés.  Pourvu  qu'on  fasse  les  expériences  toujours  avec 
une  électrode  différente  de  surface  constante,  soit  de  1  cM*,  les 
résultats,  non  seulement  de  différents  jours  mais  aussi  de  différents 
expérimentateurs  sont  parfaitement  comparables  entre  eux.  Une 
observation  faite  à  Berlin  peut  être  contrôlée  à  Paris,  même 
plusieurs  années  plus  tard.  Sur  ce  fait  repose  l'importance  extrême 
que  la  détermination  de  ces  deux  coefficients  possède  pour  Tétude 
de  l'excitation  électrique  des  nerfs  et  des  muscles.  Comme  dans 
la  plupart  des  cas  l'action  condensante  du  corps  humain  peut 
être  négligée,  il  n'est  pas  nécessaire  d'appliquer  la  formule  plus 
compliquée  (396). 
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§  18.  C'est  dans  la  détermination  de  ces  deux  coefficients  u  et 
ft  que  consiste  la  principale  diflêrence  entre  ma  méthode  et  celles 
de  M.  Dubois  à  Berne  et  de  M.  Zaniotowski  à  Cracovie,  qui  se 
contentent  de  chercher  soit  la  qyxmiiiA,  soit  Vhiergie  de  Télectricité, 
nécessaire  à  provoquer  la  contraction  minimale  par  moyen  de  la 
décharge  *)  d'un  seul  condensateur  de  capacité  connue. 

Cette  mode  d'expérience  ne  nous  donne  qu'une  seule  équation 
entre  plusieurs  variables,  car  la  quantité  Q  est  exprimée  par  la 
formule  : 

et  l'énergie  E  par: 

E=5a^  GR^  4-  10a6/f -f  ^- (41) 

Il  est  vrai  que  M.  Zaniotowski,  en  reconnaissant  le  fait,  décou- 
vert par  moi,  que  l'énergie  nécessaire  pour  causer  la  contraction 
minimale  tend  pour  une  certaine  valeur  de  capacité  et  de  tension 
vers. une  valeur  minimale,  a  amélioré  plus  tard  considérablement 
sa  méthode  en  cherchant  maintenant  par  l'expérience  cette  énergie 
(yptime. 

Dans  ce  cas  l'équation  (41)  se  réduit  à 

F   -   20 
a*  C 

d'où  résulte: 

-v:^-,-- (^^) 

Le  coefficient  a  est  alors  inversement  proportionnel  à  la  racine 
carrée  de  l'énergie  optime  et  la  question  semble  résolue  par 
l'usage  d'un  seul  condensateur  ^). 

Mais  M.  Zaniotowski  croit  que  cette  énergie  optime  peut  être 
toujours  obtenue  au  moyen  d'un  condensateur  de  capacité  constante. 


0  M.  Zaniotowski  évite  les  irrégularités,  produites  par  la  raison  indiquée  plus 
haute,  par  Tapp  ication  des  décharges,  par  l'usage  d'un  conoiniutateur  très  com- 
pliqué, qui  fait  succéder  la  décharge  du  condensateur  à  la  charge,  toujours  dans 
le  môme  intervalle. 

^  Zeitschrift  fur  Electrotherapie  und  ârztliche  Electrotechnik  von  H.  Kurella, 
Nov.  1899  und  Mâxz  1900. 
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pour  laquelle  il  prend  une  valeur  de  0.02  m  F,  tandis  que  d'après 
notre  loi  la  capacité  optime  est  trouvée  par  la  formule: 

^»=/4 •  •  («' 

Ce  qui  veut  dire  que  cette  capacité  dépend  de  la  résistance  du 
corps  humain,  iJ,  qui  n'est  pas  rigoureusement  constante.  Ainsi 
on  voit  aussi  M.  Zaniotowski  se  déclarer  tantôt  pour  la  capacité 
0.02,  tantôt  pour  celle  de  0.03  m  F.  Pour  faire  Texpérience  sans 
faute,  il  faut  chercher  auparavant  pour  quelle  capacité  du.  conden- 
sateur dans  le  cas  donné,  l'énergie  nécessaire  pour  la  contraction 
minimale  est  elle-même  minimale,  et  c'est  seulement  au  moyen 
de  l'énergie,  trouvée  de  cette  manière,  que  le  coëflScient  a  peut 
être  calculé  correctement. 

C'est  ce  que  M.  Waller  a  fait,  dans  ses  expériences  décrites 
dans  les:  Proceedings  Royal  Society,  Vol.  65,  pag.  207.  Dans  ces 
recherches  faites  sur  le  nerf  sciatique  de  la  grenouille,  le  nerf 
phrénique  du  chat  et  le  nerf  ulnaîre  de  l'homme,  M.  Waller 
cherche  toujours,  à  l'aide  de  plusieurs  condensateurs  de  capacité 
connue,  le  minimum  d'énergie  nécessaire  pour  l'excitation  mini- 
male. Mais  partant  d'un  tout  autre  point  de  vue,  M.  Waller 
accepte  pour  la  mesure  de  l'excitabilité  des  nerfs,  non  pas  cette 
énergie  optime  elle-même,  mais  ce  qu'il  nomme:  „the  rate  of 
impact"  de  cette  énergie  Cette  „rate  of  impact"  est  posée  propor- 
tionnelle à  l'expression: 

P 


v  = 


GR 


expression  qui  représente,  comme  on  sait,  la  vitesse  avec  la  quelle 
la  tension  P  accroît  ou  décroît  pendant  la  charge  ou  la  décharge 
d'un  condensateur.  D'après  la  loi  trouvée,  cette  expression  devient 
pour  le  cas  de  l'énergie  optime,  égale  à 

2iî2 
a 

et  se  trouve  donc  aussi  dépendante  de  la  résistance  R  du  corps 
humain,  d  où  résulte  que  „the  rate  of  impact"  n'est  pas  la  vraie 
mesure  de  l'action  physiologique  des  décharges  électriques.  De 
plus  la  détermination  de  la  résistance  R,  qui  est  nécessaire  pour  le 
calcul  de  cette  vitesse,  est  sujette  à  des  fautes  graves,  causées 
par  la  polarisation  des  tissus.   Tous  les  nombres  pour  R  donnés 
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par  M.  Waller  sont  donc  plus  ou  moins  erronés  et  toujours  plus 
grands,  d'une  quantité  inconnue,  que  la  résistance  vraie;  par 
conséquent  la  vitesse  de  variation  de  la  tension  est  toujours  plus 
petite  que  celle  donnée  par  M.  Waller.  Pour  toutes  ces  raisons 
la  méthode  de  M.  Waller  n'est  pas  recommandable. 

Toutefois  les  expériences  de  M.  Waller  confirment  de  nouveau 
les  faits  que  j'ai  mentionnés  pag.  297  de  ces  Recherches. 

Voici  une  de  ces  expériences: 


Capacité 

en 

mP 

Tension 

en 
Volts 

Quantité 
en 
mC 

Énergie 

en 
ergs. 

008 

0.09 

0.0072 

0.00324 

0.04 

0.09 

0.0036 

0.00162 

0.0080 

018 

0.00144 

0.0013 

0.0025 

0.36 

0.0009 

0.00162 

00010 

0.72 

0.00072 

0.00259 

0.0004 

1.44 

0.000576 

0.00415 

Avec  des  capacités  décroissantes  des  condensateurs  employés,  la 
tension  de  l'électricité,  qui  amène  la  contraction  minimale,  accrott 
sans  cesse,  la  quantité  décroît  en  même  temps  et  l'énergie  décroît 
iusqu'à  la  valeur  minimale  0.0013  pour  accroître  plus  tard.  Ce 
sont  les  faits  remarquables,  énumerés  pag.  297  de  mes  recherches 
sous  a,  b  et  c. 

Ainsi  les  expériences  de  M.  Waller,  faites  sur  divers  nerfs, 
sont  des  preuves  nouvelles  de  l'exactitude  de  la  formule  (3)  de 
pag.  298: 

Pour  les  raisons  données  plus  haut,  la  méthode  de  M.  Zanio- 
TowsKi  n'est  pas  sans  fautes,  mais  en  considérant  que,  d'après  les 
expériences  de  M.  Dubois  et  les  miennes,  mentionnées  dans  le 
Chapitre  III  de  ces  Recherches,  la  résistance  R  des  nerfs  et  du 
corps  humain  pour  les  courants  de  très  courte  durée  est  certai- 
nement plus  constante  qu'il  ne  résulte  des  mesures  faites  avec  le 
courant  constant,  il  devient  vraisemblable  que  pour  divers  nerfs 
la  capacité  obtenue  est  à  peu  près  constante  et  alors  la  méthode 
de  M.  Zaniotowski  peut  conduire  à  des  résultats  exempts  de 
graves  erreurs. 

Surtout  dans  les  expériences  de  clinique  dans  lesquelles  on 
examine  toujours  avec  le  même  condensateur  l'excitabilité  électri- 
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que  de  diverses  personnes  malades,  on  peut  en  effet  considérer 
l'énergie  minimale  comme  une  bonne  mesure  pour  l'excitabilité 
cherchée. 

Ainsi  les  résultats  trouvés  par  M.  Zaniotowski  dans  un  grand 
nombre  d'expériences  faites  pendant  onze  années  consécutives  sont 
d'une  grande  valeur  pour  la  science  M- 

Ce  qui  a  frappé  le  plus  l'attention  de  M.  Zaniotowski,  c'est  la 
constance,  la  régularité  des  résultats  obtenus.  Les  phénomènes, 
observés  un  jour  se  répètent  jusque  dans  les  plus  moindres 
détails  un  autre  jour  de  sorte  que  la  diagnose  d'un  cas  anormal 
ou  pathologique  est  beaucoup  plus  facile  par  cette  méthode  que 
par  la  faradisation  ou  la  galvanisation  ordinaire  ^) 

Ainsi  la  méthode  du  condensateur  se  montre  toujours  un  réagent 
plus  délicat  et  plus  sûr  que  la  méthode  d 'électrodiagnostique 
ordinaire,  ce  qu'elle  doit  certainement  à  la  très  courte  durée  des 
courants  usités,  de  sorte  que  ni  la  résistance  galvanique  ni  l'état 
électrotoDÎque  des  tissus  ne  peut  changer  perceptiblement  pendant 
la  durée  de  l'expérience. 

De  plus  la  méthode  du  condensateur  est  beaucoup  moins  dou- 
loureuse que  la  méthode  ancienne  et  pour  o&tbQ  raison  très  recom- 
mandable  quand  il  s'agit  d'enfants  et  de  femmes 

§  19.  Il  me  reste  encore  de  mentionner  les  expériences  si  ingé- 
nieuses de  M.  G.  Weiss,  décrites  dans  les  Comptes  Rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  de  6  Mai  1901  et  plus  amplement  dans 
les  Comptes  Rendus  de  la  Société  de  Biologie  de  Paris  du  15  Mars, 
26  Avril,  3  et  10  Mai  1901. 

M.  Weiss  irrite  les  nerfs  moteurs  d'une  grenouille  pendant  un 
temps  très  court  et  exactement  connu,  p.  e.  0.0001  Seconde,  et 
trouve  ainsi,  par  un  grand  nombre  d'expériences,  que  la  quantité 
d'électricité,  0,  nécessaire  à  provoquer  la  contraction  minimale 
dépend  du  temps,  £,  dans  lequel  l'électricité  passe  par  le  nerf. 

M.  Wfiiss  trouve  la  relation  générale: 

Q  =  a-^bt (44) 

prouvée  par  les  mombres  suivanlis: 

1)  Wiener  E^Un.  Hundachau  de  Tamiôe  1899.  Wiener  Klin  Wochenscbrift 
Bd.  X,  S.  16. 

^)  Ein  FlOtenblâser  z.B  in  dessen  Krankheits-protocolle  normale  galvanische 
und  faradische  Erregbarkeit  eingeschrieben  war,  zeigte  doch  bei  der  PrQfung 
mit  Conâensotor-dntladungen  wirkliche  Unterschiede  im  Gebiete  der  nnteren 
Facialâsto,  deren  Paralyse  die  Ursache  seiaer  iBesohwerden  war. 
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Durée 
de  l'excitation 

Quantitée 
trouvée 

Quantité 
calculée  par  (44) 

40 

3760 

3747 

20 

2360 

2287 

14 

1876 

1849 

12 

1728 

1703 

10 

1560 

1557 

8 

1488 

1411 

Pour  les  charges  et  les  décharges  d'un  condensateur  le  temps 
t,  est  donné  par  l'expression  :  CR  La  formule  (44)  se  change 
alors  en: 

Q  =  a  -^bcR 
ou  parce  que  Q=  C P: 

P  =  ^  ^bR, 

ce  qui  concorde  parfaitement  avec  la  formule  (3)  de  mes  recherches. 
On  peut  aisément  démontrer  que  la  relation  (44)  est  une  con- 
séquence immédiate  de  la  loi  générale: 

car,  en  posant  i  =  -ry,  on  trouve  par  une  intégration  par  parties  *) 
et  approximativement: 

ou,  parcequ'un  courant  d'un  M.  A.  donne  par  seconde  une  quantité, 
d'électricité  de  10  3  m  C> 

i?=10"'aQe-^' (45) 

Ce  qui  donne  pour  un  temps  excessivement  petit: 


>)  d'Après  le  théorème  de  la  moyenne  (voyez  Oilbsbt,  Cours  d'Analyse, 
3^  Edition,  pag.  850)  on  a: 

1    (p  (zjifixidx^^^ib  -  0)  j   if  (z)  dx, 

et  posant: 

(jr(a;)=:e""/^^  i/'(a;)  =  t,  a;  =  ^,  a=:o  et  6=:^, 
OQ  trouve: 

^  o  ^  l 

où  Çf  est  plus  petit  que  Q,  mais  en  diffère  d'autant  moins  que  8 1  est  plus  petit. 
Akchives  VII.  53 
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l^=:10"'aQ(l— /?<) 

d'où  il  suit: 

e  =  io.(-2+'-i'() (46) 

c.-à-d.  une  formule  qui  est  identique  à  (44). 

M.  Weiss  donne  pag.  254  des  Comptes  Rendus  de  la  Société 
de  Biologie  du  29  Mars  des  nombres,  dont  j'ai  déduit  le  tableau 
suivant  : 

Quantité  d'électricité  en  mC  X  10"^ 


Durée  du  passage 
du  courant  électrique. 

Voltage  en 
Ohms. 

sec. 

0.000154 

1.16 

0.000308 

0.64 

0.000462 

0.50 

0.000606 

0.44 

0.000924 

0.37 

0.001232 

0.36 

trouvée. 

calculée  par  (46) 

715 

715 

788 

809 

924 

915 

1084 

1037 

1368 

1329 

1774 

1703 

On   trouve   de  ces  expériences  à  l'aide  de  (46):  «  =  1552  x  10^ 

fi  =  806, 
des  quantités  de  même  ordre  que  celles  trouvées  dans  le  chapitre  IV. 
Dans  un  travail  récent  (Archives  italiennes  de  Biologie  T.  35, 
1901)  M.  Weiss  s'efforce  de  prouver  que  la  formule  (44)  est  vraiment 
la  loi  générale  et  fondamentale  que  Ton  a  cherchée  si  longtemps. 
La  formule  (3)  de  mes  recherches  n'en  serait  qu'une  conséquence. 

Pour  bien  comprendre  combien  cette  opinion  est  erronée,  il 
suffit  d'appliquer  la  formule  de  Weiss  à  la  galvanisation  ordinaire 
par  la  fermeture  d'un  courant  constant. 

Dans  ce  cas  on  a  Q  =  i  «,  ainsi  la  formule  (44)  devient 

i  =  ^  +  h (47) 

de  sorte  que  suivaut  M.  Weiss  l'intensité  minimale  serait  d'autant 
plus  grande  que  le  temps  de  la  fermeture  serait  plus  petit,  un 
résultat  tout  à  fait  contraire  aux  expériences  nombreuses  faites 
sur  ce  sujet.  De  plus,  les  résultats  trouvés  par  MM.  v.  Kries, 
V.  Fleischl,  Plavec  et  d'autres  avec  des  excitations  prolongées 
(Zeitreize)  sont  aussi  incompatibles  avec  la  formule  (44). 

Il  est  donc  évident  que  la  formule  de  M.  Weiss  n'est  pas  une 
loi  fondamentale  mais  une  formule  empirique,  uniquement  appli- 
cable aux  irritations  de  très  courte  durée. 
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CHAPITRE  VII. 
Sur  Teffet  physiologique  des  courants  alternatifs. 

§  20.  Dans  le  §  12  de  mes  Recherches,  pag.  330,  j'ai  mentionné 
les  expériences  de  Tesla  et  d'ARSONVAL,  faites  avec  les  courants 
alternatifs  de  haute  fréquence  et  me  fondant  sur  la  théorie  de 
ces  courants,  donnée  par  Lord  Rayleigh  et  d'autres  j'ai  présumé 
que  l'effet  physiologique  de  ces  courants  doit  être  nul  parce  que 
le  mouvement  de  l'électricité  est  strictement  limité  à  l'épiderme, 
organe  tout-à-fait  dépourvu  de  nerfs  et  de  muscles. 

Cependant  après  la  publication  de  mes  recherches  il  a  paru 
dans  l'Archiv  fur  die  gesammte  Physiologie  de  Pflûger,  Bd.  82, 
S.  101  un  travail  sur  ce  sujet  de  M.  Einthoven  à  Leyde,  qui  a 
modifié  tout-à-fait  mon  opinion  à  cet  égard. 

Avec  un  appareil  très  puissant  M.  Einthoven  produisit  dans 
un  anneau  de  cuivre  de  capacité  et  d'auto-induction  connue,  des 
courants  alternatifs  de  grande  intensité  et  de  presque  un  million 
d'oscillations  par  seconde,  dont  une  partie  connue  fut  conduite 
dans  le  nerf  sciatique  d'une  grenouille. 

Il  se  manifesta  des  contractions  et  M.  Einthoven  prouva 
par  des  expériences  concluantes  qu'en  vérité  ces  contractions  ne 
pouvaient  avoir  d'autre  cause  que  ces  courants  alternatifs  eux- 
mêmes.  Ici  l'on  trouve  la  preuve  certaine  que  les  courants  alter- 
natifs de  très  haute  fréquence  ne  se  portent  pas  seulement  sur  la 
surface  du  nerf,  mais  qu'ils  y  pénètrent  jusqu'à  une  certaine  pro- 
fondeur. 

Mais  si  donc  les  courants  peuvent  en  effet  pénétrer  dans  la 
masse  d'un  nerf,  il  n'existe  aucune  raison  pour  qu'ils  ne  pénètrent 
pas  aussi  bien  dans  le  corps  humain,  d'où  il  suit  qu'on  ne  peut 
plus  s'étonner  des  diverses  influences  physiologiques  remarquables 
que  MM.  d'ARSONVAL,  Oudin,  Doumer  et  tant  d'autres  ont  observées 
pendant  l'application  de  ces  courants.  Le  traitement  médical  au 
moyen  des  courants  alternatifs  perd  alors  ce  qu'il  avait  de  pro- 
blématique pour  tous  ceux  qui,  comme  moi,  croyaient  jusqu'ici 
au  mouvement  strictement  superficiel  de  ces  courants. 

Comme  je  l'ai  rappelé  plus  haut,  j'avais  conclu  l'existence  de 
cette  sorte  de  mouvement  de  la  théorie  de  Lord  Rayleigh,  donnée 
Phil.  Mag.  1886  Série  V  Vol  21  pg.  382,  dans  laquelle  est  démon- 
tré que  les  courants  alternatifs  pénètrent  d'autant  moins  dans  la 
profondeur  d'un   conducteur  que  le  temps  de  vibration  est  plus 

53* 
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petit  ou  le  nombre  des  vibrations  par  seconde  est  plus  grand. 
Lord  Rayleigh  dit  pag  368:  „At  slow  rates  of  alternation  the 
^distribution  of  current,  being  such  as  to  make  the  résistance  a 
„ minimum,  is  uniform  over  the  section  and  this  distribution  since 
„it  involves  magnétisation  of  the  outer  part  of  the  cylinder,  leads 
„to  considérable  self-induction.  On  the  other  hand,  when  the  rate 
„of  alternation  is  very  rapid,  the  endeavour  is  to  make  the  self- 
„induction  a  minimum  This  object  is  obtained  by  concentration 
„of  the  current  in  the  outer  layers." 

Ainsi,  pour  les  oscillation  lentes,  une  auto-induction  maximale  et 
une  résistance  minimale  et  pour  les  oscillations  rapides,  au  con- 
traire,  une  auto-induction  minimale  et  une  résistance  maximale. 

LoRi)  Rayleigh  calcule  la  résistance  d'un  fil  conducteur  pour 
les  oscillations  très  rapides  par  la  formule: 


Jf'  =  }/^pl,^li (48) 

OÙ:  JR  est  la  résistance  pour  le  courant  constant. 

fi  la  perméabilité  magnétique  du  fil. 

l  la  longueur  du  fil. 

p  la  période,  égale  k  2  n  N,  si 

N  est  le  nombre  d'oscillations  par  seconde. 
Comme  le  nombre  de  vibrations  dans  les  expériences  de  Tesla 
montait  à  plusieurs  millions  par  seconde  je  concluais  de  cette  for- 
mule que,  dans  ce  cas,  le  mouvement  électrique  était  strictement 
limité  à  la  surface  de  corps  humain  et  je  ne  m'étonnais  guère  du 
fait  trouvé  par  M.  Tesla  qu'on  peut  allumer  à  l'aide  de  ces  courants 
une  lampe  d  incandescence  à  travers  le  corps  humain  sans  en  sen- 
tir aucun  mal,  quoiqu'un  courant  de  1,5  Ampère,  qui  est  néces- 
saire pour  allumer  cette  lampe,  soit  très  nuisible  dans  les  cas  or- 
dinaires. 

Mais,  comme  M.  Einthoven  remarque  (1.  c  pag.  131),  la  profon- 
deur qu'atteint  le  courant  alternatif  dépend  pour  une  grande  partie 
de  la  résistance  spécifique  o  du  conducteur  *)  et  cette  grandeur 
est  tellement  grande  pour  tous  les  tissus  organiques,  (f  étant  égale 
à  2,35  X  10^\  que  même  pour  les  oscillations  très  rapides  le  courant 
se  distribue  encore  uniformément  sur  toute  la  section  du  nerf. 

')  22  =  — ^  où  Z  et  r  représentent  la  longueur  et  le  rayon  du  fil  conducteur. 

71   T 
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La  justesse  de  cette  remarque  se  montre  clairement,  si  nous 
calculons  la  profondeur  x  jusqu'où  pénètre  dans  un  fil  conducteur 
quelconque  un  courant  alternatif  de  période  donnée 

Supposez  un  cylindre  creux,  ayant  pour  rayon  extérieur  celui 
du  fil  donné,  r,  et  une  épaisseur  x  de  sorte  que  la  résistance  ohmique 
de  ce  cylindre  creux  soit  égale  à  la  résistance  K  du  fil  pour  les 
courants  alternatifs  de  période  p,  tandis  que  la  résistance  ohmique 
du  même  fil  est  représentée  par  iJ:  alors  on  a  d'après  la  formule  (48)  : 


nr^  —  7i{T  —  xy     y    \ 

d'où  résulte,  parce  que:  jp  =  2  7ïiV. 


r =1/^ 

7i(2ra;  — xn      V       a 


i{2rx  —  x^) 
ou: 


=  wl/^ <«) 


2rx  — x^ 

En  négligeant  le  terme  x^  et  posant  ^u  =  1,  on  trouve  approxi- 
mativement : 


IVi <^) 


d'où  il  suit  que  la  profondeur  désirée  est  directement  proportion- 
nelle à  la  racine  carrée  de  (f  et  inversement  proportionnelle  à  la 
racine  carrée  de  N. 

M.   EiNTHovEN,  se  fondant  sur  les  expériences  de  M.  Hermann 
de  Kônigsberjen,  prend 

rT=2,35xlO^ 

mais  on  peut  demander  si  ce  nombre  n'est  pas  trop  élevé.  En  vé- 
rité, si  l'on  observe  que  la  résistance  du*  corps  humain  pour  les 
courants  constants  est  en  moyenne  environ  15000  Ohms,  tandis 
que  Windscheidt  et  Dubois  *)  ont  trouvé,  en  évitant  autant 
que  possible  l'effet  de  la  polarisation,  un  nombre  beaucoup  plus 
petit,  savoir  de  400  à  900  Ohms,  on  peut  supposer  que  la  résis- 
tance  du  nerf  est  en  réalité  environ  -nFyrr-  ou  25  fois  plus  petite 

que  M.  Hermann'  a  trouvé  à  l'aide  du  courant  constant;  d'où 
résulter  que  le  nombre  <t  serait  aussi  25  fois  plus  petit  que  celui 
donné  ci-dessus. 


')  Voyez  mes  recherches  pag.  329. 
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Mais  même  en  supposant  <i  50  fois  plus  petit,  soit  47  x  10®,  l'ex- 
pression jr  reste  pour  un  nombre  d'oscillations  d'un  million  par 

seconde  encore  plus  grand  que  l'unité  et  alors  la  formule  (50)  de- 
vient erronée,  comme  il  suit  de  l'équation  (49)  qui  possède  alors 
des  racines  imaginaires.  Dans  ca  cas  il  faut  appliquer  une  autre 
formule  de  Lord  Rayleigh,  savoir: 

*  =  -«ji^i*g-ri <"> 

qui  donne  alors  pour  une  valeur  de  p  =  2;r  x  10®,  une  valeur  de 
X  de  0.99996  r.  Ainsi  on  peut  prouver  que  quand  même  la  valeur  de 
(S  serait  50  fois  plus  petite  que  celle  donnée  par  M.  Hermann,  les 
courants  alternatifs  d'un  million  d'oscillations  par  seconde  pénètrent 
encore  presque  rigoureusement  jusqu'à  l'axe  même  du  nerf  Pour 
un  fil  plus  épais  la  pénétration  est  moindre  ;  en  général  on  trouve 

en  posant  —  =  y 

y  =  X--'j^Ey^\ (62) 

Pour  un  doigt  humain  de  deux  cM.  d'épaisseur,  on  trouve  pour 
JV=  10®,  y  =  0.996  et  alors  même  la  pénétration  est  presque  complète. 

Il  est  donc  certain  que  les  courants  alternatifs  de  10®  oscilla- 
tions par  seconde  pénètrent  assez  bien  dans  le  corps  humain  pour 
être  en  état  de  produire  les  phénomènes  de  chaleur,  etc.  qu'ont 
observés  M,  d'ARsoNVAL  et  tant  d'autres. 

Seulement   quand   le   nombre   des  vibrations  monte  à  10*®  et 

au-delà,  lexpression  -^  devient  plus  petite  que  l'unité,  et  l'on 
retombe  sur  la  première  formule  (46),  qui  donne  pour  ff  =  47  x  10® 

CCrr-Q  cM. 

de  sorte  que,  dans  ce  cas,  le  courant  est  réellement  limité  à  une 
couche  peu  épaisse  de  la  peau. 

Maintenant  on  sait  à  peu  près  la  limite  de  la  fréquence,  où 
cesse  la  pénétration  profonde  des  courants  alternatifs  dans  le  corps 
humain. 

§  21.  Cherchons  ensuite  de  quelle  manière  varie  la  force  exci- 
tatrice de  ces  courants  alternatifs  avec  la  fréquence  des  oscillations. 

Alors  dans  notre  formule  I:  e  =  ae-P^  xi 
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il  faut  poser:  i  =  Isinp  t 

où:  /  représente  l'intensité  maximale  ou  lamplitude  de 

l'intensité 
et  p  =  2nN. 

On  trouve  alors  l'excitation  totale,  ??,  par  la  formule: 

/•eu 

rjzzzalj    e"^^  sinptd  l 
d'où  il  suit: 

Pour  les  contractions  minimales  l'excitation  totale  devient  égale 
à  l'unité;  ainsi  on  trouve  pour  l'amplitude,  I^y  qui  provoque  la 
contraction  minimale: 

^'-'^' (-, 

L'amptitude  1^  accroît  donc  avec  la  fréquence  des  oscillations 
mais  cet  accroisement  est  un  peu  moins  rapide  que  celui  de  la 
fréquence  elle-même. 

En  difiërentiant  la  formule  (53)  par  rapport  à  jp  on  trouve: 


dp        a  \         p^J 


et  ^U^^ël 

dp^        P^ 

d'où  il  suit  que  7„  prend  une  valeur  minimale  pour: 

^=21.    (^^) 

Ainsi  il  existe  pour  chaque  nombre  de  vibrations  du  courant 
alternatif  une  certaine  amplitude  /,„,  qui  provoque  les  contractions 
minimales,  mais  pour  une  certaine  fréquence,  cette  amplitude  prend 
elle-même  une  valeur  minimale  que  je  nomme  la  fréquence  optime 
des  courants  alternatifs  et  que  j'indique  par  I^, 

D'après  la  formule  (50)  on  trouve: 

c=¥ («^) 

L'existence  de  cet  Optimum   de   fréquence,  exigé  par  la  loi  I 
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de  pag.  305,  est  démontrée  par  les  expériences  d'Arsonval,  de 
V.  Kries  et  de  v.  Zeynek. 

d'Arsonval  *)  trouve  que  l'effet  physiologique  de  l'excitation 
avec  les  courants  alternatifs  accroît  au  commencement  avec  la 
fréquence  des  oscillations,  atteint  une  valeur  maximale  pour  1250 
périodes  par  seconde  et  décroît  ensuite  pour  des  fréquences  plus 
grandes,  v.  Kries  ^)  exprime  le  résultat  de  ses  recherches  dans 
les  mots  suivants:  „dass  die  Minimal- Amplitude  (I^)  bei  einem 
„gewissen,  gar  nicht  immer  hohen  Frequenz  ihren  geringsten 
„Werth  besitze,  namlich  bei  etwa  100  Perioden  pro  Secund.  Der 
„Erregungseffect  nimmt  (alsdann)  ab,  sowohl  wenn  die  Frequenz 
„wâchst  als  wenn  sie  abnimmt." 

V.  Zeynek  ^)  fait  ses  expériences  sur  les  nerfs  sensitifs  du  doigt 
et  trouve: 

In. 

pour  un  courant  constant  (de  période  zéro)    .  .  70  x  10"^  Amp. 

pour  un  courant  alternatif  très  lent 5  —  6  x  10"^       „ 

pour  un  courant  alternatif  plus  fréquent  100  —  117  x  10""^       „ 
et  pour  un  courant  alternatif  de  très  haute 
fréquence 5000  x  10-^ 

Prévost  et  Batelli  *)  examinent  l'eflFet  des  courants  alternatifs 
sur  l'action  du  coeur  et  trouvent  que  cet  organe  est  le  plus  sen- 
sible pour  des  oscillations  de  150  par  seconde. 

Moi-même  j'ai  mesuré  maintes  fois  à  l'aide  de  l'électro-dynamo- 
mètre  de  M.  Giltay  ^)  l'intensité  moyenne  du  courant  faradique, 
capable  de  provoquer  la  contraction  minimale  des  muscles:  je  l'ai 
trouvé  égale  à  0,1  MA,  tandis  que  pour  les  mêmes  muscles,  avec 
les  mêmes  électrodes,  l'intensité  minimale  du  courant  constant  mon- 
tait à  1  MA  et  plus  haut:  les  nerfs  sont  donc  plus  sensibles  aux 
courants  alternatifs  de  faible  fréquence,  que  donnent  les  appa- 
reils d'induction  médicales,  que  pour  les  courants  constants.  Au 
contraire,  pour  les  courants  de  très  haute  fréquence  de  M.  Tesla 
le  corps  humain  est  certainement  très  peu  sensible  et  ainsi  il  est 


1)  Ârch.  de  physiologie  normale  et  pathologique  1893,  pag.  401. 

*)  Berichte  der  naturf.  Geselsch.  in  Freiburg  i.  B.  Bd.  8. 

»)  GOtting.  Nachrichten,  Math.-Phys  Classe,  1899,  S.  95. 

*)  Journal  de  physiol.  et  de  pathologie  générale,  Vol.  2,  pag.  255. 

^)  Recherches,  pag.  289. 
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prouvé   encore   une   fois   qu'il    existe  une  fréquence  optime^  pour 
laquelle  les  nerfs  sont  le  plus  sensibles. 

Fio  23. 

On  peut  représen- 
ter l'ensemble  des 
expériences  sur  ce  su- 
jet, y  compris  celles 
de  M.M.  EiNTHovEN 
et  MoERMAN  *),  par 
la  courbe  ^  B  C  de  la 
figure  23,  dans  lar 
quelle  les  abscisses 
indiquent  la  valeur 
de  la  période  p  et 
les  ordinates  la  va- 
leur de  Tamplitude 
minimale  J^  qui  provoque  l'excitation  minimale. 

BB'  représente  l'amplitude  minimale,  indiquée  par  /,„,  tandis 
que  OR  signifie  la  fréquence  optime;  0-4  est  l'intensité  du  courant 
constant^  qui  cause  la  même  excitation  minimale. 

La  formule  (53)  conduit  à  peu  près  à  la  courbe  ^4  C(7  et  s  y  con- 
fond tout  à  fait  si  l'on  pose,  au  lieu  de: 

i  rz:  Isinp  t 
i  —  A  sinp  t  -h  Bcosp  t, 

formule  plus  générale  pour  l'intensité  d'un  courant  alternatif,  car 
alors  on  trouve: 


Ap  ^Bft 


(56) 


qui  donne  pour  p  =  o,  c-a.-d.  pour  le  courant  constant: 

aB 

de  sorte  que  pour  le  oowrant  constant^  I^  ne  prend  pas  une  valeur 
infiniment  grande  comme  suivant  la  formule  (53),  mais  une  valeur 
finie  OA. 
Ainsi  la  loi  I  explique  entièrement  la  forme  de  la  courbe  ^i?(7. 


0  P.  A.  MoBBMAN,  XJeber  die  Méthode  einen  isolirten  Nerven  durch  fréquente 
WechselstrOme  zu  erregen.  Leiden,  1901. 

Archives  vu.  54 
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trouvée  par  les  expériences  sur  raction  physiologique  des  courants 
altemati&. 

Si  on  demande  si  les  nombres  trouvés  par  les  di£R§rents  expé- 
rimentateurs concordent  aussi  avec  ceux  calculés  au  moyen 
de  la  formule  (56)  on  trouve  que  les  valeurs  de  l'amplitude 
minimale  trouvées  par  MM.  von  Kries  et  v  Zeynek  accroissent  plus 
lentement  avec  le  nombre  des  oscillations  que  la  formule  exige, 
tandis  que  celles  de  MM.  Einthoven  et  Moerman  au  contraire 
accroissent  plus  rapidement. 

Voici  une  série  d'observations  de  M.  von  Eries: 


Nombres 

des  oscillations 

par  seconde. 

Amplitude  minimale 

Observée. 

Calculée. 

100 

9.5 

12 

200 

13 

16 

300 

20 

20 

400 

28  5 

28 

500 

34.5 

33.6 

600 

40 

40 

700 

44 

46 

800 

48 

52 

Ici  suit  une  série  d'observations  de  M.  v.  Zeynek: 


Nombres 

des  oscillations 

par  seconde. 

Amplitude  minimale 

Observée. 

Calculée. 

100 

24 

15 

200 

30 

24 

300 

35 

35 

400 

38 

46 

500 

42 

57 

et  MM.  Einthoven  et  Moerman  *)  ont  trouvé  que  les  amplitudes 
minimales  accroissent  de  1  à  4.98  —  8.94  si  le  nombre  des  oscil- 
lations monte  de  1  à  4.35,  tandis  que  d'après  la  formule  (52)  pour 
cette  haute  fréquence  les  amplitudes  sont  à  peu  près  proportionnelles 
au  nombre  des  oscillations. 

Si  Ton  considère  que  ces  expériences  sont  d'une  extrême  délica- 
tesse, que  la  température  et  la  polarisation  des  nerfs  et,  dans  les 

«)  1.  c.  pag  88 
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expériences  de  MM.  Einthoven  et  Moerman,  le  décroissement  ra- 
pide des  oscillations  électriques  avec  le  t^nips  exercent  une  influ- 
ence considérable  ^)  et  pas  toujours  exactement  connue,  sur  les  résul- 
tats obtenus,  on  peut  conclure  que  la  loi  I  a  subi  la  preuve  rigou- 
reuse des  chifires  avec  un  assez  grand  succès. 

Au  contraire,  toute  loi  qui  ne  conduit  pas,  du  moins  approxima- 
tivement, à  la  courbe  ABC  de  la  fig.  23  doit  être  rejetée. 

C'est  le  cas  avec  la  formule  donnée  par  M.  Hermann  2). 

M.   Hermann  accepte  encore  toujours  la  vielle  loi  de  du  Bois 

Reymond,    avec    cette    diôérence    qu'il    ne    distingue   plus   entre 

Texcitation  élémentaire,  f,  et  l'excitation  totale,  ri. 

M.  Hermann  pose: 

di 

dt 

et  calcule  la  valeur  maximale  de  cette  expression  et  c'est  cette 
valeur  maximale  qu'il  indique  par  e*,  qui  remplace  maintenant 
l'excitation  totale,  i?,  de  du  Bois  Reymond. 

En  appliquant  alors  la  théorie  bien  connue  des  cov/rcmts  d^action, 
savoir  que  les  parties  excitées  d'un  nerf  sont  électriquement  néga- 
tives par  rapport  aux  parties  non  ou  moins  excitées.  M.  Hermann 
arrive  à  la  formule  suivante  pour  l'action  excitatrice  des  courants 
alternatifs  de  la  période  p: 

^_ ap'^E 

'  Pour  la  sensation  minimale.  ^*  étant  égal  à  l'unité,  on  obtient 
pour  l'amplitude  minimale,  7^- 


^'"~  ap^w  ^   ^ 

où  :  p  est  la  période  =  2  tt  iV 

w  la  résistance  du  circuit 

h  la  constante  de  la  polarisation 

k  la  constante  du  courant  d'action. 
La  formule  (57)  remplace  maintenant  la  formule  (56)  déduite  de 
la  loi  nouvelle  I. 


«)  Dans  un  travail  récent  M.  Einthovbn  tâche  à  prouver  que  cette  dernière 
influence  est  peu  importante;  mais  parce  que  M.  Einthovbk  promet  sur  ce  sujet 
une  étude  plus  détaillée,  qui  n'a  pas  encore  paru,  je  préfère  de  réserver  mes 
observations  jusqu'à  ce  temps 

»)  Pplûgers  Archiv.,  Bd.  88,  S.  356. 

54* 
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En  représentant  la  relation    (67)  graphiquement  de  la  même 
manière  que  la  courbe  A  B  G  de  la  figure  (23),  on  obtient  deux 
courbes  distinctes,  selon  que  Ton  a:  w^  >  2hk 
où  w^  <2hk. 

FïG.  24. 


0  B"  D' 

Dans  le  premier  cas,  on  obtient  la  courbe  A  B  C  de  la  figure 

(24),   dans   l'autre   la   courbe  A'  B'  D  C\  Selon  la  courbe  ABC 

Tamplitude   minimale,  i,^,   décroît  sans  cesse,  se  rapprochant  de 

h 
plus  en   plus  de  la  valeur  finale,    —  ,  représentée  par  la  droite 

E  F.  La  courbe  A'  F  D  C  indique  que  Im  pour  des  valeurs  toujours 

accroissantes  de  N,  décroît  jusqu'à  la  valeur  minimale  DU  plus 

petite  que  jBO,  et  augmente  ensuite,  se  rapprochant  de  nouveau 

k 
de  la  même  valeur  finale  — ,  qu'elle  ne  peut  pas  surpasser. 

Ces  deux  courbes  diffèrent  considérablement  de  la  courbe  des 
expériences  (fig.  23),  trouvée  plus  haut. 

Dans  la  déduction  de  la  formule  (57)  M.  Hkrmann  a  considéré 
la  constante,  A,  de  la  polarisation  comme  une  constante  absolue, 
tandis  que,  suivant  les  recherches  de  Wikn  *)  et  de  Neumann  2). 


>)  Wied.  Annalen,  Bd.  58,  S.  37. 
2)  Wied.  AiHialeii,  Bd.  07,  S.  500 
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cotte  grandeur  h  est  directement  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
de  la  période  p. 

En  substituant  donc  à  h  l'expression 

on  obtient  la  formule: 


I  -^P'^^'-^jKl^P  —  p'ky .gg. 

**  ap^  w 

Cette  formule  (58)  ne  donne  plus  qu'une  seule  courbe  qui 
ressemble  beaucoup  à  la  courbe  A'  B'  DG  de  la  figure  (24). 
L'amplitude  minimale,  7«,  prend  pour  p  =  o^  c'est-à-dire  pour 
l'action  du  courant  constant,  une  valeur  infinie,  décroît  alors 
rapidement  avec  l'accroissement  des  oscillations,  coupe  pour  une 
certaine  valeur  de  p  —  OR'  lei  droite  EF,  descend  alors  jusqu'à 
une  valeur  minimale  DD'  et  s'approche  alors  pour  des  valeurs 
de  p  toujours  accroissantes,  de  la  même  droite  EF^  sans  pouvoir 
la  surpasser. 

Comment  expliquer  par  les  courbes  de  Fig.  24  que,  comme 
M  EiNTHovEN  l'a  trouvé,  la  sensibilité  des  nerfs  pour  le  courant 
constant  est  environ  16(XX)  fois  plus  grande  que  pour  les  courants 
alternatifs  de  très  haute  fréquence? 

Ce  résultat  suffit  pour  rejeter  la  formule  et  la  théorie  de  Hermann 
sur  l'excitabilité  électrique  des  nerfs. 

Dans  les  „Gôttinger  Nachrichten"  de  Tannée  1899,  pag.  104, 
M.  Nkrnst,  le  célèbre  fondateur  de  la  nouvelle  théorie  de  la  pile 
galvanique,  a  donné  aussi  une  théorie  sur  l'excitabilité  électrique 
des  nerfs. 

M.  Nkrnst  s'appuyant  sur  le  fait  remarquable  trouvé  par  les 
expérimentateurs  modernes,  que  le  courant  électrique  dans  un 
conducteur  de  nature  électroly  tique,  comme  quel  on  peut  considérer 
chaque  tissu  organique,  ne  peut  occasionner  aucun  autre  effet  que 
le  déplacement  des  ions,  présume  que  tout  efiet  physiologique  du 
courant  doit  avoir  une  relation  intime  avec  ce  déplacement  des 
ions  et  par  conséquent  avec  les  changements  de  concentration,  qui 
en  résultent. 

Il  faut  donc  que  l  eoccitation  électrique  des  nerf  s  soit  proportionnelle 
au  changement  de  concentration  causé  par  le  courant 

La  formule,  que  Nernst  lui-même  donne,  est  de  la  forme  suivante  : 

7^  =  constant  x  \^p (59) 

ce  qui  signifie  que  Tamplitude  minimale  I^  doit  être  directement 
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proportionnelle    à    la    racine    carrée   de   la  fréquence,  p  =  2  nN. 

Cette  relation  est  représentée  dans  la  figure  (24)  par  la  courbe 
OC"  et  Ton  voit  que  la  dissemblance  de  cette  courbe  et  de  la 
courbe  ABC  de  la  figure  (23)  est  trop  grande  pour  qu'on  puisse 
accepter  cette  formule.  J'ai  cherché  à  modifier  la  déduction  de  M. 
Warburg  ^)  sur  laquelle  repose  la  formule  de  Nernst  (55)  de  telle 
manière  qu'il  en  résulterait  une  formule  moins  simple,  s'appro- 
chant  davantage  de  la  courbe  des  expériences.  Mais  jusqu'ici  je 
n'ai  pas  réussi  à  trouver  une  formule  convenable  qui  indiquât 
par  exemple  l'existence  d'une  fréquence  optime  OB'  (fig.  23). 

Ce  résultat  me  confirme  dans  l'opinion,  exprimée  pag.  351  de 
mes  recherches,  que  ce  qu'on  nomme  l'excitation  des  nerfs  n'existe  pas. 

„Tout  changement  que  le  nerf  subit  consiste  dans  un  change- 
„ment  électrique  et  le  rôle  des  nerfs  est  limité  à  celui  d'un  simple 
^conducteur  à  noyau." 


CHAPITRE  VIII. 
Sur  la  généralité   de   la  loi  trouvée. 

§  22.  Dans  les  premières  expériences  que  j'ai  faites  en  1891  avec 
les  charges  d'un  condensateur  j'ai  trouvé  que  la  loi  I,  savoir: 

B  =  ai  6"^^ 

représente  aussi  bien  les  résultats  des  expériences  faites  sur  le  nerf 
optique  que  de  celles  faites  sur  les  nerfs  moteurs.  La  seule  diffé- 
rence entre  ces  deux  sortes  de  nerfs  existe  dans  les  valeurs  diffé- 
rentes que  prennent  les  deux  coefficients  a  et  fi. 

Sur  ce  fait  j  ai  fondé  alors  l'hypothèse  que  cette  loi  serait  une  loi 
générale  qui  vaudrait  aussi  bien  pour  toutes  sortes  de  nerfs  que  pour 
toute  manière  d'exciter;  ainsi  non  seulement  pour  l'action  de  l'élec- 
tricité mais  aussi  pour  des  actions  thermiques,. mécaniques,  chi- 
miques. Il  suflBt  alors  de  remplacer  la  grandeur  électrique,  i,  par 
la  grandeur  correspondante  des  autres  modes  d'excitation  ^). 

Cette  hypothèse  a  acquis  une  plus  grande  importance  par  les 
recherches  de  MM.  von  Fhey  et  Kiesow  2)  sur  le  sens  du  toucher. 


')  Wied.  Ann.,  Bd.  67,  S.  495. 
*)  Deutsche  Archiv.  f.  klin-medicin.,  Bd.  51,  S.  194. 

5)  Abhandl.  der  Kg.  Sâchs  Gesellsch.  der  Wissenschaften,  1896;  Zeitschrift  fur 
Psych.  und  Phys.  der  Sinnesorgane,  Bd.  20. 
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Ces  recherches,  faites  avec  le  plus  grand  soin,  avec  des  instru- 
ments fort  ingénieux,  expressément  composés  pour  ce  but,  donnent 
pour  les  différentes  parties  de  la  peau  humaine,  ce  que  les  auteurs 
nomment:  „die  Belastwngschweiy\  c.  à.  d.  la  pousse  mécanique 
minimale,  qui  excite  encore  sensiblement  les  corpuscules  du  toucher. 
On  y  trouve  aussi  la  manière  dont  cette  sensation  minimale  varie 
avec  la  vitesse  de  la  pousse  et  la  grandeur  de  la  surface  frappée. 

I  >e  ces  recherches  minutieuses  il  résulte  que  pour  un  corpuscule 
donné  l'excitation  dépend  de  la  variation  de  la  pression,  créée  au 
point  de  la  peau,  où  le  corpuscule  se  trouve;  c.  à.  d  de  l'ex- 
pression '^  où  p  est  la  pression  momentanée 

et  r  la  distance  du  corpuscule  de  la  surface  de  la  peau.  Ainsi  la 
loi  fondamentale  prend  ici  la  forme  suivante: 

dp 


B'=  a 


dr 


e-fi^ (60). 


De  plus  les  recherches  de  M.  von  Frey  démontrent  que  la  pousse 
subie  dans  la  profondité  de  la  peau  diminue  graduellement  de 
la  surface  de  la  peau  jusque  dans  la  couche  des  corpuscules  du 
toucher,  avec  une  vitesse  qui  est  d'autant  plus  grande  que  la 
surface  frappée,  «,  est  plus  petite  ;  d'où  il  suit  que  l'on  peut  expri- 
uier  la  pression  p  dans  la  couche  susdite  par  la  formule  suivante  : 


w 


p-Pxe~  s (61) 

où  P  est  la  pression  exercée  à  la  surface  de  la  peau, 

r  la  profondité  de  la  couche  des  corpuscules, 
s  la  surface  de  la  peau  frappée, 
e  la  base  de  la  système  Népérienne  des  logarithmes. 
En  substituant  (61)  à  (60)  od  trouve: 

8 

Si  maintenant,  comme  dans  les  expériences  citées,  la  pression  P 
sur  la  surface  de  la  peau  accroît  régulièrement  dans  un  temps  très 
petit,  T,  de  zéro  à  la  valeur  P^,  avec  une  vitesse,  v,  l'excitation 
totale,  îy,  devient: 

a  a.,    -«r.        fl  -Si 
7j  = — P^e     s  XV  I  te      dt 

ce  qui  se  réduit  à: 
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OÙ  Z  est  la  fonction  de  temps  trouvée  et  décrite  pag.  309  de  mes 
recherches. 

Pour  les  excitations  minimales  17  devient  égale  à  Punîté,  de  sorte 
que  la  limite  minimale  de  la  pression,  die  Belastungsschwelle^  P„ 
se  trouve  par  la  formule  suivante: 

5/?  -      1 

^-=î^^'"z: («2) 

d'où  résulte  que  Pm  dépend  aussi  bien  de  la  surface  frappée  que 
de  la  fonction  de  temps  Z. 

En  difi^rentiant  la  formule  (62)  par  rapport  à  ^  on  trouve: 

ds  \  s  /      aaZ' 

d'où  il  suit  qu'il  existe  une  valeur  minimale  de  P^  pour 

8^=  a  T. 

Il  existe  donc  une  sv/rface  optime  pour  laquelle  la  pression 
minimale  atteint  elle-même  une  valeur  minimale. 

Fio  25. 
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Ce  résultat  de  la  loi  posée  est  confirmé  par  les  recherches  de 
MM.  VON  Fbey  et  Kiesow,  comme  on  peut  voir  dans  la  figure  2 
de  leurs  recherches  ^),  reproduite  dans  fig.  25. 

On  voit  ici  un  minimum  assez  prononcé,  B  B\  savoir  une  pression 
minimale  de  0.035  atmosphères  pour  une  surface,  5,  de  0.45  mM^. 

Prenant,  par  une  approximation  permise, 

on  obtient: 

ce  qui  signifie  que  P„^  accroît  à  peu  près  proportionnellement 
au  temps  T  que  la  poussée  a  duré. 

Cette  deuxième  conséquence  de  la  loi  /  est  confirmée  encore 
par  les  expériences  de  M.  von  Frey,  représentées  graphiquement 
par  la  courbe  (fig.  6)  des  ^Abhandlungen"  ^).  On  y  voit  claire- 
ment comment  les  valeurs  de  P^  accroissent  en  même  temps 
que  les  valeurs  de  T. 

Comme  M.  von  Frey  lui-même  remarque  ^),  les  résultats  des 
expériences  sur  le  sens  du  toucher  concordent  sur  ce  point  avec 
les  expériences  de  M.  von  Kries  *)  faîtes  sur  l'excitation  des 
nerfs  moteurs  d'une  grenouille  par  le  courant  électrique.  Mais 
pour  les  expériences  de  M  von  Kries  j'ai  prouvé  pag.  308  de 
mes  recherches  qu'elles  s'accordent  très  bien  avec  la  loi  I;  on  ne 
peut  donc  s'étonner  que  les  expériences  de  M.  von  Frey  arrivent 
au  même  résultat.  Je  puis  donc  constater  que  la  loi  trouvée  est 
aussi  applicable  au  sens  du  tact. 

§  23.  Maintenant  je  tâcherai  d'appliquer  la  même  loi  au  sens 
de  Touie  et  de  la  vision  mais  auparavant  je  veux  modifier  un 
peu  la  forme  de  la  formule. 

Jusqu'ici  j'ai  supposé  que  dans  la  formule 

le  produit  («e"^^)  indique  la  manière  dont  la  sensibilité  de  l'organe 
décroît   avec   le   temps;   mais  avec  le  même  droit  on  peut  écrire 


')  Zeitschrift  l.c,  S.  147. 

*)  L.C.,  S.  199. 

5)  Zeitschrift  Le,  S.  129. 

♦)  Arch.  f.  Phys.,  1884,  S.  337. 
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(ai)  X6~''  ce  qui  signifié  une  excitation  (ai),  s'éteignant  graduel- 
lement avec  le  temps  suivant  l'expression  e'^^  et  alors  la  loi 
veut  dire  que  chaque  excitation  élémentaire  se  continue  encore 
un  certain  temps  après  que  l'irritation  a  cessé. 

Il  est  vraisemblable  que  les  deux  phénomènes  indiquées  se 
montrent  en  réalité  tous  les  deux  en  même  temps  et  pour  cette 
raison  nous  pouvons  écrire: 

€z=z{ae'^oi)x{ie'-r^) 
où 

Y  indique  maintenant  la  vitesse  plus  ou  moins  grande  avec  la 
quelle  chaque  excitation  élémentaire  s'éteint  avec  le  temps.  C'est 
comme  on  sait,  le  coefficient  y  qui  joue  un  grande  rôle  dans  la 
perception  de  la  lumière. 

Dans  cette  hypothèse  chaque  irritation  momentanée  donne  l'exci- 
tation élémentaire: 

ce  . 
Y 
et  l'excitation  totale  devient: 

12=  -   Tie^^ot  dt. 

o 

L'expression  -  vient  maintenant  à  la  place  de  a  dans  la  formule 

plus  simple  (7),  usitée  jusqu'ici. 

Dans  cette  formule  i  doit  être  maintenant  l'intensité  du  mouve. 
ment  périodique,  soit  de  Tair,  soit  do  l'éther  lumineux,  de  sorte 
que  nous  pouvons  poser: 

ir=:  Asin2n N t 

où  A  représente    l'amplitude  vibratoire  et  N  le  nombre  de  vibra- 
tions par  seconde. 
Ainsi  on  trouve  pour  l'excitation  totale: 

La  sensation  de  l'ouïe  et  de  la  vue  dépend  donc  des  trois 
coefficients,   «,   li^    et  /,    variables   d'un   organe   à   l'autre   et  des 
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quantités   N  et   A,   qui   représentent  la  période  et  Tintensité  du 
mouvement  oscillatoire. 

En  différentiant  t]  par  rapport  à  N  on  peut  démontrer  aisément 
que  l'excitation  devient  maximale  pour: 

d'où   résulte   qu'il    existe   un   nombre   optime,   Nm  des  vibrations 
auquel  l'organe  est  le  plus  sensible. 

Ce  résultat  du  calcul  est  en  parfaite  concordance  avec  les  obser- 
vations, car  aussi  bien  pour  l'organe  de  la  vue  que  pour  celui 
de  l'ouie  on  trouve  des  limites  de  N,  variables  d'une  personne 
à  l'autre  pour  lesquelles  la  perception  cesse.  Comme  on  sait,  on 
a  pour  l'oeil  les  limites  suivantes: 

iV  rouge  =      440  Billion  vibrations  par  seconde. 
iV  violet  =      760  BiUion 

et  pour  l'ouie 

iV grave  =       20  vibrations  par  seconde. 
i\rhaut  =40000 

Les  expériences  récentes  de  MM.  Kônig  et  Dietkrici  *)  donnant 
la  courbe  de  la  perceptibilité  pour  la  lumière  de  difiFérentes  couleurs, 
confirment  le  résultat  trouvé  plus  haut. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  la  rétine  possède  trois  sortes  de 
nerfs  distinctes,  qui  différent  l'une  de  l'autre  par  une  autre  valeur 
de  fioy  la  fréquence  optime  des  oscillations  lumineuses,  N„t,  obtient 
aussi  une  valeur  différente  et  l'irritation  simultanée  de  ces  trois 
aortes  de  nerfs  causera  un  effet  composé,  tout  à  fait  identique 
à  celui  que  donne  la  théorie  bien  connue  de  la  conception  des 
couleurs  inventée  par  Young  et  défendue  avec  beaucoup  d'énergie 
par  Helmholtz,  jusque  dans  les  derniers  jours  de  son  activité 
scientifique. 

Mais  la  formule  (63)  ne  peut  pas  encore  être  la  loi  générale. 
Car  j'ai  toujours  déclaré  que  la  loi:  e  =  aie^(^\  n'est  applicable 
qu'aux  excitations  minimales  et  que,  pour  les  irritations  plus 
fortes,  l'excitation  n'est  plus  proportionnelle  à  l'intensité  de 
l'irritation. 

Dans  la  figure  (14)   pag.   318  de  mes  recherches  on  voit  aussi 


*)  Helmholtz,  Handbuch  der  physiol.  Optik,  1896.  S.  868. 

66* 
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que  rexcitation  n'accroît  pas  avec  l'intensité  du  courant  suivant 
une  ligne  droite,  comme  la  loi  I  l'exige,  mais  que  la  courbe  de 
l'excitation  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'axe  des  abscisses 
et  montre  une  grande  ressemblance  avec  la  courbe,  donnée  par 
Helmholtz  dans  la  première  édition  de  son  „Handbuch",  S.  318, 
et  aussi  avec  celle  trouvée  par  MM.  Piekema  et  Laan  *)  pour  la 
variation  de  l'acuité  de  la  vue  avec  l'intensité  de  la  lumière.  La 
même  courbe  se  retrouve  dans  les  expériences  de  MM.  Cybulski 
et  Zaniotowski  ^)  sur  l'accroissement  de  la  contraction  musculaire 
avec  l'intensité  du  courant  appliqué. 

Fio.  26. 
Y 


La  forme  de  cette  courbe  est  celle  de  la  courbe  logarithmique: 

reproduite  dans  la  fig.  26, 

Déjà  en  1892  j'ai  cherché  la  cause  de  cet  écart  de  la  loi  simple, 
dans  les  phénomènes  découverts  par  M.  Pfi.ûgrr  et  décrits  par 
ce  savant  d'une  manière  admirable  dans  son  livre  classique  sur 
Vélectrotone  ^). 

De  ces  recherches  il  résulte  que  l'état  physiologiste  d'un  nerf 
est  modifié  par  le  passage  d'un  courant  électrique  et  d'autant 
plus  fortement  que  ce  courant  est  plus  fort  En  général  la  sensibilité 
du  nerf  décroît  avec  l'intensité  du  courant  et  par  un  courant  trop 
fort  le  nerf  est  tué  et  perd  pour  toujours  ses  propriétés  ordinaires. 
J'ai  indiqué  aussi  la  cause  probable  de  cette  altération  physiologi- 
que; je  la  trouve  dans  le  transport  des  liquides  par  le  courant  lui- 
même   et  dans  la  direction  du  courant:  le  phénomène  décrit  par 

*)  Snellen,  Bowman,  Lecture  1896. 

*)  Bulletin  de  TAcad.  des  Sciences  de  Cracovie,  1892. 

3)  Untersuch.  ûber  die  Physiologie  des  Electrotonus.  Berlin  1859. 
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DU  Bois-Reymond  sous  le  nom  de  Kataphorèse  et  nommé  plus 
tard  VendosTnose  électrique.  Ce  transport  cause  une  dessiccation  à 
Tend I  oit  de  Tanode,  qui  entraîne  un  décroissement  de  l'action 
physiologique  du  nerf 

Mais  quelle  que  soit  la  cause  de  cette  altération  de  sensibilité  du 
nerf  par  le  courant,  il  est  certain  qu'elle  existe  et  qu'il  faut 
modifier  pour  cette  cause  la  formule  pour  les  irritations  non- 
minimales. 

Nous  posons   donc   log  (1  -^-  A)  au  lieu  de  A  parce  que  toutes 
les  expériences  indiquent  la  forme  logarithmique  comme  approchant 
le    plus    de   la  réalité    et   parce    qu'en   second    lieu    l'expression 
log  (1  +  A)  étant  égale  à:  A  —  ^A^-^-^A^  etc. 
se  réduit  pour  des  valeurs  faibles  à  A. 

L'excitation  totale  se  trouve  ainsi  exprimée  par  la  formule  plus 
générale  : 

a  2  7lN  1         /^  Ax  /nA\ 

^  =  7^  ^^1^  4,^2^2  xto^(H-^) (64) 

formule  que  est  dès  lors  applicable  à  chaque  valeur  de  A,  grande 
ou  petite. 

Cette  formule  (64)  concorde  avec  la  loi  bien  connue  de  Fechner, 
que  ce  savant  a  développée  en  1858  dans  un  mémoire  célèbre, 
intitulé:  Ueber  ein  wich tiges  psycho-physisches  Gesetz  *). 

Cette  loi  dit  que  d'égales  difiérences  de  sensation  sont  repro- 
duites par  des  irritations  très  différentes,  toutes  les  fois  que  la  diff'é- 
rence  de  Tirritation  forme  la  même  partie  de  l'irritation  elle-même. 

Dans  les  peintures  et  les  dessins,  qui  montrent  des  parties 
d'ombre  de  très  différente  intensité,  on  distingue  toutes  les  par- 
ticularités aussi  bien  quand  ils  sont  éclairés  par  la  lumière  faible 
d'une  chandelle  qu'en  plain  jour. 

De  la  même  manière  la  différence  de  hauteur  de  deux  sons  nous 
paraît  égale  quand  le  quotient  des  nombres  de  vibrations  est  égal. 

E.  H.  Weber  2)  a  trouvé  la  même  loi  pour  la  perception  de 
différences  de  sensation,  occasionnées  par  le  soulèvement  d'un  poids. 
Soit  qu'on  fasse  les  expériences  avec  des  grammes  ou  bien  avec 
des  hectogrammes,  le  résultat  reste  le  même,  car  il  ne  dépend  pas 
de  la  grandeur  absolue  des  poids  mais  seulement  de  ce  que  le 
surpoids  soit  toujours  la  même  partie  du  poids  employé. 


1)  Abh.  Sâchs.  Gesellsch.  Math.-Phys.  Classe,  Bd.  4,  S  457. 

2)  Waqner's  Handwôrterb.  der  Physiologie,  Bd.  3,  Abth.  2,  S.  569. 
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Webeh  dit:  „dans  la  musique  nous  percevons  la  relation  des 
„8ons  sans  en  connaître  le  nombre  de  vibrations,  dans  l'architec- 
„ture  la  relation  des  dimensions  sans  en  avoir  mesuré  la  grandeur, 
^et  de  la  même  manière  nous  percevons  la  force  musculaire 
„dans  le  soulèvement  de  poids  sans  en  connaître  le  poids  absolu". 

On  peut  donc  en  conclure  que  la  loi  de  Fecuner  se  retrouve  dans 
toutes  sortes  de  sensations. 

Si  ri  est  la  sensation  occasionée  par  une  excitation  d'intensité 
A,  on  peut  écrire  cette  loi  dans  la  formule  suivante: 

d'où  il  suit  :  rj  =  C  log  A  -h  C 

formule   qui   ne   diffère  de   la  nôtre  que  par  la  substitution   de 

log  (1  -h  A)  pour  log  A. 

Cette  différence  est  dans  la  plupart  des  cas  si  petit,  qu'il  est 
impossible  de  trouver  par  l'expérience  laquelle  des  deux  formules 
est  la  vraie;  et  parce  que  Hklmhoi.tz  *)  a  observé  que  pour  des 
intensités  de  lumière  très  faibles  la  sensation  est  proportionnelle 
à  cette  intensité,  je  préfère  la  formule  (64),  qui  donne  alors: 

log  (1  -4-  A)  =  A. 

Mais  je  n'accepte  pas  le  nom  de:  loi  psyclio-physiquCy  car  je  n'y 
vois  que  l'influence  électrotonique,  que  le  courant  électrique  exerce 
sur  le  nerf  qu'il  traverse. 


^)  Handbuch  der  Pliys.  Optik.  189(),  S.  394. 
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PAR 


M.  J.  VAN  UVEN. 


§  1.  Trois  points  quelconques  A,  Dj  et  D^  étant  donnés,  nous 
voulons  étudier  le  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  on  a  Z.  D^  P  A  = 
Z.  aPDj. 

Par  la  suite  nous  appellerons  la  droite  Dj  D^  Vaxe.  Si  A  P  coupe 
Taxe  en  TT,  P  ;r  est  la  bissectrice  de  l'angle  D^P  D^\  si  Tautre  bissec- 
trice coupe  Taxe  en  tt^,  tt  et  tt*  sont  divisés  harmoniquement  par 
D,  et  Dj.  En  ce  cas  le  point  P  est  situé  sur  le  cercle,  qui  a  tt/t' 
pour  diamètre. 

FiO.  4. 

La  lign  e  A  ;r  •  coupe 
ce  cercle  en  P'  ; 
A  P  ^  est  la  bissectrice 
de  Tangle  supplé- 
mentaire de 
L  D,  P»  7)2  Ainsi 
chaque  couple  de 
points  7171^ ,  qui  sont 
divisésharmonîque- 
ment  par  Dj  et  Dg, 
donne  deux  points, 
P  et  PS  tels  que 
aP  et  A  pi  sont 
les  bissectrices  des  angles  D,  PD^  et  D^  P^  D^. 

Le  complexe  des  couples  nn^  forme  sur  Taxe  une  involution 
quadratique  ayant  D^  et  Dj  pour  points  doubles. 
Tous  les  cercles  ayant  une  ligne  nn^  pour  diamètre  forment  un 
Archives  viii.  1 
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faisceau  de  cercles  dont  la  perpendiculaire  au  milieu  de  D^  D^ 
est  l'axe  radical. 

En  coupant  un  cercle  (nn^)  du  faisceau  par  un  couple  A  ti,  a  ti^ 
de  rinvolution  de  rayons,  qui  projette  de  A  l'involution  de  points, 
nous  obtenons,  outre  les  deux  points  in  et  tt*,  deux  points  P  et  P^, 
tels  que  L  D^  Pa=  LaP  D^  et  Z.  D^  pi  a  =  Z.  A pi  D^. 

Llnvolution  de  rayons  A  {jut^)  engendre  avec  le  faisceau  de 
cercles  {itu^)  une  courbe  du  quatrième  degré;  cette  courbe  con- 
tient r  les  points  n  et  n^y  tous  situés  sur  Taxe,  2"*  les  points  P 
et  P^,  qui  par  conséquent  se  trouvent  sur  une  courbe  du  troisième 
degré. 

Le  lieu  cherché  des  points  P  (et  P')  est  donc  une  courbe  du 
troisième  degré. 

A  est  aussi  un  point  de  cette  courbe  (C3);  car  il  y  a  un  cercle 
du  faisceau  qui  passe  par  a  et  donne  pour  point  de  la  C^  le  point 
A  lui-même. 

Chaque  ligne  passant  par  a  ne  donne  qu'un  seul  point  de  la 
C3  hors  de  a;  il  faut  donc  que  a  soit  un  point  double  de  la 
cubique. 

§  2.  Tout  cercle  du  faisceau  fournit  deux  points,  P  et  P^  Ainsi 
les  lignes  P  P^  passeront  par  un  même  point  fixe  Oj,  le  point 
opposé  du  faisceau.  Il  en  résulte  que  nous  pouvons  aussi  considérer 
la  courbe  comme  produite  par  un  faisceau  de  cercles  et  un  fais- 
ceau de  rayons  par  0^,  homographique  à  celui-là. 

Les  points  de  base  du  faisceau  de  cercles  doivent  être  de 
même  situés  sur  la  C3  ;  ces  quatre  points  sont  tous  imaginaires; 
deux  d'entre  eux  sont  les  points  circulaires  ;  ceux-ci  appartiennent 
donc  à  la  C3,  qui  par  conséquent  est  une  courbe  circulaire.  Les 
deux  autres  points  de  base  se  trouvent  sur  Taxe  radical.  Ainsi 
la  G^  rencontre  Taxe  radical  en  deux  points  imaginaires  et  puis 
en  un  point  réel. 

Le  cercle  dégénéré  qui  consiste  de  Taxe  radical  et  de  la  ligne 
à  rinfini,  coupe  Taxe  en  C  (voyez  la  figure),  et  en  le  point  à 
l'infini  sur  Taxe.  Or  la  ligne  a  G  rencontre  la  G^  en  son  point 
réel  FT  à  l'infini. 

La  droite  qui  joint  A  avec  le  point  à  l'infini  sur  l'axe,  et  qui 
est  donc  parallèle  à  l'axe,  coupe  l'axe  radical  en  un  point  F^  " , 
aussi  situé  sur  la  G^.  F,  ^  est  le  seul  point  réel  d'intersection  de 
l'axe  radical  avec  la  courbe.  Pf  et  Pj  *  se  trouvent  sur  le  même 
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cercle  du  faisceau;  la  ligne  qui  les  joint,  c'est-à-dire  la  ligne  qui, 
en  passant  par  F^  ^ ,  est  parallèle  à  a  C,  doit  contenir  par  conséquent 
le  point  tangentiel  0^. 

Le  cercle  du  faisceau  qui  passe  par  a,  rencontre  Taxe  en  3  et  3^. 
La  droite  A  (5  coupe  le  cercle  encore  en  a,  et  de  cette  manière 
elle  joint  A  avec  soi-même,  de  sorte  que  A^  est  tangente  en  le 
point  double. 

De  même  A^i  coupe  le  cercle  une  seconde  fois  en  A;  pour  cette 
raison  a  5^  est  la  seconde  tangente  en  le  point  double.  Les  deux 
tangentes  en  le  point  double  sont  par  conséquent  rectangulaires. 

Le  cercle,  passant  par  a,  fournit  deux  fois  le  point  A;  la  ligne 
qui  joint  ces  deux  points  A,  en  coïncidence  sur  le  cercle,  passera 
donc  par  Oj,  ou  bien:  la  tangente  en  A  au  cercle  contient  Oj. 

Ainsi  nous  avons  trouvé  deux  droites,  faciles  à  construire^  qui 
doivent  passer  par  le  point  Oj  ;  0^  est  donc  déterminé.  Naturelle- 
ment nous  aurions  pu  trouver  0^  aussi  comme  point  d'intersection 
de  deux  rayons  quelconques  PP^^  QQ^.  Cependant  en  ce  cas  0^ 
ne  serait  pas  déterminé  très  exactement,  parce  que  la  construction 
de  PP^  et  QQi  est  assez  embarrassante. 

Dj  et  Dj  sont  les  deux  cercles  limites  du  faisceau. 

Les  points  d'intersection  3^  et  ^,',  5 2  ©*  ^2*  *vec  Taxe  sont 
aussi  mis  en  coïncidence  en  D^  et  Dj  ;  Aiîj  et  Ad\*  donnant  toutes 
deux  le  point  D^  ;  a^j  ®*  ^^2'  donnant  toutes  deux  le  point  D^, 
/),  Oj  et  Z>2  ^1  8^^*  évidemment  tangentes  en  D^  et  Dj  à  la  C3. 
Donc  Dj  et  Dj  s^^*  conjugvés  sur  la  C3. 

Si  de  A  nous  abaissons  la  perpendiculaire  sur  Taxe  et  que 
celle-ci  coupe  Taxe  en  eoj ,  nous  pouvons  mener  par  ce  point  un 
cercle,  appartenant  au  faisceau;  ce  cercle  rencontre  l'axe  une 
seconde  fois  en  012^- 

Les  seconds  points  d'intersection  de  Awj  et  Awj*  avec  ce  cercle 
sont  des  points  de  la  C3.  Or  a  012  coupe  ce  cercle  en  Oj^Wj, 
car  A  CD 2  est  tangente  au  cercle,  AC02  étant  perpendiculaire  à  l'axe. 

Le  pied  0^  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  l'axe  est 
donc  le  troisième  point  d'intersection  de  la  C3  avec  l'axe. 

Il  est  facile  de  constater,  que  0^  et  0^  sont  conjugués  sur  la 
C3,  en  considérant  l'ensemble  suivant  de  neuf  points 

i>i  D2  O2 
D,  D2  O2 
0,   0,  Oo 
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Dans  cette  matrice  chaque  colonne  et  chaque  ligne  désigne  trois 
points  collinéalres. 

On  en  conclut  que  0^  est  situé  sur  la  tangente  en  0,,  aussi  bien 
que  sur  celle  en  Oj  et  que,  par  conséquent,  0^  est  le  point  tangentiel 
de  0,  et  O2  tous  les  deux.  Oj  et  O2  sont  donc  conjugués. 

Le  cercle  de  faisceau  passant  par  0^  coupe  Taxe  en  a»}  et  «/. 

La  ligne  Awj  rencontre  ce  cercle  au  même  point  0,. 

La  droite  Aw/  rencontre  le  cercle  en  Oq,  car  la  ligne  qui  passe 
par  les  points  d'intersection  0^  et  0^  passe  par  Oj,  et  est  donc 
tangente  en  Oj  à  la  C3. 

La  droite  qui  contient  Oq  et  Oj  est  évidemment  tangente  en 
O2  à  la  C3. 

Le  cercle  du  faisceau  qui  passe  par  O2  coupe  la  droite  Oj  0^ 
en  son  second  point  d'intersection  avec  la  C'j. 

O2'  est  donc  conjugué  à  0^,  ce  que  Ton  reconnaît  en  considé- 
rant la  matrice 

O2  O^'O, 

0,X     0, 

§  3.  De  Vdsymptote. 

Quant  à  la  construction  de  l'asymptote,  dont  rien  que  la  direction 
n'est  encore  connu,  nous  remarquons,  qu'elle  est  aussi  tangente 
en  Fî  à  la  conique  polaire  de  Fi.  Étant  connus  cinq  points  de 
cette  conique,  lasymptote  est  évidemment  définie  aussi. 

Deux  de  ces  cinq  points  sont  Fî  et  a. 

La  conique  polaire  de  Ft  passe  par  les  milieux  de  toutes  les 
cordes,  que  la  C^  détermine  sur  les  droites  passant  par  F5°. 

Une  de  ces  droites  est  O,  F^'  Ff;  le  milieu  jE"  de  0^  F^'  est 
donc  un  point  de  la  conique  polaire  de  F*. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  encore  deux  points,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  troisièmes  points  d'intersection  avec  la  C^ 
de  deux  droites,  qui  passent  par  Ff  et  chacune  par  un  point 
connu  de  la  C^. 

En  choisissant  pour  ces  deux  points  connus  les  points  Dj  e* 
D2,  il  sera  très  simple  de  fixer  la  position  du  troisième  point 
d'intersection. 

Si  D^  Gi  Fî  sont  en  ligne  droite,  comme  aussi  D^  G^  F",  A  G^ 
est  perpendiculaire  àAZ)^,  etA(Ï2àADj,  conclusion,  facile  de 
déduire  du  raisonnement  suivant. 


FiG.  2. 
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La   condition   à   laquelle    G,  doit   satisfaire   est:    L  D^  G^  A  = 
=  Z_  A  (?i  Z)2,  et  DG^H^C.  Si  A  (7  coupe  la  droite  G^  D^  en  S, 

on   a  G^S  =  SD^; 
LD^G,A  = 

=  L  D^G^  A  = 
=:  L  G^  A  S;  ainsi 
Gj  S=^S;  par  con- 
séquent   aSz=SD2 

Si  nous  menons  S  T 
parallèle  à  A  G|, 
A  T  =  T  D.:    donc 


ST. 


29 

aDj  et 


Gi  A  X  ajDj  :  ainsi  la  normale  en  A  sur  a  D^  rencontre  Dj  Fî  en  Gj. 

De  même  la  normale  en  A  sur  aDj  coupe  D^FÎ  en  Gj. 

G 1  et  G 2  étant  déterminés  de  cette  manière,  les  milieux  L  de 
D^  G^  et  If  de  D^  G^  le  sont  aussi.  De  la  conique  polaire  de  Fi 
on  connaît  à  présent  les  cinq  points  Ff ,  a,  -ST,  L  et  3/. 

La  tangente  en  Ft  à  cette  conique  est  facile  à  construire,  soit 
par  le  théorème  de  Pascal,  soit  en  faisant  usage  de  la  manière 
dont  la  conique  peut  être  engendrée  par  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  avec  a  et  Ff  pour  centres. 

Le  point  d'intersection  F 2  de  G^  />2  avec  G2  l\  est  conjugué 
à  Ft. 

Le  tableau 


D,  FT  G, 


montre  que  F 2  est  situé  sur  la  C3. 
F 2  est  conjugué  à  Ff,  car  on  a 


^^2  Gl  I>2 

F^  D^  G^ 

Fo  Ff  IT 


Si   G,'  est  le  point  d'intersection  de   G,  0,  avec  la   C3,  et  0 
celui  de  Z)j  Gj'  avec  0,,  Fî,  Q  se  trouve  sur  la  C^,  car  on  a 
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D,  G,  Ft 
0,0,   0, 


Si  Fj'  est  le  point  d'intersection   de  F^  O,  avec  la  C^  et  B 
celui  de  G,  G^  avec  Q,  F^\  R  est  aussi  un  point  de  la  Cj,  car  on  a 


Gtj  G^  R 
G,D,Q 

0,  i\  F,- 


Le  point  dlntersection  F^^  de  MO^^  avec   Tasymptote  est  aussi 
situé  sur  la  C\,  car  on  a 


1\  D,  0, 


Fq  est  donc  le  point  tangentiel  de  i'T  comme  aussi  de  i^j* 

Ainsi  t\  Fq  est  la  tangente  en  F^  à  la  C3. 

Nous  aurions  pu  également  faire  usage  de  la  propriété  bien 
connue  suivant  laquelle  les  couples  conjugués  sur  la  C^  forment 
une  involution,  à  laquelle  la  série  des  points  tangentiels  est  pro- 
jective  En  projetant  de  A  les  couples  conjugués,  nous  obtenons 
une  involution  de  rayons,  dont  les  tangentes  ^(i  et  Aiî'  sont  les 
rayons  doubles;  ceux-ci  sont  en  angle  droit;  ainsi  chaque  couple 
de  rayons  fait  des  angles  égaux  avec  A  5  et  avec  ^3', 

Nous  aurions  donc  pu  trouver  F^  en  considérant  que  lF^^S^^ 
=  LFÎ  ^3. 

Alors  Fq  serait  également  connu,  parce  que  A  i?'^,  comme  rayon 
du  faisceau,  qui  projette  de  a  les  points  tangentiels,  est  homologue 
au  couple  ^F^j  Ai^f  de  Tinvolution  de  rayons. 

Cependant  la  construction  d'un  raj^on  du  faisceau,  correspon- 
dant à  un  couple  donné  d'une  involution  de  rayons,  projectîve  à 
ce  faisceau,  n'est  pas  si  facile  qu'elle  semble.  En  effet  il  faut 
d'abord  représenter  l'involution  sur  une  conique  menée  par  a;  les 
droites  passant  par  des  points  correspondants  forment  alors  un 
faisceau,  projectif  au  faisceau,  qui  projette  les  points  tangentiels. 

Puis  il  faut  chercher  le  rayon  du  dernier  faisceau,  qui  est  con- 
jugué  à   un  rayon  donné  du  premier  faisceau,  ce  qui  est  assez 
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embarrassant.  Surtout  cette  méthode  est  plus  longue,  parce  que 
nous  n'avons  encore  obtenu  que  les  rayons  aF^  et  aI^o,  et  que 
les  poins-  F^  et  F^  doivent  encore  être  fixés  sur  eux. 

§  4.  Du  point  dUnflexion. 

Quand  un  rayon  du  faisceau,  qui  projette  les  points  tangentiels, 
coïncide  avec  un  rayon  du  couple  correspondant  de  Tinvolution, 
qui  projette  de  a  les  couples  conjugués,  ce  rayon  contient  un 
point  d'inflexion  de  la  G^. 

Nous  verrons,  qu'il  n'y  a  ici  qu'une  seule  coïncidence  réelle,  et 
qu'il  n'y  a  par  conséquent  qu'un  seul  point  d'inflexion  réel. 

Au  rayon  double  a  ^  de  l'involution  correspond  le  rayon  a  8'  du 
faisceau,  et  au  rayon  double  a  5'  le  rayon  A^. 

Les  points  d'intersection  de  ses  deux  systèmes  avec  l'axe  forment 
1"*.  une  involution  de  points,  qui  b,  8  Qi  d*  pour  points  doubles, 
et  2"*.  une  série  de  points,  dont  8'  est  homologue  au  point  double 
($  et  d  au  point  double  8\ 

En  prenant  8  comme  origine  et  en  désignant  par  a  la  longueur 
88\  l'équation  de  l'involution  sera 

Xr^2  +(»  — a)2  =  0 (1) 

et  celle  de  la  série  de  points 


i-¥Xq{i  —  a)z 

=  0 

(2) 

En 

cas  de  coïncidence  on  a  a;  :=  5,  ou,  puisque  |  = 

akq 
1  -hkq 

i 

aXq 

En 

substituant 

cette  valeur  en  (1), 

il  vient  q^  a^ 

X^  +a^  . 

=  0, 

ou  À* 

1 

Deux  coïncidences  sont  donc  imaginaires;  il  en  résulte  que 
nous  ne  pouvons  pas  déterminer  la  coïncidence  réelle  par  la  con- 
struction; elle  est  ineffectuable,  étant  du  troisième  degré. 

La  coïncidence  réelle  doit  donc  être  déterminée  approximati- 
vement. 

Cela  se  réduit  à  la  recherche  du  quatrième  point  d'intersection 
de  deux  coniques,  qui  ont  de  commun  un  point  réel  connu  et 
deux  points  imaginaires. 
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En  effet,  si  nous  menons  un  cercle  y^  par  A,  nous  pouvons 
représenter  sur  lui  Tinvolution  des  points  conjugués. 

Alors  les  droites  passant  par  les  points  homologues  sur  y, 
forment  un  faisceau  de  rayons  homographique  au  faisceau,  qui 
projette  de  a  les  points  tangentiels;  ces  deux  faisceaux  engen- 
dront  une  conique  /j?  ^^^  passe  aussi  par  A.  Les  points  de 
rencontre  de  y^  ©t  /j  projettent  de  A  sur  /j  un  point  d'in- 
flexion. 

Or  nous  savons  d'avance,  que  deux  points  d'inflexion  sont 
imaginaires;  /i  et  /j  se  rencontrent  donc  seulement  en  deux 
points  réels.  L'un  est  A,  l'autre  donne  le  point  d'inflexion.  Main- 
tenant il  s'agit  de  construire  approximativement  ce  second  point 
d'intersection  réel. 

Dans  la  figure, le  résultat  de  cette  approximation  est  désigné: 
Jj  est  le  point  d'inflexion. 

Conjugué  à  Jj  est  le  point  sextacUque  Jj,  qui  donc  est  déter- 
miné aussi  par  Z.  Jj  A  (5  =  z.  Jj  ^  <^- 

La  ligne  /j  A  est  évidemment  la  polaire  hœrmonique  de  J, . 

La  ligne  Ij  ^i  ®8*  tangente  en  I^  à  la  C^,  car  I^^I^, 

§  5.  Maintenant  que  J,  est  trouvé,  soit-il  approximativement, 
la  tangente  d'inflexion  est  parfaitement  déterminée.  Elle  est  conju- 
guée à  Jj  Jj  d*^s  l'involution  de  rayons,  qui  projette  de  J,  les 
points  conjugués. 

Si  Pq  est  un  point  de  la  G^,  Pq  A  est  un  des  rayons  doubles 
de  rînvolution,  qui  projette  de  Pq  les  points  conjugués 

Un  couple  de  cette  involution  est  formé  par  les  rayons  P^  2>, 
et  Pq  ^29  qui  font  des  angles  égaux  avec  P^  a.  Tous  les  cou- 
ples jouissant  de  la  même  propriété,  les  angles  Z_  P,  P^  A  = 
=  Z.  aPq  Pj,  que  les  tangentes  Pq  P,  et  Pq  P^  font  avec  Pq  a, 
sont  égaux. 

Il  s'ensuit  que  la  ligne  a  /,  est  la  bissectrice  de  l'angle,  que  la 
tangente  d'inflexion  et  la  ligne  J,  I^  font  entre  elles.  Cette  réflexion 
nous  fournit  le  moyen  de  construire  la  tangente  d'inflexion,  Jj 
étant  connu. 

En  même  temps  il  est  évident,  que  chaque  couple  de  points 
conjugués  peut  prendre  les  rôles  de  2),  et  D^  dans  l'engendrement 
de  la  courbe;  en  effet  un  point  P  est  par  définition  situé  sur  la 
C3,  quand  Z.  /),  P  A  =  z.  D2  P  A. 

Vu   que  pour  chaque  couple  de  points  conjugués  Q^  et  Q^  on 
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a  L  Q^  P A—  L  Q^  P A^  /)j  et  D^  ne  se  distinguent  du  tout  des 
autres  couples  conjugués.  D'ailleurs  il  en  résulte,  que 

1°  Le  pied  de  la  perpendiculaire  de  A  swr  la  ligne  qm  passe  par 
deux  points  conjugvAs  (que  j'appellerai  bref  corde  cotangentielle)  est 
aibssi  vïïi  point  de  la  C^. 

En  vérité  ce  résultat  nous  l'aurions  pu  obtenir  ainsi: 

Un  des  rayons  doubles  de  Tinvolution,  qui  projette  des  couples 
conjugués  d'un  point  de  la  C3,  est  la  ligne  P A;  l'autre  rayon 
double  doit  être  perpendiculaire  h  P  A. 

Mais  ce  second  rayon  double  implique,  que  P  doit  être  en  ligne 
droite  avec  deux  points  conjugués,  puisque  seulement  en  ce  cas-là 
PQ,  coïncide  avec  PQj- 

Partant  inversement  de  la  droite  Q^PQ^  nous  constatons,  que 
Pa  doit  nécessairement  être  perpendiculaire  à  elle. 

(Voyez  dans  la  figure:  aO^  s^D^O^D^;  ^0\xO^O\fi^) 

Aussi  aI^xI^I^I^]  ainsi  la  polaire  harmonique  est  perpendi- 
culaire à  la  tangente  en  le  point  sextactique. 

2"^.  Ghaqwe  corde  cotangentielle  est  divisée  en  son  milieu  par  la 
droite  aF^^aG 

A  C  est  donc  en  certain  sens  un  diamètre. 

Par  conséquent,  nous  pouvons  obtenir  la  courbe  discutée  aussi 
en  partant  d'un  faisceau  de  cercles,  ayant  une  corde  cotangen- 
tielle quelconque  pour  axe  et  les  cercles  limites  en  les  points 
conjugés,  et  en  mettant  celui-ci  en  projectivité  avec  un  faisceau 
dont  le  point  tangentiel  est  le  centre. 

§  6.  A  l'aide  du  théorème,  suivant  lequel  la  ligne  qui  passe 
par  P  et  A  est  perpendiculaire  à  la  corde  cotangentielle  passant 
par  P,  nous  pouvons  trouver  encore  de  nouveaux  couples  con- 
jugués. Il  va  sans  dire,  que  ces  couples  ne  doivent  pas  être  réels. 

Ainsi  nous  trouvons  que,  parce  que  AF\  ±F  ^C,  les  deux  points 
d'intersection  imaginaires  de  la  G^  avec  Taxe  radical  sont  conju- 
gués; leur  point  tangentiel  est  conjugué  à  F^^. 

La  droite,  qui  est  perpendiculaire  en  F^  k  a  F'i  est  la  ligne  à 
l'infini.  Elle  rencontre  donc  la  C3  encore  en  deux  points  conjugués  : 
il  s'ensuit  que  les  deux  points  circulaires  sont  conjugués;  leur 
point  tangentiel  devant  être  conjugué  à  JPT  coïncide  donc  avec  le 
point  F\. 

Tous  les  points  tangentiels  de  couples  conjugués  imaginaires 
sont  évidemment  situés  sur  la  branche  finie;  car  par  un  point 
Archives  viii.  2 
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de  la  branche  finie  on  ne  peut,  à  l'exception  de  la  tangente  en  le 
point  même,  mener  aucune  tangente  réelle  k  Is,  C^. 

De  même  que  les  couples  conjugués  sont  en  partie  réels  et 
imaginaires,  on  doit  considérer  des  faisceaux  de  cercles  avec  et 
sans  cercles  limites. 

Un  faisceau  de  cercles  sans  cercles  limites  a  deux  points  de 
base  réels. 

Nous  avons  vu,  que  d'un  faisceau  à  cercles  limites,  les  points 
de  base  imaginaires  (conjugués)  sont  en  ligne  droite  avec  le  pied 
de  la  normale  abaissée  de  A  sur  la  corde  cotangentielle.  Cette 
normale  est  parallèle  à  une  corde  cotangentielle,  dont  Taxe  radical 
coïncide  avec  la  première  corde  cotangentielle.  Nous  avons  évi- 
demment ici  une  projectivité  de  cordes  cotangentielles;  l'une  a 
des  points  conjugués  réels,  l'autre  des  points  conjugués  imaginaires. 
Elles  sont  rectangulaires. 

Maintenant  il  est  évident  que  les  points  de  base  réels  du  faisceau 
de  cercles  à  cercles  limites  imaginaires,  sont  les  cercles  limites 
du  faisceau,  qui  a  les  cercles  limites  imaginaires  du  premier  pour 
points  de  base. 

Ainsi  Z),  et  Dj  sont  les  points  de  base  du  faisceau,  qui  a  F^ 
et  /T  pour  cercles  limites;  ce  faisceau  consiste  évidemment  d'un 
eystème  de  cercles  concentriques  avec  F2  pour  centre. 

Les  points  F2  et  Fi  sont  inversement  les  points  de  base  du 
faisceau,  qui  a  les  points  circulaires  pour  cercles  limites.  Tous  les 
cercles  de  ce  faisceau  sont  dégénérés  en  des  droites  par  F2  et  la 
ligne  à  1  infini. 

La  tangente  a  â  du  point  double  est  aussi  une  corde  cotangen- 
tielle; les  deux  cercles  limites  du  faisceau  qui  a  pour  axe  cette 
<5orde  cotangentielle  sont  coïncides  en  a.  Tous  les  cercles  de  ce 
faisceau  touchent  la  droite  aS,  De  même  tous  les  cercles  du 
faisceau,  qui  a  Arî'  pour  axe,  touchent  la  droite  A^.  Ici  nous 
avons  donc  le  changement  de  cercles  limites  réels  en  cercles 
limites  imaginaires,  de  points  de  base  réels  en  points  de  base  ima- 
ginaires. 

§  7,  Chaque  courbe  du  troisième  degré  douée  d'un  point  double, 
qui  passe  par  les  points  circulaires  et  dont  les  tangentes  du  point 
double  sont  rectangulaires,  est  une  C3  de  l'espèce  décrite. 

Supposons  que  soit  donnée  une  telle  courbe;  nous  pouvons  nous 
figurer  sur  elle  deux  points  conjugués  imaginaires.  La  perpendi- 
culaire (réelle)  au  milieu  de  la  ligne  de  ces  deux  points,  coupera 
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les  deux  tangentes  de  d  (qui  sont  rectangulaires)  en  deux  points 
d  et  d\  Le  cercle,  que  nous  pouvons  mener  par  les  trois  points 
^f  â  et  3  et  dont  le  centre  se  trouvera  sur  la  droite  Sd'  (puisque 
Aâ ±aS')  appartiendra  au  faisceau,  qui  a  pour  points  de  base 
les  deux  points  conjugués  iuia^naires  et  les  deux  points  circulaires, 
de  sorte  que  tous  les  points  de  base  sont  situés  sur  la  C3. 

Attendu  que  les  deux  tangentes  du  point  double  rectangulaires 
sont  les  rayons  doubles  de  Tinvolution  qui  projette  de  A  les  couples 
conjugués,  pour  chaque  couple  a  Pj  et  A  P^  de  cette  involution 
on  aura  L  P^  a3  -  L  P^  àd  et  L  P,  ù.3'  —  l  P,  aS'. 

Si  X|  et  X2  sont  les  cercles  limites  du  faisceau,  il  existe  (parce  que 
S  et  3  sont  des  points  conjugués  de  Tinvolution,  déterminée  par 
le  faisceau  sur  Taxe)  la  relation  L  X^  a3 -=  L  X^  a3. 

Les  droites  aX^  et  aXj  projettent  donc  de  a  deux  points 
conjugués. 

Si  À,  À'  est  un  couple  de  Tinvolution  placée  sur  33\  A  A  et  A  A' 
coupent  le  cercle  (A À)  de  nouveau  en  les  points  L  et  L',  qui 
sont  situés  sur  la  C3,  dont  nous  sommes  partis.  Cela  se  démontre 
ainsi  : 

Chaque  cercle  du  faisceau  donne  deux  points  P  et  P'  de  la 
C3.  Or  les  droites  aP  et  A  P'  couperont  le  cercle  qui  les  a 
produites,  chacune  en  un  seul  point  {jt  et  n)  de  plus.  Le  lieu  de 
ces  points  n  et  n  doit  être  une  droite;  car  le  couple  a  P  et 
A  P'  rencontre  le  cercle  {P  P')  en  quatre  points;  Tinvolution  et 
le  faisceau  engendrent  une  courbe  du  quatrième  degré;  de  chaque 
cercle  du  faisceau  deux  points  de  rencontre  sont  situés  sur  une 
C^  ;  ainsi  le  lieu  des  autres  deux  points  d'intersection  doit  être 
une  droite.  Cette  droite  coupera  Taxe  3  3'  du  faisceau  en  un  point, 
ou  coïncidera  avec  lui. 

Cependant  dans  le  cercle  limite  X^  les  quatres  points  P,  P\  n 
et  K  sont  coïncidents;  la  droite,  qui  contient  les  points  n  et 
n  doit  donc  rencontrer  Taxe  3  3'  en  X^  ;  mais  pour  la  même 
raison  cette  droite  devra  couper  Taxe  en  X^  ;  elle  lui  est  donc 
identique. 

Nous  voyons  ainsi,  que  les  droites  a  P  et  a  P"  rencontrent  le 
cercle  (P  P  )  encore  en  deux  points  n  et  n\  situés  sur  Taxe  du 
faisceau,  par  conséquent  en  les  deux  points  d'intersection  du 
cercle  (P  P')  avec  3  3'. 

Inversement,  si  nous  joignons  ces  points  d'intersection  avec  A, 
les  droites   A tt  et  An  couperont  le  cercle  {n n)   une  seconde  fois 

2* 
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en  deux  points  P  et  F  situés  sur  la  C^  qui  nous  a  servie  de 
point  de  départ. 

En  ce  cas  cependant  on  a  ^  X,  P  A  =  £.  Zj  P  a  et  Z.  X,  P'  a  = 
•=  L  X^  P'a.  X,  et  X^  forment  aussi  un  couple  conjugué:  en 
effet  A  Xj  coupe  le  cercle  limite  X,  en  X,  ;  X^  est  donc  situé 
sur  la  C3.  De  même  X^  se  trouve  sur  la  C3. 

Nous  voyons  d'ailleurs,  que  la  courbe  que  nous  avons  étudiée 
dans  ce  paragraphe  peut  être  engendrée  par  un  point  assujetti 
à  la  condition,  que  Z.  Xj  P  A  =  £.  Xj  P  A,  X^  et  X^  étant  un 
couple  de  points  conjugués  quelconque.  Donc: 

Chaque  cubique  circulaire^  douée  (Vwa  point  double  à  tangentes 
rectangulaires^  peut  être  engendrée  de  la  même  manière  que  la  cowrhe 
ci-dessus  étudiée. 

Elle  s'appelle  sirophmde  oblique. 


^ 


■  \ 

:        \ 


m.i. 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA 
SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  DE  LA  „GEOMETRIA  SITUS" 


PAR 


J.  J.  VAN   LAAR. 


Introduction. 

Dans  le  cours  de  Tannée  1891  mon  attention  fut  éveillée  pour 
la  première  fois  —  par  une  briêve  communication  de  M.  P.  H. 
ScHOUTB  ^)  —  sur  le  problème  suivant,  proposé  par  M.  Lbmoine: 

jjDe  combien  de  Trumières  peut  on  replier^  swr  wi  seuly  v/ne  ha/nde 
de  n  timbres-poste?^^ 

De  ce  problême  M.  Lucas  dit  dans  son  «Théorie  des  Nombres" 
(Tome  I,  pag.  120):  „Nous  ne  connaissons  aucfwae  solution  de  ce 
problème  difficile^\ 

Toutefois  M.  Laisant  trouva  les  valeurs  suivantes: 


pour  n=    2 

3 

4 

5 

6 

7 

N=    1 

2 

4 

10 

24 

66, 

calculées  dans  la  supposition  que  le  premier  timbre  reste  immobile  ; 
mais  une  formule  générale  pour  N  ne  pouvait  pas  être  trouvée. 
Ensuite  je  me  suis  occupé  de  ce  problème,  et  je  pouvais  compléter 
le  tableau  ci-dessus  avec  les  valeurs  que  voici: 

pourn=        8  9  10  11 

N=    174      504      1406      4210, 

valeurs,  dont  les  trois  premières  furent  trouvées  en  même  temps 
par  M.  ScHouTE  *). 


0  Yerslagen  en  Mededeelingen  der  Eoninkl^ke  Âkademie  van  Wetenschappen 
(Section  de  Physique,  8^  Série,  Tome  IX). 

*)  La  valeur  pour  n  =  11  ne  fut  trouvée  par  moi  que  très  récemment  (Nov. 
1901). 
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Une  formule  générale  ne  fut  trouvée  non  plus.  Seulement  M. 
ScHouTE  trouva  une  relation  entre  quelques-uns  des  nombres 
générateurs  (voir  Chapitre  III),  et  moi  je  trouva  d'autres  relations 
remarquables,  mais  la  solution  longuement  aspirée  ne  se  présenta  pas. 

Hanté  de  ce  problême,  je  tâcha  plus  tard  à  plusieurs  reprises 
de  trouver  une  solution  —  mais  toujours  en  vain. 

Néanmoins  il  me  semble  utile  de  publier  maintenant  tout  que 
j'ai  rassemblé  sur  ce  sujet  durant  de  longues  années,  afin  que 
tous  ces  calculs  laborieux,  et  toutes  ces  relations  parfois  très  remar- 
quables ne  soient  pas  tout-à-fait  perdues. 

Peut-être  un  autre  —  élucidé  par  les  pages  suivantes  —  trouvera 
plus  tard  la  solution  complète  du  problème. 


Comme  on  le  voit  facilement,  le  problème  se  réduit  algébrique- 
ment au  suivant: 

Trowver  le  nombre  des  permutations  mutuelles  de  n  nombreSj  depuis 
1  jusqu'à  n,  lorsque  le  1  reste  toujowrs  sur  la  première  placer  et 
lorsque  tous  les  entrecroisements  des  groupes  12,  34 j  56,  78 ...  .  et 
également  des  groupes  23,  45,  67 .  ,  .  .  sont  exclus. 

Une  suite  comme  13  5  4  6  2  sera  donc  exclue,  puisque  56  donne 

un    croisement   avec  34  ;    de   même    13  4  2  5  6,    parceque   23  est 

croisé  par  45;  etc. 

En  effet,  les  jonctions  12,  34,  etc.  se  trouvent  toujours,  chez 
une  figuration  quelconque,  au  même  côté,  à  gauche  ou  à  droite; 
tandis  que  les  jonctions  23,  45,  etc.  se  trouveront  toutes  au  côté 
opposé.  Et  les  jonctions,  situées  à  un  même  côté,  évidemment  ne 
pourront  pas  s'entrecroiser,  une  figuration  comme 


n'étant  pas  possible. 

Partant  de  ce  principe,  que  des  entrecroisements  des  groupes 
12,  34,  etc.,  ou  des  groupes  23,  45,  etc.,  ne  soient  pas  tolérés 
j'ai  pu  construire  facilement  les  tableaux  suivants.  Par  exemple, 
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si  Ton  connaît  les  permutations  possibles  pour  n  =  5,  on  n'a  que 
placer  le  chifire  6  entre  les  chiffres  diverses  de  chaque  permuta- 
tion tellement,  que  les  entrecroisements  mentionnés  sont  exclus. 

II. 

Voici  maintenant  les  tableaux  des  figurations  possibles,  dont  — 
comme  je  Tai  déjà  remarqué  —  les  résultats  pour  n  =  2  jusqu'à  7 
sont  déjà  trouvés  par  M.  Laisant,  tandis  que  les  tableaux  pour 
n  =  8, 9, 10  sont  construits  en  même  temps  par  M.  Schoute  et 
par  moi.  Enfin,  comme  je  l'ai  observé  également,  j'y  ai  ajouté 
maintenant  le  nombre  des  figurations  pour  le  cas  7i=  11. 


Il  =.2 

12 

N,=l 

n  =  3 

132 

123 

iV,  =  1x2  =  2 

n  =  4 

1432  ) 

2             1243  1 

2 

1342  1 

1234  1 
iV4=2x2  =  4 

*à 

W=:5 

15432  i 

12543 

S 

14532 

3            12453 

*à 

14325  1 

B 

A 

—            15234 

13542 

o            12354 
12345  1 

3 

13452 

N, 

=  2x2  +  2x3  =  10 

n  =  6 

165432  j 

126543  1 

156432 

3           125643 

3 

154362 

125436 

146532 
145632 


124653 
124563 


B- 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA   SOLUTION 


A- 


143265 
143256 

136542 
135642 


165234 
156234 

123654 
123564 


163452  j 
134652  3 
134562 


126345 
123465 
123456 


^,  =6x2  +  4x3  =  24 


n=7 


;  1765432  ) 
1675432  / 
1654732 
1654327 

1576432 
1567432 

1543762 
1543672 


1476532 
1467532 

1745632 
1457632 
1456732 
1456327 


L 


/  1473265  j 
1432765  3 
1432676  1 

1743256  1 
1432576  3 
1432567  I 

1376542  j 
1367542  3 
1365472  1 

1357642  I  a 
1356742 


1276543 
1267543 
1265473 

1257643  I  a 
1256743  j 

1725436  ) 
1254376  3 
1254367 


?, 


1247653 
1246753 


B- 


1274563 
1245763  3 
1245673  I 

/  1765234  ) 
1675234  3 
1652347  I 

1576234  I 
1567234  3 
1562374 


1723654 
1237654 
1236754  \ 
1236547 

1235764 
1235674 


d'un  problème  de  la  „geometbia  situs". 


17 


1763452  j 
1673452   3 
1634527 


1347652 
1346752 


1374562 
1345762  \   3 
1345672  I 


1276345  I  a 
1267345  ) 

1234765  /  a 
1234675  y 


1723456 
1237456 
1234576 
1234567  ' 


J\r,  =  10  x2  + 10x3  +  4x4  =  66 


n 


=  5 


18765432 
17865432 
17658432 
17654382 


r 


16875432  I  » 
16785432  ^ 

16548732  \  ^ 
16547832  ) 


16543287 
16543278 


15876432 
15786432 

18567432 
15687432 
15678432 
15674382 


q,j- 


15843762  1 
15438762   3 
15437862  ] 

18543672  i 
15436872   3 
\  15436782 


V, 


12876543  ) 
12786543  /  , 
12765843  \ 
12765438  / 

12687543  )  a 
12678543  ) 

12654873  )  , 
12654783  | 


V,- 


12587643  )  , 
12578643  j 

.  12856743  \ 

/  12568743  /  , 

'  12567843  j 

'  12567438  1 


?, 


18725436  |  » 
17825436  \ 

12584376  1 
12543876   3 
12543786  1 

12864367  j 
12543687   3 
12543678  1 
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'  14876532  1 

i  14786532   3 

)  14765832  ' 

r  14687532  I  » 

\  14678532  I 


»j 


18745632  i 
/  17845632   3 
,'  17456382  \ 


14587632  I  g 
14578632  I 

14856732  | 
14568732  ,  3 
14567832  ' 


14563287  |  ^ 
14563278  I 


14873265  |  a 
14783265  1 

14328765  i 
14327865   3 
14327658  1 


14326875 
14326785 


2 


18743256 
17843256  1  3 
17438256  i 

14325876  (  « 
14325786  ) 

14328567  i 
14325687  '  3 
14325678 


12487653  | 
i  12478653   3 
1  12476583  ' 

/  12468753  I  , 
12467853  I 


y>t 


B 


12874563  | 
12784563   3 
12745638  < 

12458763  I  « 
12457863  I 

12485673  / 
12456873   3 
12456783  I 


18765234  i 
17865234   3 
17658234  1 

16875234  j  » 
16785234  I 

16528347  / 
16523487   3 
16523478  I 


Vi- 


'  15876234  |  , 

,  15786234  | 

\  18567234  i 

{  15687234   3 

i  15678234  I 

'  15623874  I  ^ 

\  15623784  I 
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13876542  i 
13786542   3 
13765842  ) 

13687542  i  ^ 
13678542  j 

18365472  i 
13654872   3 
13654782 


qps- 


/  13587642  I  a 
i  13578642  \ 

]   13856742  ) 
f  13568742   3 
13567842 


18763452  1 
17863452   3 
17634582  ] 

16873452  i 
16783452  '  3 
16734852 


16345287  I 


16345278 


',  2 


<Pe- 


18347652  \ 
13487652  \ 
13478652  ( 
13476582  ) 

13468752  \  » 
13467852 


18723654  ) 
17823654  | 

12387654 
12378654 
12376584 


12368754  |  o 
12367854  ) 

12836547  1 
12365487   3 
12365478 


v«- 


12358764 
12357864 


J  12385674 
'  12356874 
\   12356784 


12876345 
12786345   3 
12763458  | 

12687345  ) 
12678345  '  3 
12673485 


v«- 


/  12834765  ) 
1  12348765  f  . 
\   12347865  \ 
12347668  ) 

f  12346875  )  » 
\  12346785  j 


ti- 


Vi 
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13874562  |  „ 
13784562  | 

13458762  )  a 
13457862  ) 


18345672  j 

(  13485672  f  , 

13456872  \ 

13456782  I 


iVg  =  32  X  2  +  26  X  3 


18723456  I  ^ 

,   17823456  j 

1  12387456  I  a 

I  12378456  j 

12345876  |  « 

i  12345786  | 

[  12834567  \ 

12348567  /  , 

i  12345687  j 

^  12345678  ) 

.  8  X  4  =  174 


n  =  9 


198765432  \ 

189765432  j 
187695432   5 

187654932  \ 

187654329  ; 

179865432  |  » 

178965432  j 

176598432  |  „ 

176589432  1 

176543982  \  ^ 

176543892  j 

/  169875432  |  « 

168975432  j 


)  196785432  ■ 
167985432  / 
167895432  /  5 
167854932  \ 
167854329  ; 

169548732  1 
165498732  3 
165489732  j 

196547832  ) 
165479832  f  , 
165478932  \ 
165478329 


129876543  ) 
128976543  / 
128769543  ( 
128765493  / 

127986543  | 
127896543  j 

127659843  I 
127658943  j 

192765438  J 
127654398 
127654389  ) 

126987543  | 
126897543 


129678543  ) 
126798543  / 
126789543  \ 
126785493 


126954873 
126549873 
126548973 

129654783 
126547983 
126547893 


^V — 
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169543287  ] 
165493287  I  . 
165432987  ( 
165432897  / 

196543278  ) 
165432798  [  3 
165432789  ' 


«P.— 


159876432  | 
l  158976432   3 

1  158769432  ) 

f  157986432  /  a 

,  157896432  \ 

'  198567432  \ 

189567432  /  , 

185674932  ( 

185674329  ) 

156987432  /  « 

,  156897432  ] 

159678432  j 

156798432  [  3 

156789432  ) 

156743982  I  « 

\  156743892  | 


»»- 


159843762  /  » 

158943762  \ 

154398762  ) 

154389762  [  3 

154387692  ] 

,  154379862  /  ^ 

154378962  \ 


i   125987643  i 

i  125897643  [  3 

)  125876943  1 

'  125798643 
\   125789643 

/  129856743  ] 


L 


128956743  \3 
128567493  1 


125698743 
125689743 


125%7843  ) 
125679843  [  3 
125678943  ) 

192567438  i 
125674398  [  3 
125674389  ] 


^1- 


198725436  ) 
189725436   3 

187254369  1 

179825436  ) 
I  178925436   3 

\  178254396  ) 


125984376 
125894376 

192543876 
125439876 
125438976 
125438769 


125437986 
125437896 
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/  198543672  ) 

'  189543672  / 

185493672  \ 
185436729 


154369872  j  a 
154368972  j 

154396782  ) 
154367982   3 
154367892  1 


149876532  1 
148976532  [  3 
148769532  ) 

147986532  I  » 
(  147896532  ( 

194765832 
147659832  /  . 

1  Âineioaoa    /  * 


147658932 
147658329 


146987532  I  « 
146897532  j 


j  149678532  ) 
I   146798532   3 
146789532  1 


\ 


<Ps- 


198745632  j 
189745632  /  , 
187456932  ( 
187456329  / 

\  179845632  ) 
J  178945632  [  3 
'  178459632  ] 

174563982  )  » 
174563892  ) 


129854367  j 
128954367   3 

128549367  I 

I  125436987  i  » 

;  125436897  \ 

I  192543678  1 

125439678  f  , 

125436798  \ 
125436789 

124987653  j 
124897653   3 

124876953  \ 

124798653  I  a 

124789653  | 

129476583  ] 
124765983   3 

124765893  ^ 

124698753  )  « 

i  124689753  ( 

1  124967853  i 
I   124679853   3 

.  124678953  > 


Vi- 


129874563  J 
128974563   3 
128745693  1 


127984563  1 
'  127894563   3 


127845963 


\ 


192745638 
127456398   3 
127456389  1 


d'un  problème  de  la  «gbohetria  situs". 
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194587632  \ 
145987632  / 
145897632   5 
145876932  \ 
145876329  , 

145798632  |  ^ 
145789632 


149856732 
148956732 

145698732 
145689732 


194567832 
145967832  / 
145679832   5 
145678932  \ 
145678329  , 

145693287  , 
145632987  '  3 
145632897 


\ 


194563278 
145963278 
145632798 
145632789 


149873265  1 
148973265  f  3 


148732695 


147983265  ) 
147893265  [  3 
147832965  ^ 


149328765 
143298765 
143289765 
143287695 

143279865 
143278965 


194327658 
,  143276598  '  3 
'  143276589  ] 


/ 


129458763  ) 

,  124598763  f  , 

\   124589763  \ 

124587693  ' 


/ 


B 


V«- 


124579863  (  a 
124578963  | 

124985673  j  » 
124895673  j 

124569873  )  « 
124568973  j 

129456783  '■ 
124596783  /  , 
124567983  ( 
124567893  ' 

198765234  \ 
189765234  /  . 
187695234  ( 
187652349  ) 

179865234  )  a 
178965234  ) 

176598234  j 
176589234   3 
176582394  ) 

169875234  )  » 
168975234  ) 

196785234  j 
167985234  I  , 
167895234 
167852349  ) 

165298347  )  » 
165289347  j 

169523487  i 
165234987   3 
165234897  | 

196523478  ) 
165234798   3 
165234789  | 


\ 


4* 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA   SOLUTION 

2 


/  143269875 
143268975 


149326785 
143296785 
143267985 
143267895 


<P4- 


198743256 
189743256   3 
187432569  | 

179843256  J 
178943256   3 
178432596 


174398256 
174389256 

I  194325876 
143259876 
143258976 
143258769 

143257986 
1432578% 


149328567 
143298567   3 
143289567  ) 

143256987  {  « 
{  143256897  j 

194325678 
143259678 
143256798 
143256789 


139876542 
138976542 
138769542 
138765492 

137986542  { 
1378%542  ) 

137659842  | 
137658942  j 


/  159876234 
I  158976234  ; 
\  158769234 
'  158762394  1 


157986234  )  « 
[   1578%234  j 

198567234  j 
189567234   3 
185672349 


156987234  /  g 
<  156897234  ^ 


159678234 
156798234 
156789234 
156782394 


156923874 
156239874  !  3 
156238974 

159623784 
156237984  )  3 
156237894 

198723654 
189723654 
187236954 
187236549 


179823654 

178923654 

l  178239654 


192387654  ; 
123987654  / 
123897654  ,  5 
123876954  \ 
123876549  j 

123798654  /  ^ 
123789654  S 

123765984  j  , 
123765894  S 


d'un  problème  de  la 


'  136987542 
136897542 

139678542 

136798542  .  . 

136789542  j 

136785492  1 


198365472  i 
189365472  }  3 
183654729 

136954872  ) 
136549872   3 
136548972  | 

139654782  j 
136547982  }  3 
'  136547892 


»s- 


135987642 

\   135897642  [  3 

)  135876942  ) 

135798642  |  a 

135789642  j 

139856742  j 
138956742   3 

138567492  ) 

135698742  I  a 

135689742  j 

135967842  1 
135679842   3 
135678942 


„GEOMETRIA   SITU8    . 

123698754  |  » 
123689754  1 


192367854 
123967854  J 
123679854  ,   5 
123678954  \ 
123678549 

129836547  |  « 
128936547  j 

123695487  j 
123654987   3 
123654897 


192365478 
123965478 
123654798 
123654789 


25 


Vs 


123598764 
\   123589764   3 
1  123587694  | 

123579864  |  a 
123578964  i 


192385674 
123985674 
123895674 
123856749 

123569874 
123568974 


123596784  J 
123567984   3 
123567894 


26 


QUELQUES   REMARQUKS   SUR   LA   SOLUTION 


19876345a 
189763452 
187693452 
187634529 

179863452 
178963452 

176394582 
176345982 
176345892 


169873452  (  « 

168973452  | 

196783452  1 

167983452  (  , 

*  167893452  ' 
167834529 

167349852  |  « 

167348952  j 

169345287  i 
163452987   3 

163452897  | 

1%345278  I 
163452798   3 
163452789 


<P6 


'  198347652 
189347652 
183476529 

134987652 
134897652 
134876952 

134798652 
134789652 

139476582 
134765982 
134765892 


129876345 
128976345  1  3 
128769345 


127986345 
127896345 


2 


192763458 
127639458 
127634598 
127634589  ! 


126987345  |  » 

126897345  j 

12%78345  I 
126798345   3 

126789345  ) 

126734985  |  a 

126734895  | 


Ve  -  - 


129834765  j  » 
128934765  j 

123498765  J 
123489765   3 
123487695  ) 

123479865  {  a 
123478965  j 

192347658  j 
123947658  I  . 
123476598  ' 
123476589 


\ 


123469875 
123468975 

123496785 
123467985 
123467895 


V>7 


d'un  problème  dk  la  „qeometria  sitvs". 
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134698752  |  . 

i  134689752  | 

1  134967852  i 
f  134679852   S 


y  134678952 

<p, 

j  139874562 

I  138974562  |  3 

138745692  ) 

1  137984562  i 
I  137894562   3 

'  137845962  ) 

139458762  j 

134598762  I  , 

134589762  i 

134587692  ' 

134579862  |  ^ 

134578962  I 

198345672  i 
189345672   3 

183456729  j 

134985672  |  a 

134895672  I 

\  134569872  |  a 
134568972 


139456782 

134596782 

I  134567982 

134667892 


iV,  =  68  X  2  +  64  X  3 


,  198723456  i 
\   189723456   3 
i  187234569  1 

1  179823456  i 
/  178923456  (  . 
178239456 
178234596  ! 

/  192387456  , 

,  123987456  I  ^ 
\  123897456 

'  123874569  ' 

/  123798456 
I  123789456   3 
\  123784596 

,  192345876  ' 

I  123945876  / 

'  123459876   5 

123458976  \ 

123458769  , 

123457986  |  a 
,   123457896  i 

129834567  |  « 
l   128934567  i 

123498567  |  ^ 
123489567  j 

123456987  |  a 
123456897  j 

192345678 
123946678  / 
12345%78   6 
123456798  \ 
123456789  , 

+  34x4  +  8x5  =  604 


Remarque.  C'est  de  ce  tableau  pour  n  =  9,  que  M.  Schoute  et  moi 
avaient  tiré  à  coup  d'oeil  les  nombres  de  groupements  pour  n  =  10. 
Ce  n'est  que  beaucoup  plus  tard  (voir  pag.  13)  que  j'ai  construit 
dans  toute  sa  longueur  le  tableau  suivant  pour  n  =  10,  afin  d'en 
pouvoir  déterminer  les  nombres  de  groupements  pour  n  ■=  11. 
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QUELQUES   REMARQUES  SUR   LA   SOLUTION 


n  =  10 


9*10*8765432  / 
987*10*65432  /  5 
98765*10*432  \ 
98  76543*10*2 

8*10*9765432  |  a 
*8  9*10*7  6*5  4*3  2*1 

8*7  6*10*95432  I  g 
*8  7  6  9*10*5  4*3  2*) 

8*7  6*5  4*10*932  I  a 
*8  7  6549*10*32*1 

8*7  6*54*32*10*9  |  a 
*87  6  543  29*10*) 

7*10*98*65432  |  „ 
79*10*865432  I 

*10*7  89  6*54*3  2* 
78*10*965432  / 
7*89*10*65  43  2      5 
78965*10*432  \ 
7896543*10*2 

7*10*6598432  J 
7  65*10*98*43  2     3 
7  659*10*8432  ) 

*10*7  6*5894*32*| 
7658*10*9432      , 
7  65*89*10*43  2 
7  6  58943*10*2  ! 


7*10*6543982 
765*10*43982 
7  65  43*10*98*2 
765439*10*82 

10*7  6*5  4*3  8  9  2* 
765438*10*92 
7  65  43*89*10*2 


6 

2 
2 


2 
6 

3 
5 

4 
4 

5 
3 

3 

2 

5 

2 
3 

2 
2 


3 

2 

5 

2 
3 

2 


2 
3 
2 

5 

2 
3 


12*10*98*7  6*54*3 
129*10*876543  / 
1298  7*10*6543      5 
1298765*10-43  \ 
1*29876543*10*, 

128*10*9  76543  |  » 
12*89*10*7  6*5  4*3  j 

128*7  6*10*9  543  (  « 
12*8  7  69*10*5  4*3  j 

128*76*5  4*10*93  |  ^ 
128*7  6549*10*3  ) 

12  7*10*98*6543  |  « 
12  79*10*86543  j 

12*10*7  896*54*3 
12  78*10*96543  / 
12  7*89*10*654  3  ,  5 
1278965*10*43  \ 
1*27896543*10* 

12  7*10*659843  J 
127  65*10*98*43      3 
12  7659*10*843 


12*10*7  6*5894*3 
127658*10*943 
12  765*89*10*43 
1*2  7658943*10* 

1*10*92765438*1 
19*10*2  7  6543*8  j 

12  7*10*6  54398 
12765*10*4398 
1*2  76543*10*98* 
12765439*10*8 


12*10*7  6*5  4*3  8  9 
12765438*10*9     3 
1*2  7  6543*89*10* 


5 

2 
2 
2 
3 

2 
5 


4 
3 

3 

2 

4 

2 
3 
2 
3 

2 
3 

2 

4 

2 


3 
3 

2 
2 
4 


4 
2 
4 


d'un   problème   de   la    -GEOMETRIA   SITUS' 
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'  le-io-QS-TSésa  | 

\   169*10*875432 
)  1*6  9  8  7*10*5  4*3  2*' 

'  168*10*975432  I 
\  16*89*10*7  543  2  ' 

1*10*9  6  7  8*5  4*3  2* 
19*10*6  7*85432  (  ^ 
196785*10*432 
19678543*10*2  I 


1*6  7*10*9  8*5  4*3  2* 
1679*10*85432 

16*10*7895432 
1678*10*95432 
1*6  7*89*10*5  4*32* 

16  78*54*10*932  i 
1*6  7*8549*10*32* 

16  78*5  4*3  2*10*9 
1*6  7*854  3  2  9*10* 


16*10*9548*7  32  |  g 
2  69*10*54*8  7  32  j 

16*54*10*98*7  32  ) 
16549*10*8732     3 
1*6  5  49  8  7*10*3  2* 


3 

2 
5 

2 
3 

5 
3 

2 

2 


2 
2 


3 
5 

4 
4 

3 
3 

4 

2 
4 


f   12  6*10*9  8*7  543 

1269*10*87543 

)  12*698  7*10*54*3 

f  1268*10*97543 
i   12  6*89*10*7  543 

'  12*10*9  6  78*54*3 
129*10*6  7*8543 
1296785*10*43 
1*296  78543*10* 

12*6  7*10*98*54*3 
12679*10*8543 

126*10*789543 
126  78*10*9543 
12*6  7*89*10*54*3 

126  78*54*10*93 
12*6  7*8  549*10*3 


126*10*9548*7  3 
12  69*10*64*8  7  3 


3 

2 
4 

2 
3 

4 
3 
2 
3 

5 

2 

2 
2 
5 

3 
4 

3 
3 


126*54*10*98*7  3  J  4 
126549*10*873  3  2 
12*65498  7*10*3     3 


126548*10*973 
l  12  6*54*89*10*7  3 


2 
4 


16548*10*9  732     ^  2 

16*54*89*10*7  3  2  j  4 

1*10*965  4  78*32* 
19*10*654  7*83  2 

1965*10*47832  |  '  2 

19654783*10*2  I  2 

l*65  47*10*98*3  2*l  »  5 

165479*10*832  |  2 

16*54*10*789  32  )  3 

165478*10*932     3  2 

1*6  5  4  7*8  9*10*3  2*1  5 

16547  8*3  2*10*9     g  3 

1*6  5  4  7*8  3  2  9*10*  4 


Vi 


12*10*9654  7  8*3  j  3 

129*10*654  7*83      ,  3 

12965*10*4783  2 

1*29654783*10*)  3 

12*6  5  4  7*10*98*3  j  »  4 

1265479*10*83  |  2 

126*54*10*7  893  J  3 

1265478*10*93     3  2 

12*6  5  4  7*89*10*3  4 


Archives  viti. 
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QUELQUES  REMARQUES  80R  LA   SOLUTION 


16*l(r954328*7  i 
169*l(r54'32*8  7  | 

16*54*l(r9  328*7  i 
16549*10*3 2*87  i 

16*54*3  2*10*98*7  , 

1654329*10*87 

1*65432987*10*' 

1654328*10*9  7  | 
16*5  4*3  2*8  9*10*7  ' 

,  1*10*965432  78* 
19*10*6  54  32  7*8 
1965*10*43278 
196543*10*2  7  8 

1*6  5432  7*10*98* 
16543279*10*8 

16*54*32*10*7  89 
16543278*10*9 
1*65432  7*89*10* 


15*10*98*7  6*432 
159*10*8  7  6432 
15987*10*6432 


158*10*9  7  6  43  2 
15*8  9*10*7  6*4  3  2 

1*10*58  7  694*32* 
158*7  6*10*94  3  2 
15*8  7  69*10*432 
158  7  6943*10*2 


3 
4 

4 
3 

5 

2 
3 


3 
3 

2 
2 

4 

2 

4 

2 
4 

4 

2 
2 


12  5*10*98*7  6*43  4 

12  59*10*87  643     3  2 

125987*10*643  )  2 

1258*10*97643  |  g  2 

12  5*8  9*10*7  6*4  3  )  4 

12*10*58  7  69  4*3  1  3 

12  58*7  6*10*943  (  ,  3 

12  5*8  7  69*10*43  (  3 

1*258  76943*10*)  3 

125  7*10*98*6  43  I  «  3 

12579*10*8643  |  2 

12  5*10*7896*43  1  3 

125  78*10*9643     3  2 

125  7*89*10*643  3 


4 
3 
3 

2 


12*10*98*56  7  4*3 
129*10*856743 
1298  5*6  7*10*43 
1*29856  743*10* 

128*10*956  7  43 
12*89*10*5  6  7  4*3 
128956*10*743 

128*5  6  7  4*10*93 
12*856  7  49*10*3 

12*10*56  98  74*3 
12  56*10*98*743 
12569*10*8743 
125*698  7*10*43 
1*25698743*10* 


4 

*   \ 

3 

2 
3   4 

2 

2   3 
3 

3 
3 
5  2 
3 
3 


/  15  7*10*98*6432 
1579*10*86432 


15*10*7  896*432 
f  1578*10*96432 
\   15  7*89*10*6432 


3   2 


12568*10*9743  «   2 
12  56*89*10*7  43     3 


d'un  problème  de  la    „GE0METRIA   SITUS' 
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^i 


1  1*10*98*56  7  4*32* 

5 

12  5*10*96  7  8*43 

a 

3 

19*10*856  7  432 

4 

2 

12  69*10*6  7*8  43 

3 

1985*67*10*432 

3 

19856743*10*2 

2 

125*6  7'10*9  8*43 
126679*10*843 

î 

4 

2 

18*1V9567432 

1 

2 

1*8  9*10*5  6  7  4*3  2* 

3 

5 

12*10*66  7894*3 

3 

18956*10*7432 

2 

1256*10*78943  j 

2 

125678*10*943  ^ 

5 

2 

18*56  7  4*10*9  3  2 

2 

3 

12  5*6  7*89*10*43  ' 

\ 

4 

1*8  56  7  49*10*32* 

4 

1*25678943*10* 

1 

3 

18*56  7  4*32*10*9 

2 

4 

1*10*92567438* 

2 

3 

,  1*8  56  7  4329*10* 

3 

19*10*2  56  7  43*8 

â 

/  1*10*5698  7  4*32* 

4 

12  5*6  7*10*43  98 

3 

15 6*10*9 8*7 43 2  i 

3 

1*256  7  43'10*98* 

3 

4 

i  1569*10*87432 

5 

2 

12567439*10*8 

2 

)  15*698  7*10*432  ' 

3 

15698743*10*2 

/ 

2 

12*10*56  7  4*389 

3 

1256*10*7  4389 

4 

2 

1568*10*9  7  432 

2 
2 

2 

12567438*10*9 

* 

2 

\  156*89*10*7  432 

3 

3 
3 

1*2  56  7  43*89*10* 

4 

15*10*9  6  7  8*43  2 
159*10*6  7*8432 

'  1*10*98*7  2  643  6* 
19*10*8725436 

, 

4 

2 

15*6  7*10*98*43  2 

9 

4 

198  7*10*2  543*6 

3 

15679*10*8432 

M 

2 

18*10*9725436 

S 

2 

j  1*10*56  7894*32* 

< 

4 

1*89*10*7  2  543  6* 

éà 

4 

1  156*10*789432  | 
[  15678*10*9432 
I  15*6  7*89*10*432  ' 
15678943*10*2 

5 

2 
2 
4 

2 

18  72*10*54*369 
18*7  26436*10*9 
1*87264369*10* 

3 

3 
3 
3 

15*67*10*43982 
1    156  7  43*10*98*2 

3 

3 

3                      1 

17*10*98*2  64  3*6 
179*10*825436 

!  2 

4 

2 

\  1567439*10*82 

2                      1 

1*10*78925436* 

3 

î 

1*10*56  7  4*3892* 
156*10*743892 

4 

4 

2 

178*10*9  25436 
17*89*10*2  543*6 

1  ^ 

2 
4 

1567438*10*92 
156  7  43*89*10*2 

2 
3 

17825*10*4396 

178*2  5  4  3*10*9  6 

\  17*82  6  439*10*6 

i  ^ 

2 
3 
3 

5* 
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QUELQUES   REMARQUES  SUR   LA    SOLUTION 


I59*10'843762 
1598437'10-62 

iss'io'QéSTea 

15"89'10*43  7  62 
1589  43'10*7  6*2 

15*10'43987  62 
1543'10*98"7  6*2 
15439*10*87  62 
154398ri0*62 

15438'10*9  762 
1543'89'10*7  6*2 

riO*54*38  7  69  2* 
1543  8*7  6'l(r92 
15  43'8  7  69-10'2 

154  3  7*10-98*62 
154379"10*862 

15'10-4378962 
15  43*10*7  89  6'2 
154378'10*962 
1543  7*89'10*6  2 


l'I0*98*5  4*3  6  7  2' 
19*10'8543672 
1  98543*6  7*10*2 

18'10*9543672 
1*8  9*10*5  4*3  6  7  2*  I 
1895436*l(r72 

18*5 4*10^)367  2 
l*8  5  49'I0-3  6  7  2* 

18*5  4*3  6  7  2*I0*9 
I'85436729-IO' 

1*10*5  4*3  6  9  8  7  2" 
15  436'10*98*7  2 
I54369-10-87  2 
1543'698  7'I0*2 

154368*10*9  7  2 
15436*89*10*7  2 


3 
2 

2 

2 
3 
3 


4 

2 


4 
3 
3 

3 
2 

2 
3 

2 
3 


3      2 


2 
5 
2 

3 

4 

4 
3 

4 
3 
2 
3 

2 
3 


12 5*10*9 8*43 76  , 
1259*10*84376 
12598437*10*6  ' 

1258*10*94376  , 
125*89*10*43  76 
1*2  589  4  3*10*7  6*' 

'  1*10*92  5438*7  6*1 
19*10*2  543*8  7  6  I 

125*10*439876 
1*2  5  43*10*98*7  6* 
125439*10*876 
12543987*10*6 

125438*10*976  j  « 
1*2  5  4  3*8  9*10*7  6*1 

12*10*54*387  69  i 
125438*76*10*9      3 
1*2  543*8  7  69*10*) 

12  54  3  7*10*9  8*6  |  g 
1254379*10*86  I 


125*10*437896 
1*2  54  3*10*7  89  6* 
1254378*10*96 
12  54  3  7*89*10*6 


12*10*98*54*36  7 
129*10*854367 
1*2  98543*6  7*10* 

128*10*954367 
1  2*8  9*10*5  4*3  6  7 
12895436*10*7 

1  2  8*5  4*10*9  3  6  7 
\  12*864  9*10*36  7 

12*10*5  4*369  87 
1  12  543  6*10*9  8*7 
I   1254369*10*87 

1*2  543*698  7*10* 

1254368*10*97 
12  5436*89*10*7 


2 
2 

2 
3 
4 

4 
3 

2 
5 

2 
2 

2 
5 

3 
3 
4 

3 
2 

2 
4 

2 
3 

4 
2 
4 

2 
4 
2 

3 
3 

3 
3 

2 
4 

2 
3 
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15*10*4396782  2 

1543*10*9  67  8'2     3      3 
15439*10*6  7*82  3 


1543-67'l(y9  8*2 
1543679*l(r82 


1-10'54'36  7  892*1  4 

15436*10-7892      .  2 

1543678-l(r92  2 

1543'6  7*89*l(r2  1  4 

14*10'98'7  6*532  1  4 

149'l(r876532      .  2 

14987*iœ6532  2 

r498  7  6  5'10*3  2*l  4 

148-10^76532  |  g  2 

14-8  9*10-7  6-5  3  2  j  4 

148-7  6-10-9  532  I  »  3 

14-87  69-10-53  2  )  3 

14  7-10-98-6532  (  „  3 

1479-10-86532  2 


1-10-92543678- j  «  3 

19-10-2  543-67-8  j  4 

125-10-439678  J  2 

1-2  543*10-9  6  7  8-     3  4 

12  5439-10*6  7-8  3 


1*2  54  3-6  7-10-9  8*     «  5 

12543679-10-8  j  2 

12-10-5  4-36  7  89  1  3 

125436*10*789      .  2 

12543678*10*9  2 

1*2  5  4  3*6  7*89-10-)  5 


124-10-98*7  6*53 
1249*10-87653 
124987-10-653 
12-498  7  6  5-10-3 

1248-10-97653 
124-89*10*7  6*53 


12  48*7  6*10-9  5  3 
124*8  7  69-10-53 


2 
3 

2 
4 

3 
3 


14-10^896*532  |  3 

1478*10*96532  (  .  2 

I  14  7*89*10*65  3  2  3 

1*4  7  89  65*10*3  2*)  4 

'  1*10-94  7  658-32-]  4 

19-10-4  7  65*832     3  3 

19476583*10*2  )  2 

147*10*659832  )  2 

1*4  7  65*10*9  8*3  2*     3  5 

147659*10*832  |  2 

14*10-7  6-589  32  i  3 

147  658-10-932     3  2 

1*4  7  6  5-8  9-10-3  2-)  5 

147  658-32-10-9     g  3 

\  1-47  65*8329-10-  4 


1247-10-98-65  3      a  3 

12479-10*8653  j  2 

124*10*7  89  6*5  3  1  3 

12478*10*9653      .  2 

12  47*89*10*653  "3 

12*47  89  65*10*3  )  3 

12-10*9  47  6  58-3  i  3 

12  9-10*4  7  65-83      3  3 

1-2947  6583-10-1  3 

1247-10-65983  i  2 

12-4  7  6  5-10-9  8-3     3  4 

1247659-10-83  |  2 

124-10*7  6*5893  J  3 

1247658*10-93     3  2 

12-47  65-89-10-3  4 
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QUELQUES   REMARQUES  SUR   LA   SOLUTION 


146*l(r98*7  532  3 

liee'iœsTssa    3    2 

14*698  7*10*53  2     3 


124  6*10'98*7  53  3 
12469*l(r87  53  3  2 
12  4*698  7*10*5  3     3 


1468*10*97  532  j  ^   2 
146*89*10*7  532     3 


12468-l(y9753  (  ^      2 
124  6*89'10*7  53  (    3 


/  14*10*9  6  7  8*53  2  3 
14  9-10"6  7'8  5  32  3  3 
1*49  67  85*10*3  2-     4 


12  4*10*9  6  7  8*5  3  3 
124  9*10*67*853  3  3 
12*49  67  85*10*3     3 


14*67*10*98*53  2 
14679*10*8532 

146*10*7  89532 
14678*10*9532 
14*67*89*10*53  2 


qp,- 


/  1*10*98*7  456*32* 
19*10*87  45632 
1987*10*45*63  2 
19874563*10*2 

18*10*9745632 
1*89*10*7  45  6*3  2* 

1874*10*56932  , 
18*7  4  5  6*10*93  2 
1*87  4  569*10*32*' 

18*7  456*3  2*10*9 
1*87456329*10* 

17*10*98*45*63  2 
17  9*10*845632 

1*10*7  8  94  5  6*3  2* 
178*10*945632 
17*8  9*10*4  5*63  2 
17894563*10*2 


4 

2 

2 
2 
4 

5 

2 
3 

2 

2 
5 

2 
3 
4 

4 
3 

4 
2 

4 

2 
4 

2 


12  4*67*10*9  8*5  3  I  « 
124679*10*853  j 

1246*10*78953  ) 
124678*10*953     3 
124*6  7*89*10*5  3 


12*10*98*7  45  6*3 
129*10*87  4563  .   . 
12  98  7*10*45*63 
1*2987  4563*10*, 

128*10*974563 
12*89*10*7  45  6*3 

1287  4*10*5693 
128*7  4  56*10*9  3 
12*8  7  4669*10*3 


12  7*10*98*45*63 
1279*10*84563 

12*10*7  89  456*3 
1278*10*94563 
12  7*89*10*4  5*63 
1*27894563*10* 

127  8*45*10*9  63 
12  7*84  5  9*10*63 


2 
2 
4 


3 
3 

2 
4 


3 
3 

4 

2 

3 

2 
4 
3 

3 
3 


17  8*45*10*9  63  2  j  «   3 
17*84  59*10*63  2     3 


d'un  problème  de   la    „GE0METRIA  8ITUS 
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lTl(r45*63982  3 

17  45  63M(r98*2     3  3 

1745639'10'82  |  2 

l'10*7  45  6*389  2*|  4 

1745638"l(r92     3  2 

17  45  63*89*l(r2  3 


l-l(r9  458*7  6-3  2*, 
19*l(y45'87  63  2 
19458763*10'2 

r45*10*98'7  6*3  2* 
1459*l(r87632  | 
145987M(r632 

1458*l(r97632  | 
l*45*89'10*7  6*32*l 

14*l(r5876932  i 
1458*7  6*l(r932 
l*45*8  7  69*l(r32*' 

1  458*7  6*32*l(r9 
1-4  5-87  63  29-10- 

145  7*10'98*63  2 
14579-10-8632 


r45'10'7  896*32'  5 

14578'10*9632     3      2 
145  7*89'10-63  2  3 


14-10*9 8*567  32 
149*10*8567  32 
1*4  9  8  5*6  7*10*3  2* 

148*10*956732 
14*89*10*56  7  32  ] 
1(489  56*10*7  3  2 

14*10*5698732 
1456*10*98*7  32 
14569*10*8732 
1*4  5*6987*10*32* 

14568*10*97  32 
14  56*89*10*7  3  2 


5 
3 

2 

6 

2 

2 

2 
6 

2 
3 
5 

4 
4 


2 
3 
2 
5 

2 
3 


1*10*92745638*1  g  3 

19*10*2  7  45  63*8  j  3 

12  7*10*4  5*6398  |  3 

1*2  7  4563*10*9  8*    3  4 

12745639*10*8  )  2 

12*10*7  456*389  i  3 

127  45638*10*9     3  2 

1*2  7  4563*89*10*  1  4 


'  12*10*9  458*7  6*3 
129*10*4  5*8  7  63 
1*294587  63*10* 

12*4  5*10*98*7  6*3 
12459*10*8763 
1245987*10*63 

12458*10*9763 
12*4  5*89*10*7  6*3 

124*10*587  693 
12  458*7  6*10*9  3 
12*4  5*8  7  69*10*3 

12  45  7*10*98*63 
124579*10*863 

12*45*10*7  89  6*3 
124578*10*963 
1245  7*89*10*63 


12  4*10*98*56  7  3 
1249*10*8567  3 
12*49  8  5*6  7*10*3 

1248*10*95673 
124*89*10*567  3 
1248956*10*73 

124*10*569873 
12  456*10*98*7  3 
124569*10*873 
12*45*698  7*10*3 

124568*10*973 
12456*89*10*7  3 


4 
3 
3 

5 

2 

2 

2 
5 

2 
3 
4 

3 

2 


3 

3      2 
4 

2 
3      3 


2 
3 
2 
4 
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QUELQUES  REMARQUES   SUR   LA   SOLUTION 


'  1*10*9  4  5  6  7  8*3  2* 
19*10'45*6  7*8  3  2 
1  9456  7  83*10*2 

r45'10*9  6  7  8*3  2*l 
14  59*10*6  7'83  2  | 

l'45'6  7*l(r9  8"3  2* 
<  145679*10*832 

14*10*5678932 
14  5:6*10*7  89  32 
1  4  5*6  7  8*10*9  3  2 
1*4  5*6  7*8  9*10*3  2* 

145  6  7  8*3  2*10*9 
1*4  5*6  7*83  2  9*10* 


14*10*5693287 
145  6*10*9  3  2  8*7   3 
14  569*10*32*87  ) 

145  6*32*10*98*7  | 
1456329*10*87   3 
1*4  5*63  298  7*10*1 

1456328*10*97  (  ^ 
\  1456*3  2*89*10*7  j 

'  1*10*9.4  5  632  7  8*1 
19*10*45*63  2  7*8  3 
194563*10*278  ) 

1*45*10*9  63  2  7  8*1  » 
145  9*10*63  2  7*8 


1*4  5*63  2  7*10*9  8* 
1456327  9*10*8 

145  6*3^2*10*7  89 
145  6  3*2  7  8*10*9 
1*4  5*63  2  7*89*10* 


4 
4 
2 

5 
3 

6 

2 

2 
2 
2 
6 

3 
5 

2 
3 
3 

4 

2 
4 


3 
4 

2 

4 
3 


3 

2 
5 


/  12*10*945  6  7  8*3 
129*10*45*67*83 
l'29456783*10* 

12*4  5*10*96  7  8*3 
12  459*10*6  7*83 

12*4  5*6  7*10*98*3 
1245679*10*83 

124*10*567893 
12456*10*7893- 
1245678*10*93 
12*45*6  7*89*10*3 


B 


I  1*10*98*7  6*5  2  3  4* 
19*10*87  65234 
1987*10*65234 
198  7  6  5*10*2  3*4 

18*10*9  7  65234  i 
1*89*10*7  6*5  2  34*! 

18*7  6*10*9  52  34 
1*8  7  69*10*5  2  3  4* 

187  652*10*349 
18*7  6*52  34*10*9 
1*87  652349*10* 

17*10*98*6523  4 
179*10*865234 

1*10*7  89  6*52  3  4* 
17  8*10*965234 
17*89*10*65  2  34 
17  89  65*10*2  3*4 


3 
4 
3 

4 
3 

5 
2 

2 
2 
2 
5 

5 

2 
2 
3 

2 
5 

3 
4 

2 
4 
3 

3 

2 

4 
2 
3 
3 


17*10*6598234  2 

17  65*10*9  8*2  3*4     3  4 

17  659*10*8234  )  2 

1*10*7  6*5892  34*  I  4 

17658*10*9234     3  2 

17  65*89*10*2  3*4  )  4 

17  65  8*23*10*94  j  a  3 

17  65*82  39*10*4  3 


d'un  problème  de  la  „oeometria  situs' 
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14'10*98"7  326*5 
149*l(r87  3265 
14987*10*32*65 

148^32  6*l(r9  5 
14'8  7  3269'10*5 

/  14  7*l(r98^2*65 
1479*10*83265 

14*10*7  8932  6*5 
1478*10*93265 
14  7*89*10'32*65 

1478*32*10*965 
14  7*8329*10*65 
1*47832965*10* 


4 

3      2 

3 


3 

3      2 
4 

3 

3      3 

3 


14*10*9328*7  6*5 
149*10*3  2*87  65 

14;32*10;9  87_6J^5 
143  29*10*87  6  5" 
1432987*10*65 
1*43298765*10* 

14:3  2  8*10*9  7-6  5 
14^2*89*10*7  6*5 

143  28*7  6*10*95 
14*3  2*87  69*10*5 

1432  7*10'98*65 
143279*10*865 


14*32*10*7  896*5 
143278*10'965  ,  . 
143  2  7*89*10*65 
1*43278965*10*; 


4 

3 

5 
2 
2 
3 

2 
5 

3 
4 


16*10*98*7  5  2  34 
169*10*875234 
1*6  9  8  7*10*5  2  3  4* 

168*10*976234 
16*89*10*7  52  34 

/  1*10*96  7  8*5  2  34* 
1  9*10*6  7*8  5  2  3  4 
196  7  85*10*23*4 

1*6  7*10*98*5  234* 
1679*10*85234 

16*10*7895234 
1678*10*95234 
1*6  7*89*10*52  34* 

167852*10*349 
1678*5234*10*9 
1*6  7*852  349*10* 


1652*10*98*347 
16529*10*8347 
1*6  5  29  8  34  7*10* 

16528*10*9347 
16  52*8  9*10*34  7 
16*5  2  89  34*10*7 

/  16*10*9  5  2  348*7 
169*10*52  34*8  7 


4 
2 
3 
3 


1652*10*34987 

2 

16*5  2  34*10*98*7 

4. 

4 

1652349*10*87 

2 

1*65234987*10* 

3 

1652348*10*9  7 

3 

2 

16*5  234*89*10*7 

4 

3 
2 
4 

2 
3 

4 
3 
3 

5 

2 


2 
5 

2 
3 
4 

3 
2 
3 

2 
3 
3 

3 
3 


AbCHIVES  VIII. 


6 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA   SOLUTION 


,   l'10'9432  7  658'  3 

19'iœ43  2  7  65'8      3      3 
1943*10*27658  2 


1*10*9652347  8*  3 

19*10*652  347*8     3      3 
196  5*10*23*4  7  8  3 


14327*10*6598 
1*43  2  7  65*10*98  , 
14327  659*10*8  ) 

14*3  2*10*7  6*5  8  9 
143  2  7  658*10*9 
1*4327  65*89*10* 


vr 


14326*10*98*7  5 
143269*10*875 
14*3  2*698  7*10*5 

143268*10*975 
143  2  6*89*10*7  5 

'  14*10*93  26  7  8*5 
14  9*10*3  2*6  7*8  5 

14*3  2*10*96  7  8*5 
143  29*10*6  7*8  5  , 
1*43296  7  85*10*! 

14*3  2*6  7*10*9  8*5  | 
1432679*10*85  i 


14326*10*7895  J 
143267  8*10*95      3 


!.. 


14*32*6  7*89*10*1 


l\ 


1*10*98*7  43  2  5  6* 
19*10*8743256 
198  7*10*43  2  5*6 
198743*10*256 

18*10*9  7  432  56  | 
1*89*10*7  43 2  5 6*1 


4 

2 

4 
2 
4 

3 

2 
4 

2 
3 

3 
4 

4 
3 
3 

5 
2 

2 

2 


4 

2 
3 
2 

2 
4 


Vi 


1*652347*10*98* 
16523479*10*8 

165  2*10*34  7  89 
16*52  34*10*7  89 
1652347  8*10*9 
1*652  34  7*89*10* 


'  15*10*9  8*7  6*2  3*4  , 
159*10*876234 
15987*10*6234  ' 

158*10*976234  l 
15*89*10*7  6*2  3*4  ' 

1*10*58769234*, 
158*7  6*10*92  34  j 
15*8  7  6  9*10*2  3*4 

15  8*7  6*23*10*94  i 
15*8  7  62  39*10*4  ! 

15  7*10*9  8*6234  I 
157  9*10*8]6234  i 

15*10*7  89  6*2  3*4 
1578*10*96234 
15  7*89*10*62  34 


1*10*98*5  6  7  234*1 
19*10*8567  234     3 
198  5*6  7*10*2  3*4  ) 


18*10*9567234  j 
(  1*89*10*56  7  234*     3 
18956*10*7234 


4 

2 

2 
3 
2 
4 

5 

2 
2 


3 
3 
4 

4 
3 

3 

2 

4 
2 
3 

4 

2 
4 

2 
4 


187  4*32*10*56  9  | 
18*7  432  5  6*10*9     3 
1*8  7  43  2  569*10*1 


3 
3 
3 


185672*10*349  2 

18*56  7  2  34*10*9      3      3 
1*85672349*10*1  3 


d'un  problème  de  la  -GBOMETRIA  sitds' 
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17*10*98*432  5*6 
179*l(r843256 

178*10*943256 
17-89*l(r43  2  5*6 
178943*10*256 

17  8*4  3  2  5*1(^96 
17*843  2  5  9'10*6 

17*10*439825*6 
17  43'iœ98*2  56 
17439*10'8256 

riO*74389256* 
17  438*10*9256 
17  43*89'10'256 


l*l(r943  2  58'7  6*| 
19*I(y43  2  5*87  6 
1943*I0'25876  ' 

r4  3  2  5*10'98*7  6'| 
143259*10*876 
14325987*10'6  ' 

143258'10^76  i 
1*4  3  2  5*8  9*107  6'! 

14*32'l(r587  69  , 
1 43258*7  6*10-9 
1*432  5*87  69*10*' 

1432  5  7*10*98*6  | 
1432579*10*86  \ 

1*43  2  5*10*7  896* 
1432578*10*96 
1432  5  7*89*10*6 


4 

2 

3 

2 
4 


3 
3 

3 
3 

2 

3 

2 
3 

4 
3 

2 

5 

2 
2 

2 
5 

3 
3 
4 

3 

2 

4 

2 
3 


/  1*10*56987234* 
15  6*10*98*7  2  34 

I  1569*10*87234 
15*698  7*10*2  3*4 

I  1568*10^7234 
1  15  6*89*10*7  2  34 

/  15*10*9  6  7  8*2  3*4 
159*10*6  7*82  34 

15*6  7*10*9  8*2  3*4 
15679*10*8234 

i  1*10*567  89234* 
156*10*789234 
15678*10*9234 
15*6  7*89*10*2  3*4 

156  7  8*2  3*10*9  4 
15*67*8239*10*4 


1*10*56923874*. 
156*10*9  2  3  8*7  4 
1569*10*2  3*8  7  4  ' 

15  6*2  3*10*9  8*7  4 
156239*10*87  4 
15*62  39  8  7*10*4 

156238*10*974 
15  6*2  3*8  9*10*7  4 

15*10*9  623  7  8*4 
159*10*6  2  3  7*84 

15*62  3  7*10*9  8*4 
1562379*10*84 

156*23*10*7894 
1562378*10*94 
15*62  3  7*89*10*4 


3 
3 

2 
4 

2 
3 

4 
3 

5 
2 

3 

2 
2 


3 
4 

3 
3 
3 

4 
2 
3 

2 
4 

3 
3 

4 

2 

3 

2 
4 


?.- 


6* 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA  SOLUTION 


14-10'932  8*5  6  7 
149*10*3  2*856  7 

14329-10*8567 
1*432  985-6  7*l(r' 

14328*10*9567 

14*3  2"89'10*5  6  7 

\   I4328956*10"7  ' 

14*32'10-5  69  8  7 
14  3  2  5  6*10*9  8*7 
1432569*10-87 
1-4  3  2  5*6  98  no- 

1432568*10*97 
143256*89*10*7 


'  1*10*94325678' 


19*10*43  2  5*6  7-8  , 
1943-10-2567  8  ) 

1-4  3  2  5*10*9  6  7  8*1 
143  2  5  9*10-6  7*8  j 

\  1*43  2  5*67-10-9  8- ( 
14325679*10*8  j 

1  4*3  2*10-5  6  7  8  9 
143256*10-789 
14325678-10-9 
\  1-43  2  5-6  7-8  9*10* 


'  13*10-9  8*7  6*54*2 
139*10*87  6542 
13987*10-6542 
13987  65*10*42 

138*10-9  7  6542 
13-89-10-7  6-54-2 

1  3  8*7  6*10-9  54  2 
13-8  7  69-10-5  4-2 

1*10*3  8  7  6  5  49  2* 
1  3  8*7  6*5  4*10*9  2'  ] 
\  1  3'8  7  6  5  4  9*10-2 


3 
3 

4 

2 
4 

2 
4 

2 

3 
3 

2 
4 

S 
3 

3 
4 
2 

4 
3 

5 
2 

3 
2 

2 
5 

5 

2 


3 

4 

3 
4 
3 


'  1*10*98*7  23  6*54*1 
19*10*8723654      3 
1987*10*23*654 


18*10*97  23654 
1*89*10*7  2  36*54* 

18*7  2  3  6-10*9  5  4  I 
1-8 7  2 369*10*54*1 

1872*10*36549  , 
18*7  2  3  6*54*10*9 
\  1*87236549*10*' 


/  17*10*98-2  3*6  54  (  « 
179*10-823654  j 

1-10-7  8  92  3  6-54*1 
178-10*923654     3 
17*89*10-23*654 


17  8*2  3*10*96  54 
17*82  39*10*654 
17823965*10*4 


1*10*9  2  3  8*7  6*5  4*  | 
19*10*2  3*87  6  54  | 

1*2  3*10*9  8*7  6*5  4* 
1239*10*87654 
123987*10*654 
12398765*10*4* 

{  1238*10*97654 
1*2  3*8  9*10*7  6*5  4* 

12  38*7  6*10*95  4 
1*2  3*8  7  69*10*54* 

12*10*3876549 
1238*7  6*54*10*9 
1*2  3*8  7  6549*10* 


5 

2 
3 

2 
5 

3 
4 

2 
4 
3 

4 
2 

4 
2 
4 

3 
3 

2 

5 
3 

6 
2 

2 
2 

2 
6 

â 

5 

2 
4 
4 


d'un  problème  de  la  „geometria  situs' 


41 


13  7*10*98'654  2 
1379*10*86542 

13*10*7  896*54*2 
1378*10*96542 
13  7*89*10*6542 
1378965*10*42 


3 

2 

4 
2 
3 


123  7*10*98*65  4  »   3 
12379*10*8654     2 


1*2  3*10*7  896*54* 
12378*10*9654 
123  7*89*10*6  54 
12378965*10*4 


3 

2 


137*10*659842  2 

13765*10*98*42     3      3 
137659*10*842  2 


13*10*7  6*5894*2 
137  658*10*942 
137  65*89*10*42 


136*10*98*7  5  42 
1369*10*87  542 
13*6987*10*54*2  j 

1368*10*97542  ( 
136*89*10*7  542  j 

13*10*9  6  7  8*5  4*2  | 
139*10*67*8  5  42  ' 
1396785*10*42 

13*67*10*98*54*2 
13679*10*8542 

13  6*10*7  89  542 
136  7  8*10*9542 
13*6  7*8  9*10*5  f*2 


1*10*36785492*1 
13678*54*10*92     3 
13*6  7*8  549*10*2 


/  1*10*9  8*3  654  7  2*, 
19*10*836547  2 
1983*6547*10*2  ' 

18*10*9365472  , 
1*89*10*36547  2* 
189  3  6*54*10*7  2  ' 

18*3  6547  2*10*9  î 
1*836547  29*10*1 


4 
2 
3 

3 
2 
4 

2 
3 

4 
3 

2 

5 

2 

2 
2 
5 

3 
3 
4 

4 

2 
3 

2 
4 
3 

3 
3 


1237*10*65984 
12  37  65*10*98*4 
1237659*10*84 

1*23*10*7  6*589  4* 
1237658*10*94 
123  7  65*89*10*4 


12  36*10*98*7  5  4 
12369*10*87  54 
1*23*698  7*10*54* 

12368*10*97  54 
1236*89*10*7  54 

1*10*9  2  36  7  8*54* 
19*10*23*67*854 

1*23*10*9  6  7  8*5  4* 
12  39*10*67*85  4 
12396785*10*4 

1*23*6  7*10*98*5  4* 
123679*10*854 

1236*10*7  8954 
123678*10*954 
1*23*67*89*10*54* 

12*10*3678549 
123  67  8*54*10*9 
1*23*6  7*85  49*10* 


12*10*98*36547 
129*10*836547 
1*2  983*6547*10* 

128*10*936547 
12*89*10*3  6547 
12  893  6*5  4*10*7 


2 
3 
2 

5 

2 
3 

3 

2 
5 


4 

4 

5 
3 

2 

6 

2 


2 
6 

2 
3 
5 

3 

2 
4 


3 
3 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA  SOLUTION 


13  6*l(r95  48*7  2  |  o      3 
13  69*I0*5r8  7  2  3 


12  36'l(r9548*7  |  «      3 
123  69*10*54*87  3 


1*10*36549872* 
13  6*5  4*10*98-7  2 
13  6549*10'87  2 
13*6  5  49  8  7*10*2 


3 

4 
2 
3 


12*I0'3654987 
123  6*54*10*98*7 
1236549*10*87 
1*2  3*6  5498  7*10*/ 


2 
4 
2 
4 


136548*10*97  2  (  „      2 
13  6*5  4*8  9*10*7  2  I  4 


1236548*10*97  |  »      2 
123  6*54*89*10*7  4 


13*10*9  654  7  8*2 
139*10*654  7*8  2 
13965*10*4782 

13*65  47*10*98*2 
1365479*10*82 

1*10*36547  892* 
13  6*54*10*7  89  2 
1365478*10*92 
13*6  54  7*89*10*2 


13  5*10*9  8*7  6*4  2  i 
1359*10*87642     3 
135987*10*642  ) 

1358*10*9  7  642  |  „ 
135*89*10*7  6*4  2  j 

13*10*58  7  694*2  ) 
13  58*7  6*10*9  4  2      3 
13  5*8  7  6  9*10*4  2 


1357*10*98*642 
13579*10*8642 


3 
3 

2 

4 

2 

3 
3 

2 
4 

4 

2 
2 

2 
4 

3 
3 
3 

3 
2 


Vs 


1*10*92365478*1  a 
19*10*23*654  7*8  j 

1*2  3*10*9  654  7  8*  1 
12  39*10*6  54  7*8     3 
123965*10*478  ) 

1*2  3*6  5  4  7*10*9  8*1  a 
12365479*10*8  j 

12*10*3654789 
12  36*54*10*7  89 
12365478*10*9 
1*2  3*654  7*89*10* 


1235*10*98*7  6*4 
12359*10*8764 
1235987*10*64 

12358*10*9764 
12  35*89*10*7  6*4 

1*2  3*10*5  8  7  694* 
12358*7  6*10*94 
12  35*8  7  69*10*4 


3 

4 

4 
3 


5 
2 

2 
3 

2 
5 

4 

2 
2 

2 
4 

4 
3 
3 


13  5*10*7  89  6*42  1  3 
13578*10*9642  3  2 
135  7*89*10*6  42     3 


12  35  7*10*98*64  |  «  3 

123579*10*864  j  2 

1235*10*7  896*4  )  3 

123578*10*964   3  2 

1235  7*89*10*64  3 


d'un  problème  de  la  .oeomrtbia  situs' 
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13*l(r98*56  7  4*2  4 

139*10*856742     3  2 

139 8 5*6 7*10*4 2  |  3 

138*10*956742  j  2 

13*8  9*10*56  7  4*2      3  4 

138956*10*742  j  2 

1*10*38567492*1  3 

13  8*5  6  7  4*10*9  2     3  3 

13*85  6  7  49*10*2  )  3 

13*10*5  698  7  4*2  1  3 

1356*10*98*742  I  *  3 
13569*10*87  42 
135*69  8  7*10*42 

13568*10*9742  |  «  2 

1356*89*10*7  42  3 


1*10*9238*56  7  4*     »  4 

19*10*2  3*856  7  4  3 

1*2  3*10*9  8*5  6  7  4*1  5 

1239*10*85  674     3  2 

12  3985*6  7*10*4  )  3 

1238*10*95674  1  2 

1*2  3*8  9*10*5  6  7  4*     3  5 

1238956*10*74  )  2 

12*10*38567  49  1  2 

12  38*567  4*10*9     3  3 

1*2  3*856  7  49*10*  1  4 

1*2  3*10*5698  7  4*1  4 

123  56*10*98*7  4      .  3 

123569*10*87  4  2 

12  35*6987*10*4)  3 


13  5*10*96  7  8*42     ,      3 
13  59*10*6  7*8  4  2  3 


123568*10'974 
1235  6*8  9*10*7  4 


2 
3 


13  5*6  7*10*98*42  a  * 

135679*10*842  j  2 

13*10*56  7  89  4*2  1  3 

1356*10*78942  I  ,  2 

135678*10*942  |  2 

13  5*6  7*89*10*42  )  4 

1*10*98*7  6*34  52*1  5 

19*10*87  63452  |  ,  2 
1987*10*63452 
198  7  63*45*10*2 

18*10*9763452  (  «  2 

1*8  9*10*7  6*3  4  5  2*  5 


1235*10*9678*4  \  a.  ^ 

12359*10*67*84  j  3 

123  5*6  7*10*98*4     g  4 

1235679*10*84  j  2 

1*2  3*10*6  6  7  894*1  4 

12356*10*7894  (  ,  2 

123567  8*10*94  2 

1235*67*89*10*4)  4 

12*10*9  8*7  6*3  4  5  J  4 

129*10*876345  (  .  2 

12987*10*6345  I  2 

1*298763*45*10*)  4 


18*7  6*10*934  5  2  3 

1*8  7  69*10*3452*    3  4 

187  6934*10*52  |  2 

18*7  6*34  52*10*9  I  a  4 

1*87634529*10*  3 


128*10*976345 
12*89*10*7  6*3  4  5 

128*7  6*10*9345 
12*8  7  69*10*34  5 
12876934*10*5 


3 
3 

2 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR   LA   SOLUTION 


17-l(r98*634  52 
17  9-10*863452 


1279*10-86345  1  2 


nO"?  8  9  6*3  4  5  2* 
178*l(r963452 
17-89*10-63452 
17  8963*4  5*l(r2 


3 
3 


12*10'7  896*345 
1278'10*96345 
12  7*89-10'6345 
1*2  7  89  63-45*10- 


3 

2 
3 
4 


17  63*10*9458*2 
17  639*l(r45*82 

17-10-6345982 
17  63-45-10*98-2 
17  63459-l(r82 


1*10*7  6*345892* 
17  63458*10*92  3 
17  63*45*89*10*2 


/  16*10*98*7  3452 
169*10*873452 
1*6987*10*3452* 
16987  34*10*52  I 


168*10*973452 
\   16*89*10*7  3452  j 

1*10*96  7  8*3452*1 
19*10*6  7*834  5  2 
19  67  83*45*10*2  ) 

1*6  7*10*98*34  52*1 
1679*10*83452  j 

16*10*7  893452 
1678*10*93452 
1*6  7*89*10*3452* 
1678934*10*52 

167  8*3452*10*9  I 
1*6  7*834529*10*1 

1*6  7*10*34985  2*1 
167  34*10*98*52 
167349*10*852  ' 


3 
3 


4 

2 


3 

2 
4 

2 

2 
3 

4 
3 
3 


2 

5 

2 

3 
4 

4 
3 

2 


16*10*7348952  I  2 

167348*10*952     3      2 
16734*89*10*52  3 


1*10*92  7  63458* 
19*10*2  7  63*45*8 

1*2  7  63*10*9458* 
127639*10*45*8 

12  7*10*6134598 
1*2  7  63*4*5*10*98* 
12763459*10*8 

12*10*7  6*34589 
12763458*10*9 
1*2  7  63*45*89*10* 


12  6*10*98*7  345 
1269*10*87345 
12*698  7*10*345 
12698734*10*5 

1268*10*97345 
126*89*10*7  345 

12*10*967  8*34  5 
129*10*6  7*8345 
1*29  6  7  83*45*10* 

12*6  7*10*98*345 
12679*10*8345 

126*10*789345 
12678*10*9345 
12*67*89*10*345 
12678934*10*5 

/  12*6  7*10*34985 
12  67  34*10*98*5 
1267349*10*85 

126*10*734895 
1267348*10*95 
\    1267  34*89*10*5 


3 
4 

4 
3 

2 
5 

2 

3 

2 
5 


3 

2 

2 
3 

3 
3 
4 

4 

2 

2 
2 
4 
2 

3 
3 

2 


3      2 


Vt- 


d'oN   problème   de   la    „a£OMETRIA    SITUS' 
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16*l(r934528-7  3 

169'10*3452-8  7      3  3 

16934*10*5287  )  2 

I6-3452*10'98'7  j  4 

1634529-10'87      3  2 

I'63452987-IO')  3 

1634528-10^7  |  ^  2 

16-3  452-89*10-7  I  4 

1-I(r96345278'i  3 

19-10-63  4  52  7'8     3  3 

1963-4  5*10'2  7  8  3 


12*l(y98*34  7  65 
129*10-834765 
129  8347-10*65 
r2  98  3'4  7  6  5*10- 

128-10*9347  65 
12*89*10*34  7  65 
128934-10*7  6*5 

12*10*34987  65 
12  34*10*9  8*7  6*5 
12349*10*87  65 
1234987*10*65 
1*2  3*4  9  8  7  6  5*10* 


3 
2 
2 
4 

2 
3 
3 

2 
4 
2 
2 
4 


1*6  34  5  2  7*10*9  8*1 
16345279*10*8  I 

16*3452*10*7  89  i 
16345278*10*9  3 
1*634  5  2  7*89*10*' 


qp, 


1*10*9  83*4  7  65  2* 
19*10*8347652 
198347*10*652  j 
19  83*4  7  65*10*2  1 


18*10*9347652 
1*89*10*347  652* 
18934*10*7  6*5  2 

18*34  7  652*10*9 
1*834  7  6529*10* 

1*10*34987  652* 
134*10*98*7  6*52 
1349*10*87  652 
134987*10*652 
13*498  7  65*10*2 

1348*10*97  652 
134*89*10*7  6*5  2 

1348*7  6*10*9  5  2 
134*8  7  69*10*52 


4 

2 

3 

2 
4 

4 

2 
2 
3 


4 
3 

3 
3 

3 
4 
2 
2 
3 

2 
4 

3 
3 


12348*10*9765  |  g  2 

12  34*89*10*7  6*5  I  4 

12  34  8*7  6*10*9  5  (  »  3 

1234*87  69*10*5  j  3 

12347*10*98*65  I  a  3 

123479*10*865  1  2 

12*10*3478965  1  2 

1234*10*7  896*5  |  3 

123478*10*965   5  2 

12  34  7*89*10*65  3 

1*23*4  7  89  6  5*10*1  4 

/  1*10*92347658*1  »  3 

19*10*2  3*4  7  6  5*8  j  4 

1*23*10*94  7  658*  )  ^  4 

12  39*10*4  7  6  5*8  j  3 

12347*10*6598  j  2 

1*2  3*4  7  65*10*98*    3  5 

12347  659*10*8  |  2 

12*10*347  6589  j  2 

12  34*10*7  6*589  (  ^  3 

12347658*10*9  2 

1*2  3*4  7  6  5*89*10*]  5 


Archives  vni. 
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QUELQUES   REMARQUES   SUR   LA   SOLUTION 


134  7*10*9  8*6  5  2  |  » 
13479*10*8652  ) 

3 

2 

)  1*10*34789652* 
13  4*10*7  896*5  2 
13478*10*9652  ,  5 
134  7*89*10*65  2 
13*4  7  89  65*10*2  | 

3 
3 

2 
3 
3 

13*10*94  7  6  58*2  |  „ 
139*10*4  7  6  5*8  2  ) 

3 
3 

( 

1347*10*65982  i 
13*4  7  6  5*10*9  8*2     3 
1347  659*10*82  1 

2 
4 

2 

1*10*347  65892*1 
13  4*10*7  6*5  89  2  1  . 
1347658*10*92 
13*4  7  65*8  9*10*2 

3 
3 

2 
4 

1346*10*98*7  5  2  i 
13469*10*87  52     3 
13  4*698  7*10*5  2  ) 

3 

2 
3 

13468*10*9752  |  g 
1346*89*10*7  5  2  ) 

2 
3 

1*10*34967852*; 
j  134*10*9  6  7  8*52  1  , 
l  1349*10*6  7*8  5  2 
1  13*4967  85*10*2 

3 
3 
3 
3 

13  4*6  7*10*9  8*5  2  |  » 
134679*10*852  1 

4 

2 

1346*10*7  89  5  2  i 
134678*10*952      3 
134*6  7*89*10*5  2  ) 

2 
2 
4 

*7 " 

13*10*98*7  45  6*2  J 
139*10*874562      3 
139  8  7*10*4  5*62  ) 

4 

2 
3 

138*10*974562  |  ^ 
'  13*89*10*7  456*2  j 

2 
4 

1*10*387  45692*. 
13874*10*5692 
138*7  45*610*92     * 
13*87  45  69*10*2 

3 

2 
3 
3 

Vt- 


12  346*10*98*7  5  | 
123469*10*875     3 
12  34*6987*10*5  | 

3 

2 
3 

123468*10*97  5  j  » 
12  346*89*10*7  5  ) 

2 
3 

12*10*3496785  i 
12  34*10*9  6  7  8*5  f  , 
12349*10*67*85  j 
1*2  8*49  6  7  85*10*  ! 

2 
3 
3 
4 

12  34*6  7*10*98*5  |  « 
1234679*10*85  1 

4 

2 

12346*10*7895 
12  346  78*10*95 
1234*6  7*89*10*5 


3      2 


1*10*9  8*7  23456*1 
1 9*10*8  7  2  3  4  5  6 
198  7*10*2  3*45*6  ' 

18*10*9723456  | 
1*89*10*7  2  34  5  6*! 

1872*10*34569 
187  234*10*569 
18*7  23  456*10*9 
1*87234569*10* 

17*10*98*2  3*45*6 
179*10*823456 


l*10*78923456*i 
178*10*923456     3 
17*8  9*10*2  3*4  5*6  ] 

17  8*2  3*10*9456  |  « 
17*82  39*10*4  5*6 


17  8*2  3*45*10*96 
17*8234  59*10*6 


4 

2 
4 

2 
4 

2 
2 
3 
3 

5 

2 

3 

2 
5 

3 
4 

4 
3 
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13  7*10*9  8*4  5*6  2  |  a 
1379*10*84562  j 

13*10*7  894  5  6*2  ) 
1378*10*94562   3 
13  7*8  9*10*4  5*6  2  | 

137  8*45*10*962  |  a 
13  7*84  59*10*62  1 


/  13*10*9  4  5  8*7  6*2  |  « 
139*10*45*8  7  62  j 

13*4  5*10*9  8*7  6*2  J 
13459*10*8  7  62  3 
1345987*10*62  ) 

13458*10*9  7  62  (  « 
13*4  5*8  9*10*7  6*2  ) 


1*10*34587  692* 
134*10*587692 
13  458*7  6*10*92 
13*4  5*8  7  6  9*10*2 

134  5  7*10*98*62 
13457  9*10*862 


13*45*10*7  89  6*2  J 
134578*10*962      3 
1345  7*89*10*62 


1*10*983*456  7  2 
19*10*8345672  , 
19  83*4  5*6  7*10*2  I 

18*10*934567  2 
1*89*10*3456  7  2* 
18934*10*5672 
1893456*10*7  2 

18*34  56  7  2*10*9  I 
1*834567  29*10*1 


4 

2 

3 

2 
4 

3 
3 

4 
3 

5 

2 
2 

2 
5 

3 

2 
3 
4 


4 

2 
3 

4 

2 
4 

2 
4 

2 


3 
3 


/  1*10*9  2  38*7  456*1 
19*10*23*87  456  ) 

2 

4 

3 

1*2  3*10*9  8*7  4  5  6*1 
1239*10*87456 
1239  8  7*10*4  5*6  | 

3 

5 

2 
3 

1238*10*97456  j 
1*2  3*89*10*7  45  6*) 

2 

2 
5 

12*10*3874569  < 
123874*10*569  1 
12  38*7  4  5  6*10*9 
\  1*23*8  7  4569*10* 

4 

2 
2 
3 
4 

123  7*10*98*45*6  | 
12379*10*8456  j 

2 

4 

2 

1*23*10*7  894  56* 
12378*10*9456 
123  7*89*10*4  5*6 

3 

4 
2 
4 

1237  8*45*10*96  ( 
\   123  7*8459*10*6  j 

2 

3 
3 

1*10*92  345  8*7  6*1 
19*10*23*45*8  7  6  j 

2 

4 
4 

1*2  3*10*9  458*7  6*1 
1239*10*4  5*8  7  6  j 

2 

5 
3 

1*2  3*45*10*98*7  6*1 
123459*10*876 
12345987*10*6  ) 

3 

6 
2 

2 

U3458*10*976  ) 
1*2  3*4  5*89*10*7  6*) 

2 

2 
6 

12*10*3458769 
1234*10*58769 
12  34  58*7  6*10*9 
1*2  3*4  5*8  7  69*10*1 

4 

2 
2 
3 
5 

/    12345  7*10*98*6  ) 
1234579*10*86  ) 

2 

3 

2 

1*2  3*45*10*7  8  9  6*1 
1234578*10*96 
12  345  7*89*10*6  j 

3 

5 

2 
3 

7* 
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QUELQUES   REMARQUES  SUE  LA   SOLUTION 


12-I0*98-3456  7  3 

129-10'834567      3      2 
l-2983*45'6  7*l(r  5 


nO-34985672- 
134-10-98-567  2      , 
1349'I0-8567  2  1 
1 3*4  9  8  5*6  7*10*2  ) 

3 
3 

2 
4 

1348*10'95  67  2  J 
134*89-I0-567  2     3 
1348956*I0'7  2  ) 

2 
3 
2 

1*10*3456987  2-1 
134-10-569872 
134  5  6'10-9  8-7  2  ,  5 
I34569-10'87  2 
13-45*6  9  8  7*I0*2 

3 

2 
3 
2 
4 

134568-10-972  |  a  i2 

134  5  6*89*10"7  2  j  3 

13*10*94567  8-2  |  ^  3 

139'10*4.V6  7-8  2  )  4 

13-4,V10-9  6  7  8-2  )  9  4 

13  45  9*l(r6  7'8  2  )  3 

13*4  5*6  7-10*9  8*2  (  „  5 

1345679*10*82  j  2 

l'10'3  4  5  6  7  8  9  2*  j  3 

I34*10T)(J7  89  2  2 

13456*10'7892  5  2 

1345678-I0-92  2 

13*4  5*6  7*8  9-10-2  5 


128'10'934567 
12*89*I0*34  56  7 
I28934'I0*567 
12893456*10*7 

12*10*349856  7  ] 
12  34*10*98*5  6  7  f 
12349*10*8567 
1*2  3*4985*6  7*10* 


12  348*10*91 

12  34*89*10*0  0/  i 

12348956*10*7  1 


1567  ) 
1*567      3 


12*10*3456987 
1234*10*56987 
123456*10*98*7 
1234569*10*87 
1*2  3*45*698  7*10* 

1234568*10*97 
123456*89*10*7 


'  1*10*9  2  3  4  5  6  7  8*  (  ^ 
19*10*2  3*45*6  7*8 


2 
3 

2 
2 

2 
3 

2 
5 

2 
3 


2 
2 
3 
2 
5 

2 
3 

3 
5 


1*2  3*10*945  6  7  8*1  ^      4 
12  39*10*4  5*6  7*8  )  4 


1*2  3*45*10*9  6  7  8*1  «      5 
123459*10*67*8  )  3 

1*2  3*4  5*6  7*10*98*1  g      6 
12345679*10*8  j  2 

12*10*3456789  1  2 

1234*10*56789  2 

123456*10*789     5  2 

12345678*10*9  2 

1*2  3*45*6  7*89*10*1  6 

iVio  =  220  X  2  -t-  186  X  3  +  82  X  4  +  16  X  5  =  1406. 

Le  tableau  pour  w  =  11  a  été  supprimé,  parceque  celui-ci  occu- 
perait un  espace  presque  trois  fois  plus  grand  que  le  tableau  pour 
n  =  10,   et  ce  dernier  avait  déjà  une  étendue  fort  considérable. 
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Mais   en  revanche,  j'ai  indiqué  partout  par  des  points  la  place 
du  ir^™o  timbre  entre  les  dix  timbres  précédents. 
C'est  ainsi  que  j'ai  trouvé  par  un  calcul  long  et  laborieux: 

iy„  =  528  X  2  -h  488  X  3  -h  276  X  4  -h  98  X  5  -h  16  X  6  =  4210. 

On  remarquera  dans  tous  les  tablaux  précédents  la  parfaite 
symétrie  des  deux  colonnes,  à  gauche  et  à  droite.  Par  exemple, 
on  trouve  dans  le  tableau  pour  ti  =  5  à  gauche  les  nombres  3  2  ; 
à  droite  les  nombres  2  3.  Et  dans  le  tableau  pour  n  =  6  on  trouve 
à  gauche  3  2  2  |  2  3,  et  à  droite  3  2  |  2  2  3. 

III. 

En  résumant  maintenant  les  résultats  obtenus,  on  obtient  l'aperçu 
suivant. 


n  =  S 

N=    1X2 

=       2 

4 

2X2 

=       4 

5 

2X3+   2X2 

=     10 

6 

4X3+   6X2 

=     24 

7 

4X4+10X3+    10X2 

=     66 

8' 

8X4  +  26X3+  32X2 

=   174 

9 

8X5  +  34X4+   64X3+   68X2 

=  504 

10 

16X5  +  82X4+186X3  +  220X2 

=  1406 

11 

16X6  +  98X5  +  276X4  +  488X3^ 

-528X2  =  4210 

OU  bien,  en  écrivant  seulement  les  ^nombres  génératewrs^\  indi- 
quant, combien  de  figurations  chez  w  =  p  —  1  donnent  2  figura- 
tions pour  n  =  py  combien  en  donnent  3,  4,  etc.: 


n  =  3 

1 

4 

2 

5 

2 

2 

6 

4 

6 

7 

4 

10 

10 

8 

8 

26 

32 

9 

8 

34 

64 

68 

10 

16 

82 

186 

220 

11 

16 

98 

276 

488 

528 

X 


u 


Evidemment  les  nombres  générateurs  x  de  la  première  colonne 
obéissent  à  la  loi  simple: 


60  QUELQES   REMARQUES   SUR   LA   SOLUTION 


n-2    "  \ 

Xn=2  ^    {pour  n  pair)     j 

\ 


i (1) 

Xn  =  2  ^    {powr  n  impair) 

Quant  aux  nombres  générateurs  de  la  deuxième  colonne,  indi- 
qués par  y,  on  voit  immédiatement,  que  Ton  a: 

yn=(^  — 5)a;n-H2, (2) 

et  cela  pour  n  pair  et  impair. 

Les  nombres  z  de  la  troisième  colonne  ne  suivent  plus  une  loi 
tellement  simple.  Les  quatre  premiers  offrent  la  régularité  suivante, 
bien  remarquable: 

2:7  =  0  X  2/7  -h  1  X  iCy  -h  6  =    10 

Zg  =  1  X  2/8  -h  0  X  a;^  -I-  6  =   32 

2;^  =  1  X  2/9  -h  3  X  Xg  4-  6  =   64 

«10  =  2  X  yio  4-  1  X  icio  4-  6  =  186 

ou  bien,  en  substituant  pour  y^  les  valeurs,  tirées  de  (2): 

2;^  =     1  XXy  H-     6 

z^  =  3  X  Xg  H-  8 
2;^  =  7  X  Xg  +  8 
2io  =  ll  xaho  +  10 

On  s'attendrait  donc  pour  71  =  11  à 

2^11  -  2  X  yii  4-  5  X  a^io  H-  6  =  282 

(ou  bien  à  ^u  =  17  x  aj^  4-  10),  mais  comme  nous  l'avons  vu 
déjà  plus  haut,  2:11  n'est  pas  =  282,  mais  seulement  276,  et  ce 
nombre  est  absolument  exact,  comme  je  l'ai  pu  vérifier  par  diverses 
manières. 

On  ne  sait  donc  à  ce  moment  aucune  relation  générale,  don- 
nant les  nombres  générateurs  z^  et  cela  se  rapporte  également 
aux  nombres  u^,  v^y  etc.  Seulement  je  veux  faire  remarquer, 
que  l'on  a: 

t^g      =      2;^       4-        Z^ 6 

Vn  =  t^9  +  ^11  —  28, 

où  les  nombres  2,  6,  28  paraîtront  dans  un  tableau  ultérieur. 

Les  nombres  générateurs  ne  permettent  donc  point  jusqu'ici  de 
trouver  la  solution  de  notre  problème. 
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Bemarqvji. 

Il  va  de  soi,  que  l'on  aura  identiquement,  étant  par  exemple: 

JVj  =  4a;7  +  3y,  ■+-  2z,  j 

et  aussi  -^7  =   «s  +    V%-^   ^^^ 

la  relation: 

Et  de  même,  comme 


N. 


Xa 


2/9  -+-    « 


! 

9  +«9  ) 


et 

la  relation: 

4x8  +  3^8  +  Szg  =  «9  -»-  3^9  +  ^9  +  «9» 
mais    ces  relations  identiques  ne  mènent  à  aucune  solution,  ni 
partiale,  ni  complète 


IV. 


On  pourrait  calculer  combien  de  figurations  (p  e.  chea  to  =  6) 

ont  le  2  sur  la  deuxième  place  (12 ),  combien  sur  la  troisième 

place  (1  2 . . .),  combien  sur  la  quatrième  place  (1 . .  2 . .),  etc., 
et  alors  on  trouverait  le  résultat  suivant,  remarquable  à  plus 
d'un  point  de  vue. 


w=2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


1 

1      1 

2      0      2 

4      114 

10     0      4      0      4 

24      3      6      6      â      24 

66      0     21     0     21     0      66 

174    14     42    22    22     42    14    174 

504      0     144    0    110    0    144     0      504 

1404    81   332    114  172  172   114  332    81     1406 


iV=l 
2 

4 

10 

24 

66 

174 

504 

1406 

4210 


On  remarquera  aussitôt  trois  régularités. 

a)  Les  nombres  sont  par&itement  dyTnétriçtM»  par  rapport  aux 
extrémités  de  chaque  série. 

&)  Chez  n  pavr,  les  positions  1.2,  1 ...  2,  etc.  ne  se  présentent  pas. 

c)  Le  nombre  de  positions  12  et  1  etc.  2  chez  w=j>  est  tou- 
jours =  Np-i  On  trouve  p.  e.  174  pour  le  nombre  de  posi- 
tions 12  chez  n  =  9,  et  c'est  justement  le  nombre  total  N^ 
diez  n  =  8. 


52  QUELQUES    REMARQUES   SUR    LA    SOLUTION 

Il  sera  facile  d'expliquer  ces  régularités. 

En  premier  lieu,  je  fais  remarquer,  que  de  chaque  figuration 
comme  p.  e. 

. .  2 . . . 

où  le  1  est  omis,  résulteront  simultanément  les  figurations 

1 . .  2  . . .     et    . .  2  . . .  1 
ou  bien  1  . .  2  . . .    et    1 . . .  2  . . 

On  obtient  donc  toujours  autant  de  figurations  avec  le  2  sur  p.  e. 
la  troisième  place  à  gauche  (le  1  non  compris)  qu'avec  le  2  sur 
la  troisième  place  à  droite. 

En  deuxième  lieu,  on  voit  facilement,  que  n  étant  pair,  il  reste- 
rait toujours,  chez  p.  e.  1 ...  2,  entre  le  1  et  le  2  du  moins  une 
place,  où  un  des  chiffres  des  groupes  34,  56,  etc.  se  présenterait 
isolé,  de  sorte  que  l'autre  chiffre  était  en  dehors  de  1 ...  2,  et  il 
y  aurait  un  croisement  défendu.  Lorsque  n  est  impair,  p.  e.  =  7, 
le  chifire  7  pourrait  se  placer  sur  la  place  restante,  et  il  n'y 
aurait  aucun  croisement,  parceque  le  7  n'appartient  à  aucune  des 
groupes  12,  34,  56. 

En  troisième  lieu  on  remarquera,  que  la  figuration  {n  =  6) 

se  présentera  autant  de  fois  que  la  figuration 

^^(8466) 

Z , 

car  à  toute  figuration  2 . . . .  on  peut  toujours  ajouter  le  1.  Or,  le 
nombre  total  des  figurations  2  (3456)  étant  évidemment  égal  à  celui 
des  figurations  1  (2345),  c'est-à-dire  à  iV^,  il  est  démontré,  que  le 

nombre  de  positions  12 sera  également  =  N^:  Et  il  en  sera 

de  même,  d'après  la  symétrie  déjà  prouvée,  avec  1 2. 

Reraarque. 

Les  nombres  1,  3,  14,  81  pour  les  positions  1 .  2  etc.  chez  ti  =  5, 7, 
9,  11  semblent  être  identiques  à  la  moitié  des  nombres  2, 6, 28,  etc. 
dans  un  tableau  précédent.  (Voir  la  page  50  :  «^  =  j/g  t-  y^  —  2,  etc.). 


Une  troisième  manière  de  groupement  des  nombres  obtenus  con- 
siste en  ceci,  que  l'on  classe  les  nombres  d'après  les  deux  premiers 
chiffres.  Ou  calculera  donc  les  nombres  de  groupemens,  commençants 
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par  12,  par  13,  14,  etc.,  et  on  aura  le  tableau  suivant,  également 
intéressant. 


12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19  110 

111 

n  =  2 

1 

N=   1 

3 

1 

1 

2 

4 

2 

1 

1 

4 

5 

4 

2 

2 

2 

10 

6 

10 

4 

4 

3 

3 

24 

7 

24 

10 

10 

7 

7 

8 

66 

8 

66 

24 

24 

16 

16 

14 

14 

174 

9 

174 

66 

66 

42 

42 

36 

36 

42 

504 

10 

504 

174 

174 

108 

108 

88 

88 

81   81 

1406 

11 

1406 

504 

504 

304 

304 

242 

242 

221  221 

262 

4210 

Ici,  encore  des  régularités  extrêmement  remarquables. 

En  premier  lieu^  le  nombre  de  groupements,  commençants  par 

12  chez  71=2),  ®s*  =iVp_i. 
Nous  avons  déjà  démontré  cela. 

En  deuxièrrie  lieu,  le  nombre  de  groupements,  commençants  par 

13  (et  de  même  par  14),  se  montre,  chez  ni^p,  égal  à  iVp_2. 

En  effet,  chez  toutes  les  figurations  13 le  2  sera  placé  tout 

au  bout,  car  chez  une  position  quelconque  du  2,  p.  e.  13 2,  le 

4  sera  compris  entre  le  3  et  le  2;  mais  chez  13—4—2  le  5  se 
placera  entre  le  3  et  le  2  ;  et  chez  13—5—4—2,  ou  chez  13—4 — 5 — 2 
le  6  se  placera  encore  entre  le  3  et  le  2,  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  qu'aucun  des  chiflBres  ne  paraîtra  derrière  le  2,  et  ce  chiffre 
2  sera  bien  le  dernier.  (On  se  rappellera  les  entrecroisements 
défendus  des  groupes  12,  34,  56,  etc  ,  et  des  groupes  23, 45,  67,  etc.). 

Or,  le  nombre  de  groupements  (p.  e.  chez  ti  =  6) 


-^   (456) 


sera  évidemment  égal  au  nombre  de  groupements  3(456),  c'est-à- 
dire  égal  au  nombre  de  groupements  1(234)  =  N^  z=  Np.^. 

Si  les  deux  premiers  chiflâres  étaient  14,  on  aurait  nécessairement 
des  configurations  (p.  e.  chez  ti  =  8)  que  voici  : 


(5678) 
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QUELQUES   REMARQUES   SUR   LA    SOLUTION 


Le  nombre  de  ces  groupements  sera  donc  égal  à  celui  des 
groupements  4  (3  5  6  7  8),  ou  bien  à  celui  des  configurations  2(13456). 
Et  se  dernier  nombre,  qui  sera  identique  au  nombre  de  groupe- 
ments 1  (2  3  4  5  6),  est  =N^=  N^_^. 

Le  fait,  que  le  nombre  de  configurations  1  (2  3  4  5  6)  est  égal 
à  celui  des  groupements  2(13456),  ou  3  (1  2  4  5  6),  etc  ,  lorsque 
au  lieu  du  1,  le  2  ou  le  3  etc.  reste  immobile  sur  la  première 
place  —  ce  fait  est  démontré  de  la  manière  suivante. 

Chaque  configuration,  comme  p.e. 


1        5 


correspondra  à  une  autre  comme 


6 

4 

3 

2 

OÙ  le   1   a  changé  sa  place,  de  l'extrémité  gauche  à  l'extrémité 
droite.  A  son  tour  cette  dernière  configuration  correspondra  à 


Et  celle-là  à 


3       2        15 


Et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'on  aura  successivement: 
4    2      i| 


J— 11    5Q 


3     1 


H        |6      p~~|3 


dont  le  dernier  est  redevenu  identique  avec  la  configuration  originale. 
Les  groupements 

15  6  4  3  2 

5  6  4  3  2  1 

6  4  3  2  15 

4  3  2  15  6 

3  2  15  6  4 

2  15  6  4  3 


résultent  donc  l'un  de  l'autre,  et  cela  aura  lieu  avec  toute  oonfi- 
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guration  quelconque,  de  sorte  que  les  nombres  N  seront  totalement 
indépendants  du  chiifre,  qui  reste  immobiJe  sur  la  première  place. 
En  troisième  lieu,  en  ce  qui  concerne  le  fait,  que  les  nombres 
de  groupements  13  et  14,  ou  15  et  16,  ou  17  et  18,  etc.  se  trou- 
vent toujours  égaux  entre  eux  —  ce  n'est  pas  facilement  à  expliquer. 

La  comparaison  des  deux  derniers  tableaux  fait  apercevoir  encore 
une  autre  régularité.  C'est  que  chez  7i  =  5,  7,  9,  11,  etc.  les  nom- 
bres 1,  3,  14,  81,  etc  —  indiquant  les  nombres  de  configurations 
1.2  —  sont  égaux  aux  mêmes  nombres,  indiquant  chez  ri  =  4, 
6,  8,  10,  etc.  les  nombres  de  configurations,  commençants  par 
13  ou  14,  15  ou  16,  17  ou  18,  19  ou  110,  etc. 

L'explication  simple  est  la  suivante.  Lorsque  n  est  impair,  on 
ne  peut  placer  chez  1 ,  2  entre  1  et  2  que  le  chiffre  n.  Or,  la 
combinaison  (p.  e.  chez  n—1) 

172  (3456) 

se  présente  autant  de  fois  que  la  combinaison 

72  (3456) 
ou  bien  que  la  configuration 

61  (2345) 


p.  e. 


Mais   dans   ce   cas   on   pourra   toujours  replier  le  6  vers  l'autre 
extrémité  de  la  bande: 


6        Vi     h    51 14 


2         5        4        3 


En  repliant  maintenant  le  1  vers  la  côté  droite,  on  obtient: 


6 

b   4| 

3 

Et  puisqu'on  peut  agir  de  la  même  manière  chez  toutes  les 
configurations  61  (2345),  le  nombre  de  celles-ci  sera  égal  au  nombre 
de  configurations  16  (2345),  ce  qui  était  à  démontrer. 

n  existe  encore  une  régularité  entre  les  nombres 

1     1     2    3    8     14    42    81     262    ..., 

indiquant  combien  de  configurations  commencent  par  \n. 

8* 
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QUELQUES  REMARQUES  SUR    LA   SOLUTION 


Ces  groupements  proviennent  non  seulement  des  groupements 
semblables  1  (n —  1)  d'une  série  de  nombres  précidente,  mais  aussi 
de  certaines  autres  groupements  de  cette  série,  comme  est  indiqué 
dans  l'aperçu  suivant. 


n  =  2 


10 


11 


24  10^ 10 


66. 24  24^_16  16 

174  66 66  4:2 .._  4-2 


14    ^U. 


504        174        174         108        108 


1406        504        504        304        304        :>4^2        nû        2-21 


C'est-à-dire,  des  8  combinaisons  17  par  exemple,  3  proviennent 
des  10  groupements  12  chez  7i  =  6,  2  des  4  groupements  14,  et 
encore  3  des  3  groupements  16.  Dans  le  tableau  suivant  ces  rela- 
tions sont  mis  en  relief  d'une  manière  encore  plus  claire. 
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n^4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


12 


\/ 


\, 


,/ 


14 


\ 


14 


11 


/ 


14 


14 


43 


81 


\ 


36 


36 


81 


81 


81 


/ 


^2 


Total. 
1 

2 

3 

8 

14 

42 

81 

262 


Mais  ici,  comme  dans  tous  les  tableaux  précédents,  aucune  loi 
évidente  entre  les  nombres  successifs. 

Remarque.  Les  nombres  de  groupements,  commençants  par  12, 
13,  14,  etc.,  sont  parfaitement  identiques  à  ceux  des  groupements, 
où  le  1  est  placé  à  l'extrimité  gauche  et  le  2,  3,  4,  etc.  à  l'extri- 
mité  droite. 

Car  chaque  combinaison  16(234578)  p.  e.  peut  être  réduite  à 
6  (234578)  1,  ce  qui  est  identique  à  1  (234578)  6. 


VI. 


De  tout  ce  qui  précède,  on  peut  conclure,  qu'il  existe  une  quan- 
tité de  relations  entre  certains  composants  —  mais  que  la  solution 
désirée  du  problème  ne  s'est  pas  présentée. 

Seulement  il  est  devenu  clair,  que  le  rapport  entre  deux  nombres 
N  consécutife  va  en  augmentant  de  2  jusqu'à  3  environ: 


:2, 

:2) 

:2,.50, 

:  2,40  1 

:2,75, 

:2,64 

:2,90 

:2,79 

:2,99 


n  =  2 

^=1 

2:1 

\\ 

2 

4:2 

4 

4 

10:4 

5 

10 

6 

24 

24:10 

66:24 

7 

66 

174:66 

8 

174 

504:174 

9 

504 

1406:504 

10 

1406 

4210:1406 

11 

4210 

58  QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA   SOLUTION 

Les  rapport  entres  deux  N  de  la  forme       Ij^^    sont  donc: 
2  —  2,50  —  2,75  —  2,90  —  2,99  —, 


tandis  que 

ces 

rapports  chez 

sont: 

2  —  2,40  ■ 

-  2,64 

—  2,79 

'• 

Peut-être 

ce 

rapport   tend 

,   pour 

n;=  00 , 

à 

une 

valeur  limite, 

p.e.  à 

=  Tiep 

log2p 

En  efiet,  ces  logarithmes  népériens  auront  pour  w  =  7,  8,  9,  10 
et  11  les  valeurs  suivantes: 

=  wep  hg  14  =  2,64 


Nç 


9 


=  nep  log  16  =  2,77 
=  nep  log  18  =1  2,89 


N 
-^  =  nep  hg  20  =  3,00 , 


'10 


valeurs,  qui  s'approchent  avec  une  certaine  approximation  aux 
valeurs  trouvées  2,64  —  2,90  —  2,79  —  2,99. 

Le  seul  moyen  effectif  de  trouver  la  solution  demandée  du 
problème  serait  d'ailleurs  la  synthèse  directe.  Mais  malheureusement 
cette  synthèse  offre  des  difficultés  de  calcul  tellement  grandes,  que 
déjà  pour  les  nombres  inférieurs  comme  n  =  2,  3,  4,  5,  où  le 
calcul  est  encore  possible,  on  ne  peut  pas  entrevoir  une  loi 
quelconque. 

Je  veux  reproduire  cependant  cette  partie  de  la  synthèse,  afin 
que  d'autres  seront  peut-être  si  heureux  de  pouvoir  continuer  dans 
la  voie  indiquée. 

VIL 

a)  Calculons  en  premier  lieu  le  nombre  des  positions  possibles 
de  devx  timbres  1  et  2,  lorsque  le  1  reste  toujours  fixe  sur  la 
première  place. 
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On  aura  successivement  (w  quelconque,  p.  e.  =  8)  : 


12 1.2...    .     1..2.. 

donc 

JVi2  =71 1. 

Lorsque  n  =  2,  cela  devient  iV^j  ='• 
b)  Pour  trois  timbres  1,  2  et  3  on  aura: 


etc. 


12 

123 

12.3 

1  2..3, 

etc. 

Total 

=  n  — 

2 

1.2 

132 

1.2  3 

1.2.3, 

etc. 

n 

=  71  — 

2 

L.2 

13.2 

1.3  2 

1..2  3, 

etc. 

n 

•  .  •  • 

-2 

• 

Et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  n  —  1  rangées  de  n  —  2  nom- 
bres, de  sorte  que  le  résultat  sera: 

Ni2s  =  {n—1)  (71  —  2). 

Pour  71  =  3  on  obtient  donc  : 

iVj  =  2  X  1  =  2. 

c)  Quatre  timbres.  Ici  les  entrecroisements  de  12  et  34  sont 
défendus.  Ayant  égard  à  ces  croisements,  on  peut  dresser  les 
tableaux  suivants.  (n=:8) 

12 


123 

12.3 

12. .3 

12. ..3 

12. ...3 

12 3 

1234 

1243 

124.3 

124. .3 

124. ..3 

124. ...3 

123.4 

12.34 

12.43 

12.4.3 

12. 4. .3 

12. 4. ..3 

123. .4 

12.3.4 

12. .34 

12. .43 

12. .4. 3 

12. .4. .3 

123. ..4 

12. 3. .4 

12. .3.4 

12. ..34 

12. ..43 

12. ..4. 3 

123. ...4 

12. 3. ..4 

12. .3. .4 

12. ..3. 4 

12. ...34 

12. ...43 

P,  =(n—  2)(n  —  3)  =  6x5  =  0x  —  1+6x5 
1.2 


132 

1.23 

1.2.3 

1.2. .3 

1.2. ..3 

1.2. ...3 

0 

1.234 
1.23.4 
1.23. .4 
1.23. ..4 

1.243 
1.2.34 
1.2.3.4 
1.2. 3. .4 

1.24.3 
1.2.43 
1.2. .34 
1.2. .3. 4 

1.24. .3 
1.2.4.3 
1.2. .43 
1.2. ..34 

1.24. ..3 
1.2. 4. .3 
1.2. .4. 3 
1.2. ..43 

P,  =  1x0  + (n  —  3)(n  — 4)  =  1x0  +  5x4 
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QUELQUES   REMARQUES  SUR   LA   SOLUTION 
1..2 


13.2 


1.32 


1..23 


1..2.3 


1..2..3 


1..2...3 


1342 


1432 


1..234 

1..23.4 

1..23..4 


1..243 

1..2.34 

1..2.3.4 


1..24.3  1..24..3 
1..2.43  I  1..2.4.3 
I..2..34I1..2..43 


P,  =  2xH-(n— 4)(n  — 5)  =  2xl  +  4x3 
1...2 


ï  3 . .  2 

1.3.2 

1..32 

1...23 

1. 

..2.3 

1. 

..2. .3 

134.2 
13.42 

143.2 
1.342 

14.32 
1.432 

1...234 
1...23.4 

1.. 
1.. 

.243 
.2.34 

1. 

.24.3 
.2.43 

P^  =3x2  + (n  —  6)  (n  —  6)  =  3x2  +  3x2 
1....2 


13...2 

1.3. .2 

1..3.2 

1...32 

1. 

..23 

1.. 

.2.3 

134. .2 
13.4.2 
13. .42 

143. .2 
1.34.2 
1.3.42 

14.3.2 
1.43.2 
1..342 

14. .32 
1.4.32 
1..432 

1.. 

..234 

1.. 

..243 

Ps=4x3  +  (n  — 6)(n  — 7)  =  4x3  +  2x  l 


13.. ..2 

1.3...2 

1.. 
1..3..2 

...2 
1...3.2 

1....32 

1....23 

134. ..2 
13. 4. .2 
13. .4. 2 
13. ..42 

143. ..2 
1.34. .2 
1.3.4.2 
1.3. .42 

14. 3. .2 
1.43. .2 
1..34.2 
1.3.42 

14. .3. 2 
1.4.3.2 
1..43.2 
1...342 

14. ..32 
1.4. .32 
1..4.32 
1...432 

0 

P,  =  5x4  =  (n  —  7)  (n- 8) +  6x4  +  1x0 
1 2 


13 2 

1.3. ...2 

1..3...2 

1...3..2 

1....3.2 

1 32 

134. ...2 

143.. ..2 

14.3. ..2 

14. .3. .2 

14. ..3. 2 

14. ...32 

13. 4. ..2 

1.34.. .2 

1.43. ..2 

1.4. 3. .2 

1.4. .3. 2 

1.4. ..32 

13. .4. .2 

1.3. 4. .2 

1..34..2 

1..43..2 

1..4.3.2 

1..4..32 

13.. .4.2 

1.3. .4. 2 

1..3.4.2 

1...34.2 

1...43.2 

1...4.32 

13. ...42 

1.3. ..42 

1..3..42 

1...3.42 

1....342 

1....432 

P,  =  6x5  +  (n  —  8)(n  —  9)  =  6x5  +  0x  —  1 
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Nous  avons  donc  à  additionner  (71  =  8): 

0  X  —  1  +  6  X  5 

1X0  +5X4 

2X1  +4X3 

3X2  +3X2 

4X3  +2X1 

5X4  +1X0 

6X5  +  0  X  — 1 

c.-à.-d.  =  2  (Ox  — 1  +  1x04-2x1  +3x2  +  4x3  +  5x4  +  6x5). 

L'expression  entre  .crochets  représente  une  série  de  deuxième 

ordre: 

0  0  1X2        6         12        20  30 

0  1X2  4  6         8         10 

1X2  2  2         2  2 

ayant  n  —  1  termes,  et  dont  la  somme  sera: 

{n-l){n-2)(n-d) 

ÏT2T3  ^^  ^  ^'• 

Nous  avons  donc: 
N.^s.  =  2  (1  X  2)  ^"-  ^)  ^"7^3)  ^^-^>  =^in-l)(n-2)(n  -  3). 

Avec  71  =  4  cela  devient: 

iV^=-|x6  =  4. 

Lorsqu'on  n'avait  pas  compté  les  entrecroisements  défendus 
de  12  et  34,  le  nombre  total  des  permutations  aurait  été  (le 
1  restant  immobile): 

(n—l)  (71  —  2)  (71  —  3), 

2 
tandis  que  maintenant  ce  nombre  s'élève  seulement  à  -5-  de  cette 

2 
valeur.  Cette  fraction  -«■  ^s*  obtenue  de  l'expression 

2  X  (1  X  2) 
1.2.3     • 

d)  Omq  tirribres.  Le  5  doit  être  placé  tellement,  que  23  et  45 
ne  s'entrecroisent  pas.  Cela  donne  (voiries  tableaux  précédents) 
pour  le  nombre  des  configurations  possibles  (71  =  8)  : 

ABcmvEs  vni.  9 


62 


QUELQUES   BEMARQUES  SUR   LA    SOLUTION 
12 


123 

'      12.3 

12. .3 

12. ..8 

12. ...3 

12 3 

1    1 
4 

0 

1    1 

1 

1         ! 
1 

2 

3 

4 

4 

3 

1 

1    1 

2 

3 

4 

4 

3 

2          1 

1 

2 
1    1 

3 

4 

4 

3 

2 

1 

3 

1    1 

4 

4 

3 

2 

i 

1 

0 

4 

1 1 

1.2 


132 

1.23 

1.2.3 

!' 

.2., 

3 

1 

1 

.2.. 

.3 

1 

.2. ...3 

1    i 
4 

0 

1  .j 

1 

1 

1 

2 

3 

(0) 

4 
4 
4 

3 
3 
3 

1 
1 1 

2 
2 

1 

1 
1 

2 
2 
I 

3 
3 

3 

1 1 

13.2  1.3! 


1..2 
1..23     i    1..2.3     i  1..2..3 


1..2...3 


4 
4 
4 


0 

I I 

3 
3 


1 

1 

I I 

2 


2 
2 


13. .2 

1.3.2 

1.. 
1..32 

.2 
1...23 

1...2.8 

1...2..3 

T 
1 

3 

1 — 1 
U 

4 

4 

1 — 1 

L—J 

4 
4 

0 

1 r 

8 

1 

1 

i 1 
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13. ..2 


1.3. .2         1..3.2 


1...32 


1....23 


1....2.3 


2 
2 
2 


3 

3 

I — I 
0 


4 
4 
4 


1.. 

...2 

13. ...2 

1.3.. .2 

1..3..2 

1...3.2 

1....32 

1 23 

T 

1 

2 

3 

4 

3 

T 

2 

3 

4 

3 

2 

T 

3 

4 

(0) 

3 

2 

1 

T 

4.    1 

1... 

...2 

13.... 

.2 

1.3. ...2 

1..3...2 

1...3..2 

1....3.2 

1 32 

'4' 

0 

1 

2 

3 

4 

4 

T 

1 

2 

3 

4 

4 

3 

T 

2 

3 

4 

4 

3 

2 

1 — 1 

1 

3 

4 

4 

3 

2 

1 

T 

4 

( — 1 

On  voit  donc  que  Ton  aura  en  somme: 


12 

1.2 

1..2 

ox  — 

1-1-5x4 

0X4 

-1-OX— 1 

0x3 

+  1X0 

1X0 

-1-4x3 

OX  — 

1+4X4 

1x4 

+  ox_i 

2X1 

-1-3X2 

1X0 

-1-3x3 

OX  — 

1  +  3x4 

3X2 

-1-2X1 

2X1 

+  2X2 

1X0 

+  2x3 

4X3 

-1-1X0 

3x2 

+  1X1 

2X1 

+  1X2 

5x4 

-l-OX-1 

4x3 

+  0X0 

3x2 

+  0X1 
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1...2 

0X2  +2X1 
1X3  +1X0 
2^4  +0X— 1 
OX  — 1  +  2X4 
1X0  +1X3 
2X1   +0X2 

OU  bien: 


1....2 
0X1  +3X2 
1X2  +2X1 
2X3  +1X0 
3X4  +0X  — 
0X_1  +  1X4 
1X0   +0X3 


l 2 

0X0   +4X3 


1X1 
2X2 
3X3 
4X4 
OX- 


+  3X2 
+  2X1 
+  1X0 


1 2 

OX  — 1  +  5X4 
1X0   +4X3 


2X1 
3X2 


+  0X— 1  4X3 
1+0X4    5X4 


+  3X2 
+  2X1 
+  1X0 
+  0X— 1 


•OX— 1  +  5X4 
1X0  +4X3 
2X1  +3X2 
3X2  +2X1 
4X3   +1X0 


L5X4   +0X— 1 

OX— 1  +  2X4 


OX— 1+4X4 

1X0   +3X3   «X-l+^X* 

+  2X1   +2X2+^^^   +^^V 
3X2   +1X1    ^Xl   +1X2-^ 

4X3   ÎOXO   ^^^   +«^^ 


OX— 1  +  1X4  . 
+  1X0   +1X3  +       ^     + 
^       ^     ^1X0   +0X3  ^ 
2X1   +0X2         ^ 


OX— 1+0X4   = 


,1 


:2  r  6X(0X— 1)  +  5X(1X0)  +  4X(2X1)  +  3X(3X2)  +  2X(4X3)+1X(5X4)J  + 
+  1  (5  +  4  +  3  +  2  + l+0)4  +  (4  +  3  +  2+l+0)3+(3  +  2  + 1+0)2  + 


+  (2  +  1+0)  l  +  (l+O)0  +  O(-l)n 


Il  y  a  donc  deux  séries  de  troisième  ordre.  La  première  donne  : 

0  0  2(n  — 4)  =  8       6(n  — 5)  =  18        24  20 

0        2(n  — 4)  4n  — 22  6         —4 

2(n  — 4)      2n  — 14  —4  —10 

—6  —6  —6 


dont  la  somme  sera  (w  —  2  termes)  : 


(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) 


1.2.3.4 

o  (n  ~  1)  (n  —  2)  (n  — 3)(w  —  4) 
1.2.3.4 


(a) 


La  deuxième  série  nous  fournit: 
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0  0  3  12  30         60 

0  3  9  18         30 

3  6  9  12 

3  3  3 

dont  la  somme  est  égale  à 

{n  —  2)  («-3)  (ro  —  4)  „ ^ (w -  2)  (n -  3)  (n _ 4)  (n  - 5)  ,  _ 

1.2.3         "*  "^  r:273~4  "^  - 

_g(rt-l)(n-2)(rt-3)(n-4)  „. 

En  additionnant  (a)  et  (jb),  nous  trouvons  donc: 

ff       -g/g  ,  o.(n-l)(^-2)(n-3)(n-4)_ 
^^158345  —  -^  ^z  4-  .^;  ^lT2T3~.'4  ~ 

=  ^  (n-l){n-2)(n-3){n-4), 
ce  qui  devient  pour  w  =  5  : 

En  vertu  des  entrecroisements  défendus  de  12  et  34,  23  et  45, 
le  nombre  des  permutations  possibles   s'élève  donc  seulement  à 

-jg-  du  nombre  normal. 

J'ai  ici  à  remarquer,  que  dans  l'évaluation  de  iVi284  =  4  il  y  avait 
dans  ce  4  un  nombre  de  groupements  avec  le  3  entre  le  1  et  le 
2  (1  3  2)  également  grand  qu'avec  le  3  en  dehors  de  12  (1  2  3), 
de  sorte  que  l'on  aura: 

(182)        (123) 

4  =  2  +  2. 


Dans  le  cas  de  n  =  5  nous  trouvâmes,  que  le  coefficient  du 
nombre  de  groupements  pour  le  nouveau  élément  5  est  pour 
chacun  des  deux  groupes  précédents  =  2,  quand  le  4  se  trouve 
entre  le  2  et  le  3  (2  4  3)  ;  et  =  3,  lorsque  le  4  se  trouve  en  dehors 
de  2  3  (2  3  4  ou  4  2  3).  Nous  pourrons  donc  écrire  : 

(182)  (123) 

(248)    (234)        (243)    (234) 

10  =  (2  +  3)  -h  (2  +  3). 
Et  nous  pourrions  continuer  avec  notre  synthèse  dans  la  même 
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manière.  Mais  il  est  à  prévoir,  que  les  difficultés  s'agrandisseront, 
sans  qu'il  soit  possible  de  trouver  une  loi  quelconque  pour  ces 
coefficients  2,  2  -+-  3,  etc.,  et  de  trouver  ainsi  la  solution  demandée 
du  problème. 

D'ailleurs,  on  pourrait  déterminer  ces  coefficients  au  moyen  des 
tableaux,  que  nous  avons  donné  sur  les  pages  16—48.  Ainsi  on 
trouvera  aisément: 

(12/8) 

N^=    2    -h    2  =2x2=4 

(2  8/4)  (28/4) 

iV5  =  (2  +  3)-H(2-h3)  =2  X    5  =  10 

jYfi  =  1(5  -^-  0)  +  (5  -+-  2)t  -+-  |id.î  =  2  x  12  =  24 

Ny  =  [j(10  -h  3)  -h  (0)t  +  î(6  +  8)  +  (3-h  3)}]  -h  [id.]  =  2  x  33  =  66 

etc. 
Mais  du  tableau 

5        0      5  2 

/\  /\        /\ 

10      3  6     8    3        3 

on  ne  peut  point  déduire  —  comme  nous  venons  de  le  remar- 
quer —  aucune  régularité  entre  ces  nombres  composants. 


VIII. 

Une  autre  manière  de  synthèse  directe  est  la  suivante. 
On  calculera  (p.  e   pour  n  =  6)  combien  de  croisements  simples 
donnent 

1^2—34        12—56        34-56        |        23-45. 

Nous  désignerons  ce  nombre  par  Pj. 

Ensuite  nous  évaluerons  le  nombre  de  croisements  doubles: 


12—34  (        12—34  j        12—56  | 
12—56  j        34—56  j        34—56  \ 

et  nous  le  désignerons  par  Pj 


12—34  I       12—56  I       34—56 


23—45  23—45  23—45  1  ' 


d'un  problème  de  la  „geometria  situs". 
Enfin  le  nombre  de  croisements  triples: 
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12—34 

12-34 

12—34 

12-56 

12-56 

12-56 

34—56 

34-56 

34—56 

23-45 

23-45    ) 

23-45 

SoitrsPj. 

Et  encore 

12—34 
12-56 
34-56  (  ' 


23—45 

80it  =  P4. 

Lorsque  JVg  représente  alors  le  nombre  des  configurations  pos- 
sibles de  6  timbres,  le  premier  timbre  restant  immobile,  nous 
aurons  évidemment: 

N,=5\~P,  -hP2_P3+p,. 

Car  lorsque  il  y  a  p.  e. 

A^  groupements  avec  1  croisement  seulement 


A, 

n 

» 

2  croisements 

w 

^3 

7J 

» 

3 

n 

^4 

w 

w 

4 

w 

on  aura  évidemment: 

Ai  +2^2  +3^3  +4A^ 
A^  +  3^3  +6^4 


simples  croisements  =  P, 


6^, 

doubles 

n 

=  ^« 

4^, 

triples 

yj 

=  J*3 

^. 

quadruples 

n 

=  A 

(a). 


La  grandeur  Pj  —  P^  +  P3  —  P4  sera  donc  : 

^1  +(2-  \)A^  -H  (3  — 3 -h  1)^3  -h  (4  —  6  + 4— I) il,  = 

=  ^1  +A^  4-^3  4- il,, 

et  nous  obtiendrons  le  nombre  de  configurations,  dépourvues  de 
croisements,  si  nous  retranchons  Pj  —  P^  +  P3  —  P,  du  nombre 
total  des  permutations,  51. 

C'est  ainsi  que  nous  trouvons  à  laide  du  tableau  suivant: 
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123456 
123465 

123546t 
123564 
123645t 
123654 


132 
132 
132 
132 
132 
132 


456- 
465" 

546*t 
564* 
645*t 
654* 


142356' 

142365* 

:*142536't 

•142563- 

!    142635't 

;*142653- 


152346" 

152364''t 
•152436" 

•152463'<t 

152634" 
•152643" 


162345" 

162354"t 
162435" 

162453"t 

162534" 

162543" 


•124356 

•124365 

124536t 

124563 

•124635t 

124653 


•134 

•134 

134 

134 

•134 

134 


256 

265 

526" 

562 

625" 

652 


143256 

143265 

143526' 

143562 

143625' 

143652 


153246^" 
153264^"t 

•153426" 

•153462 
153624^t 

•153642t 


163245-" 

163254'"t 

163425" 

163452 

163524^t 

163542t 


'125346 

•125364t 

125436 

125463t 

•125634 

125643 


•135246^"t 
•135264^" 

135426"t 
135462t 
•135624* 
135642 


145236*"t|    154236' 


145263*" 

145326"t 
145362t 
145623* 
145632 


154263^"1 

154326" 

154362 

154623't 

154632t 


164235*" 

164253^"i 

164325" 

164352 

164523*t 

164532t 


126345 
126354t 
•126435 

126453t 
•126534 
126543 


136245^"t 
136254^" 

•136425"t 
136452t 

•136524^ 
136542 


146235^"-t 

146253^" 

146325"t 

146352t 

146523^ 

146532 


156234 

156243 

156324^ 

156342 

156423^ 

156432 


165234 
•165243 

165324^ 
•165342 

165423* 

165432 


pour  P, 


à  droite 

Croisements  12—34 

=  40C) 

à  gauche 

12-56 

=  40(^) 

23-45  =  40  0 

34-56 

=  40  (t) 

Total  P,  =4x40=160. 
Pour  P^ : 


12—34 
12—56 

12—34 
34—56 

12—56 
34—56 


16C")        I 

16  et)     î 

16  ("t) 


12—34 
23—45 

12—56 
23—45 

34—56 
"23—45 


=  10C •) 

=  !*(• ") 

=  10  (* 1) 


Total  P2  =  48  +  34  =  82. 
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Pour  P3 : 


12-34 

12-56     =8  (-"t) 

34—56 


12—34 

12—56      =  4  (• 

23-45 


12—34   I  12—56    j 

34-56      =4  (• -t)       34-56      =4  (• "f) 


23—45    )  23—45 

Total  P3=8-»-  12  =  20. 
Et  finalement  pour  P^  : 

12—34  i 

12    56  r  —  a  c .  X  j.  V 

34-56  {-^^  T). 

23—45   ! 

Nous  avons  donc  (51  =  120): 

iVg  =  120  —  160  +  82  —  20  +  2  =  24- 
D'une  manière  tout-à-fait  analogue  nous  trouvons  pour  %  =  5: 

N,=4:\-P,+P,, 

oùP,=2x8=  I6;P2=2(P,  =12— 34et23— 45;Pj  =  ^=^j), 

donc  JVg  =24— 16  +  2  =  10. 

Et  de  même: 

iV,=31-P„ 

où  P,,  c.-à-d.  12 — 34,  =  2,  de  sorte  que  nous  aurons: 

iV^»=6  — 2  =  4. 
Les  nombres  P,  pour  w  =  4, 5  et  6  sont  : 

1x2  2x8  4x40, 

où  2,  8  et  40  sont  tous  =  -^  {n  —  1)  1 

Ce  résultat  serait  d'ailleurs  à  déduire  d'une  manière  tout-à-fait 
identique  à  celle  des  pages  59 — 65. 

Les  nombres  P^  seront  pour  w  =:  5  et  6  : 

0  4-2        3  X  16  +  (10  +  14  +  10) 

où  16  =^(n— 1)1  ;  2  et  10= -^(n— 1)1  ;  14  =  -^  (n— 1)1 
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4Q ïli,  j 

Les   doubles  croisements,  tels  comme  ,^    «^  ,  suivent  donc  une 

'  12—56)  ' 

■I  o Oâ       j 

autre  loi  que  ceux  comme  --^ — rr-    ;  e*  1©  nombre  de  croisements 

^  i23— 45    I 

^-7v     et  23^7^   ,  ayant  les  chiffres  234  ou  345  en  commun,  est 

autre  que  le  nombre  de  croisements  ««"ip:  L  ayant  seulement  25 

en  commun. 

Quant  à  P3,   ces   nombres  semblent  être  =~rc"  (^ — 1)!  chez 

12—84  J  1  12-34  i 

12—56    ,  et  =  -^^  (n  —  1  )  !  chez  12—56    etc. 
34—56  !  ^^  23-45  j 

L'évaluation  de  tous  ces  nombres  parait  donc  également  difficile 
que  le  calcul  des  nombres  composants  chez  notre  synthèse  du 
§  7,  et  nous  obtiendrons  aucun  résultat  appréciable. 

Non  plus,  si  nous  calculons  les  nombres  -4j,  -^2,  -^jCt^-^des 
croisements  —  simples,  doubles,  etc.  ~  du  tableau  précédent,  comme 
le  montre  le  tableau  suivant. 


0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

2 

2 

1 

2 

3 

2 

2 

0 

1 

2 

3 

2 

1 

2 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

2 

1 

1 

1 

0 

2 

2 

1 

1 

0 

3 

3 

1 

1 

2 

2 

2 

0 

0 

1 

I 

0 

2 

2 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

1 

1 

4 

3 

2 

2 

2 

3 

2 

3 

4 

0 

2 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

2 

1 

2 

2 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

â 

3 

0 

0 

1 

2 

3 

1 

1 

1 

3 

2 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 
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Nous  voyons,  que  Aj^=2^  A^  =  12,  A2  =  34,  A^  =  48,  -4^  =  24. 
Ces  nombres  peuvent  être  déduite  aussi  des  équations  (a),  qui 
donnent  : 


A,=P, 

=   2 

A,=P,-^P, 

=  12 

A^=:P^-SP^  +6P» 

=  34 

^,=Pi  — 2Pj  +  3P3 

-4P»  =48 

Mais  ces  nombres  offrent  aucune  régularité  distincte. 

D'ailleurs,  le  méthode  de  cette  dernière  synthèse  égale  fortement 
le  méthode  d'ERATHOSTÈNE,  pour  trouver  les  noinbres  premiers. 
Nos  nombres  -4  0 ,  désignant  combien  de  groupements  offrent  aucune 
croisement,  sont  comparables  aux  nombres  de  ces  nombres  pre- 
miers: ces  groupements  restent,  lorsque  tous  les  croisements, 
simples,  doubles,  triples,  etc.,  sont  éliminés  à  l'aide  de  divers 
cribles  consécutifs,  à  la  manière  de  ceux  d'ERATHosTÈNE. 

Il  est  donc  possible,  que  notre  problème  des  tirabres-poste  offre 
une  solution  non  plus  que  le  problème  célèbre  des  nombres  pre- 
miers, et  que  nous  pourrons  trouver  seulement  une  loi  limite^ 
lorsque  n  s'approche  à  00. 

Telle  est  la  situation  présente  de  la  solution  du  problème  diflBcile, 
proposé  par  M.  Lemoine,  et  dont  l'analyse  complète  sera  réservée 
aux  temps  futurs.  Peut-être  que  notre  Mémoire  aura  contribué 
un  peu  à  cette  solution  finale. 

1891— Février  1902. 


LES  CAUSES  PROBABLES  DU 

PHÉNOMÈNE  paléoglaciaire  PERMO-CARBONIFÉRIEN 

DANS  LES  BASSES  LATITUDES. 

(Deuxième   étude). 
PAR 

EUG.   DUBOIS. 


Dans  une  étude  antérieure  (ces  Archives,  Série  II,  Tome  VII, 
4me  Partie,  p.  311 — 362)  j'ai  exposé  comment  Tétat  glaciaire,  dont 
on  a  signalé  nombre  de  traces  évidentes  aux  basses  latitudes,  qui 
pour  la  plupart,  datent  certainement  de  la  fin  de  Tère  paléozoïque, 
pouvait  résulter  de  deux  causes  concomitantes. 

La  première  de  ces  causes  consistait  en  une  énergie  rayonnante 
du  Soleil  primitif  absorbée  dans  une  mesure  de  beaucoup  plus 
grande  dans  les  couches  supérieures  de  l'atmosphère,  la  seconde 
était  l'existence,  dans  ces  zones  subtropicales,  de  massifs  montag- 
neux assez  élevés  pour  provoquer  des  accumulations  de  neiges 
et  de  glaces. 

La  seconde  cause  était  autant  nécessaire  que  la  première.  Là  où  elle 
faisait  défaut  durant  l'époque  permo-carboniférienne,  comme  dans 
la  zone  subtropicale  de  l'Amérique  septentrionale,  on  ne  trouve 
aucune  de  ces  traces  paléoglaciaires.  Au  contraire,  les  conditions 
du  premier  ordre  ayant  été  réalisées  —  dans  notre  conception  — 
encore  longtemps  après  cette  époque,  le  phénomène  paléoglaciaire 
pouvait  se  produire  dans  des  formations  moins  anciennes  que 
celles  de  l'ère  paiéozoïque.  Il  semble  du  moins  que  cela  peut,  en 
effet,  avoir  été  le  cas  avec  certaines  des  formations  paléoglaciaires, 
signalées  de  l'Australie.  Si  nous  connaissons  spécialement  de  l'époque 
permo-carboniférienne  un  grand  nombre  de  traces  d'un  état  gla- 
ciaire prépleistocène  cela  est  en  rapport  avec  le  fait  que  dans  ces 
régions  existait  alors  un  régime  continental  bien  prononcé. 
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Faits  et  considérations  sur  le  caractère  de  Fénergie 
rayonnante  dn  Soleil  actuel  et  dn  Soleil  primitif.  — 

Nous  avons  admis,  dans  nos  recherches  sur  la  cause  extérieure 
au  globe,  qu'actuellement  une  grande  partie  de  l'énergie  rayonnante 
du  Soleil  appartient  aux  radiations  correspondant  aux  régions  des 
plus  courtes  longueurs  d'onde  du  spectre  visible.  Lorsque  notre 
luminant  était  encore  une  étoile  du  premier  type  spectral,  l'énergie 
de  la  région  ultra-violette  doit,  dans  cette  supposition,  par  le 
déplacement  du  maximum  de  l'énergie,  avoir  été  considérable,  et 
absorbée  par  les  couches  supérieures  de  notre  atmosphère,  elle 
doit  avoir  contribué  en  grande  mesure  à  élever  la  température 
de  ces  couches.  Nous  avons  supposé  que  cela  pouvait  même  ammener, 
pendant  le  jorit/r^)  une  inversion  de  température,  dont  devraient 
nécessairement  résulter  d'abondantes  condensations  de  vapeur 
d'eau  vers  le  30"^®  degré  de  latitude  N  et  S,  où  il  existait  un 
courant  d*air  descendant  ;  lesquelles  condensations  auraient  produit 
à  leur  tour  des  accumulations  de  glaces  sur  les  hauteurs  suffisam- 
ment élevées.  Il  est  à  noter  ici  que  l'élévation  de  la  température 
est,  pour  une  même  quantité  de  chaleur,  bien  plus  considérable  dans 
les  couches  supérieures  de  l'atmosphère  qu'au  niveau  du  sol,  de 
ce  chef  que  l'air  y  est  plus  rare.  En  effet  à  10  kilomètres  d'altitude 
l'air  est  déjà  si  rare  que  de  la  même  quantité  de  chaleur  absorbée 
résulterait  une  augmentation  de  la  température  de  3  fois  et  Vs,  et 
à  l'altitude  de  32  kilomètres  de  plus  de  100  fois  celle  de  l'air 
près  de  la  surface  terrestre 

Toutefois  on  peut  en  douter  si  l'énergie  des  radiations  ultra- 
violettes se  communique  bien  aux  couches  supérieures  de  l'atmos- 
phère entièrement  ou  pour  la  plus  grande  partie  en  forme  de 
chaleur,  et,  de  plus,  d'après  des  recherches  nouvelles  de  Langley, 
dont  les  résultats  n'ont  été  plubliés  que  tout  récemment,  on  peut 
prendre,  sur  la  distribution  de  l'énergie  radiante  dans  le  spectre 
du  Soleil  actuel  et  du  Soleil  primitif,  un  point  de  vue  différent 
de  celui  que  je  viens  d'énoncer. 

Dans  une  communication  faite  au  Nederlandsch  Nainiur-  en  Genees- 
kundig  Congres  à  Rotterdam  en  Avril  1901  ^),  partant  des  mêmes 
recherches  antérieures  de  Langley  sur  la  distribution  de  Ténergie 


^)  Pdr  mégarde  les  mots  cur-ivés  ont  été  omis  dans  la  communication  antérieure. 
*)  Handelingen  van  het  Achtste  Natuur-  en  Qeneeskundig  Congres  te  Rotter- 
dam. Fîaarlem,  IPOl,  png.  311-326. 
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dans  le  spectre  solaire,  j'avais  attribué  aux  radiations  ultra- violettes 
du  Soleil  primitif  un  effet  calorifique  pouvant  allentir  considéra- 
blement la  décroissance  de  la  température  avec  la  hauteur,  sans 
pourtant  produire  une  inversion  de  température.  Une  autre  partie 
importante  de  l'énergie  des  radiations  absorbées  servirait  à  ioniser 
les  couches  atmosphériques  supérieures  et  à  y  produire  des  noyaux 
pour  la  condensation  de  vapeur  d'eau,  d'où  pouvaient  résulter 
les  précipitations  abondantes  nécessaires  à  produire  des  grands 
glaciers.  Nous  verrons  dans  la  suite  que  la  cause  des  précipitations 
abondantes  que  je  viens  d'indiquer  a  très  probablement  joué  le 
rôle  principal  dans  les  phénomènes  qui  nous  occupent. 

Considérons  d'abord  ce  que  peuvent  nous  apprendre  les  nouvelles 
recherches  de  Langley.  Après  les  premiers  résultats  obtenus  par 
ce  savant,  qui,  par  ses  recherches  sur  l'énergie  dans  le  spectre  du 
Soleil,  s'est  acquis  un  mérite  impérissable,  on  a  longtemps  incliné 
à  attribuer  une  importance  trop  grande  à  la  perte  que  cette 
énergie  subit  par  la  réflexion  diffuse  des  radiations  de  moindres 
longueurs  d'onde  et  pas  assez  d'abord  à  l'énergie  dans  la  région 
infra-rouge  du  spectre.  En  1881  Langley  écrivait: ...  „the  beat 
maximum  in  a  normal  spectrum  is  not  in  the  ultra-red,  but 
is  at  least  as  far  up  the  spectrum  as  the  orange  near  D . . . . 
Thèse  measures  show  a  certain  approximation  of  the  „heat"  curve 
to   the    „light"   curve,   though  thèse  are  commonly  drawn  with 

their   maxima   in    entirely  différent  parts  of  the  spectrum 

the  great  proportion  of  ail  solar  heat  received  at  the  earth's 
surface  does  not  apparently  lie  in  the  non-luminous  parts  of  the 
spectrum.  Not  only  is  the  heat  maximum  in  the  luminous  part, 
but  the  total  sum  of  non-luminous  heat  (as  far  at  least  as  our 
measures  extend)  is  relatively  small,  the  joint  effects  of  ultra-red 
and  ultra-violet  radiations  (so  far  as  measured)  not  making  up 
the  sum  of  those  in  the  visible  portion"  *).  Dans  son  célèbre 
rapport  ^)  de  1884  il  attribuait  l'énergie  maximum  dans  le  spectre 
solaire  pour  la  limite  de  l'atmosphère  aux  radiations  dune  longueur 


*)  S.  p.  Langley,  The  Bolometer  and  Radiant  Energy.  Proceedings  of  the 
American  Academy  of  Arts  and  Sciences.  New  Séries,  Vol.  8.  Whole  Séries, 
Vol.  16.  (1881),  p.  858. 

*)  S.  P.  Langley,  Researches  on  Solar  Heat  and  its  Absorption  by  the  Earth's 
Atmosphère.  A  Report  of  the  Mount  Whitney  Expédition.  Washington  1884. 
United  States  of  America,  War  Département.  Professional  Papers  of  the  Signal 
Service,  XV. 

11* 
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d'onde  de  0,  u  5  ;  mais  des  recherches  ultérieures,  dont  les  résultats 
viennent  d'être  publiés,  ont  mené  dans  la  région  infra-rouge,  à 
la  découverte  de  nouvelles  énergies  considérables  qui  font  reculer 
le  maximum  de  l'énergie  dans  le  spectre  vers  cette  région.  Langley 
aujourd'hui  pense  que  la  région  ultra-violette  du  spectre  solaire 
„really  contains  much  less  than  one  hundredth  part  of  the  total 
solar   energy   which   exists.    Beyond   it   is   the  visible  spectrum, 

coiitaining  perhaps  one-fîfth  of  the  solar  energy" „on  the  right 

extends  the  great  invisible  spectrum  in  which  four-fifths  of  the 
solar  énergies  are  known  to  exist"  *). 

Il  est  vrai  que  par  cela  nos  conclusions  finales,  en  rapport  avec 
les  effets  de  l'énergie  radiante  ayant  primitivement  appartenue 
dans  une  plus  grande  proportion  aux  radiations  ultra-violettes, 
ne  devraient  pas  nécessairement  être  modifiées.  Si  nous  avons  pu 
essayer  d'évaluer  la  température  absolue  du  Soleil  primitif  et  le 
déplacement  de  l'énergie  maximum  dans  son  spectre  d'après  l'état 
actuel,  nous  avons  dû  appliquer  à  la  surface  radiante  du  Soleil 
les  lois  de  Stefan  et  de  Wien,  n'ayant  proprement  trait,  qu'aux 
corps  absolument  noirs  et  aux  températures  relativement  basses, 
tandis  que  nous  avons  affaire  ici  à  des  températures  de  plus  de 
7000°  et  à  un  corps  rayonnant  qui  pourrait  ne  pas  être  comparable 
à  un  corps  idéalement  noir. 

Serait  il  permis  de  comparer  le  rayonnement  du  Soleil  à  celui 
d'un  „corps  noir",  alors  on  pourrait,  nonobstant  les  résultats  nou- 
veaux de  Langley,  soutenir  que  ses  radiations  ont  eu  primitive- 
ment leur  maximum  d'énergie  dans  l'ultra-violet.  En  effet,  d  après 
des  considérations  sur  certaines  raies  du  magnésium  dans  le  spectre 
de  l'étincelle  électrique,  ayant  une  température  de  plus  de  15000°, 
qui  se  comportent  d'une  manière  toute  analogue  dans  le  spectre  des 
étoiles  du  premier  type  spectral.  Scheiner  ^)  conclut  que  la  tempéra- 
ture de  ces  étoiles  est  de  15000°  au  moins.  Si  donc  on  est  en  droit  d'ad- 
mettre pour  la  température  de  l'étincelle  électrique  15000°  à  20000° 
l'on  peut,  avec  le  savant  astro-physicien  de  Potsdam,  attribuer  à  la 


')  S.  P.  Langley,  The  New  Spectrum.  American  Journal  of  Science,  Fourth 
Séries,  Vol.  XL  New  Haven  (June  1901),  p.  405;  Idem,  Philosophlcal  Magazine, 
Sixth  Séries,  Vol.  2.  London  (July  1901),  p.  120-121. 

^)  J.  Scheiner,  Untersuchungen  ûber  die  Spectra  der  helleren  Sterne  nach 
photographischen  Aufnahmen.  Naturwissenschaftliche  Rundschau,  XI,  (1896), 
p.  19. 
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photosphère  des  étoiles  du  premier  type  spectral,  et  donc  aussi  de 
notre  Soleil  dans  son  état  primitif,  une  température  de  15000°,  au 
moins.  Si  même  Ténergie  maximum  du  Soleil  actuel  appartient 
à  la  longueur  d'onde  de  0,  fi  7,  dans  le  rouge,  on  trouve,  en 
appliquant  la  loi  de  Wien,  que  l'énergie  maximum  aurait  corres- 
pondu à  une  longueur  d'onde  située  loin  dans  l'ultra-violet.  Alors, 
d'après  la  loi  de  Stefan  la  radiation  aurait  été  plus  de  vingt  fois 
celle  d'aujourd'hui.  Toutefois,  nous  l'avons  déjà  dit,  on  peut  en 
douter  si  cette  loi  serait  applicable  à  un  corps  rayonnant  tel  que 
le  Soleil  et  à  ces  hautes  températures.  En  vérité  nous  ne  faisons 
ici  que  tâtonner  dans  l'obscurité. 

Nous  savons  cependant  que  les  étoiles  du  premier  type  spectral 
ont  une  atmosphère  très  épaisse  d'hydrogène  et  dont  la  température 
au  niveau  de  la  photosphère  est  de  beaucoup  plus  élevée  que  la 
température  de  la  photosphère  du  Soleil  actuel.  Nous  savons  en 
outre  que  la  chromosphère  de  notre  Soleil  avec  ses  protubérances, 
constituée  surtout  par  l'hydrogène,  est  une  atmosphère  comparable 
à  celle  des  étoiles  du  premier  type  spectral,  mais  beaucoup  moins 
épaisse  et  d'une  température  de  beaucoup  inférieure  à  celle  qu'ont 
ces  étoiles.  Or  V.  Schumann  a  démontré  que  l'hydrogène  in- 
candescent a  des  émissions  ultra-violettes  très  intensives,  même 
au-delà  de  la  longueur  d'onde  0,  .u  185,  qui  est  indiquée  par  la 
raie  extrême  de  l'aluminium.  Les  régions  bleues  et  violettes  du 
spectre  des  étoiles  du  premier  type  spectral  sont  extrêmement 
brilliantes;  si  leur  spectre,  comme  celui  du  Soleil,  se  termine 
brusquement  du  côté  de  l'ultra-violet  vers  la  longueur  d'onde 
d'un  peu  plus  de  0,i««29  (a  Lyrae,  d'après  Huggins,  vers  À='0,/*297; 
Soleil,  d'après  Cornu,  vers  À  =  0,  **  293)  cela  n'est  dû  qu'à  l'inter- 
ception de  la  majeure  partie  du  spectre  ultra- violet  par  l'absorp- 
tion énergique  qu'excerce  l'atmosphère  terrestre  sur  ces  radiations 
à  courte  longueur  d'onde. 

Ces  faits  nous  font  admettre  comme  certain  que  l'énergie  rayon- 
nante des  étoiles  du  premier  type  spectral  appartient  en  grande 
partie  aux  radiations  ultra-violettes  les  plus  réfrangibles.  Il  n'est 
pas  douteux,  qu'il  a  été  de  même  pour  le  Soleil  primitif. 

Effets  de  Fionisation  de  l'air  des  couches  atinosphéri- 
qnes  extérieures  par  les  radiations  ultra-yiolettes  de  très 

courtes  longueurs'  d'onde.  —  Cela  est  de  la  dernière  consé- 
quence pour  la  recherche  des  causes  du  phénomène  qui  nous  occupe. 
Bien   que  nous  abordions  ici  des  régions  encore  peu  explorées  de 
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la  science  (je  veux  parler  des  propriétés  remarquables  des  radiations 
des  plus  courtes  longueurs  d'onde),  il  me  semble  que  nos  connais- 
sances actuelles,  surtout  celles  acquises  dans  les  derniers  temps, 
nous  donnent  les  moyens  de  voir  plus  clair  dans  ce  phénomène. 

J'ai  exposé  que  déjà  Cornu  avait  démontré  que  dès  la  longueur 
d'onde  de  0,  .a  293  les  radiations  ultra-violettes  sont  absorbées  par 
les  couches  supérieures  de  l'atmosphère  suivant  une  progression 
extrêmement  rapide  lorsque  la  longueur  d'onde  diminue.  C'est 
ainsi  que,  tandis  que  les  radiations  de  0,  f*  293  ne  sont  absorbées 
qu'après  avoir  parcouru  Tépaisseur  entière  de  l'atmosphère,  Sohumann 
est  arrivé  au  résultat  remarquable  que  les  radiations  de  longueurs 
d'onde  plus  courtes  que  0,  .a  170  sont  absorbées  par  une  couche 
d'air  (à  760  mm.  de  pression)  de  1  mm.  d'épaisseur. 

Il  paraît  être  prouvé  par  les  recherches  de  Lenard  ^)  que  c'est 
l'énergie  des  radiations  de  longueurs  d'onde  inférieures  à  0,  19, 
absorbée  dans  les  couches  supérieures  très  rares  de  l'atmosphère, 
qui  y  sert  à  diviser  les  atomes  des  gaz  de  celle-ci  en  deux 
morceaux,  les  ions  libres  ou  électrons,  corpuscules  électrisés  posi- 
tivement et  négativement  et  se  mouvant  librement  dans  l'atmos- 
phère. Le  plus  petit,  chargé  négativement,  n'a  que  le  millième  de 
de  la  masse  de  l'atome,  dont  le  reste  est  chargé  positivement. 
Par  suite  de  cette  rupture  des  atomes,  la  dissociation  corpusculaire 
de  J.  J.  Thomson,  les  électrons  sont  d'abord  en  nombre  égal  dans 
Tair  sec.  Mais  que  l'air  portant  les  électrons  soit  saturé  de  vapeur 
d'eau,  qu'il  s'élève  et  subit  une  expansion  adiabatique  de  1,25  le 
volume  primitif  d'après  Wilson,  ce  qui  sera  le  cas  quand  il  s'élève 
de  2500  mètres  à  10°  C.  de  température,  et  les  ions  négatifs  servent 
de  „noyaux"  provoquant  une  déposition  en  gouttelettes  de  l'humidité, 
faisant  naître  un  nuage.  Pour  causer  une  seconde  condensation, 
provoquée  par  les  électrons  positifs,  il  faut  une  expansion  plus 
grande.  Les  gouttelettes  en  tombant  emportent  donc  en  général 
les  ions  négatifs  et  laissent  dans  l'air  un  excédant  d'ions  positifs  ^). 
La  Terre  est  ainsi  chargée  négativement. 


')  P.  Lenard,  Qeber  Wirkungen  des  ultravioletten  Lichtes  auf  gasfôrmige 
Kôrper.  Annalen  der  Physik,  4*^  Folge,  Bd.  I,  p.  486-507.  Leipzig  1900;  Ueber 
die  Electricitatszerstreuung  in  ultraviolet  durchstrahlter  Luft,  Ibid.  Bd.  III, 
(1900),  p.  298-819 

*)  J.  J.  Thomson.  Philosoph.  Mngazine,  London  1898,FifDh  Séries,  Vol.  46,  p.  628-545. 

C.  T.  R.  Wilson.  Philosoph.  Transactions,  Roy.  Soc.  Londen,  1900,  Séries  A,  Vol. 
198,  p.  289-808;  Nature,  Vol.  62,  p.  149. 
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En  outre  les  expériences  de  J.  J.  Thomson,  Zeleny,  Wilson  et 
autres  ont  prouvé  que  les  ions  négatifs,  sous  Tinfluence  de  forces 
^ectriques  égales  ont  une  vitesse  de  translation  plus  grande  que 
les  ions  positifs  plus  lourds  et  plus  lents.  Par  conséquent  si  Tair 
ionisé  passe  à  la  surface  d'un  conducteur  isolé  non  chargé,  les 
ions  positifs  et  négatifs  doivent  se  mouvoir  avec  des  vitesses  dif- 
férentes vers  ce  conducteur,  quoique  les  attractions  dans  le  champ 
inducé  par  leur  propre  charge  soient  égales.  La  masse  de  Tion 
négatif  étant  plus  petite  que  celle  de  Tion  positif,  celui-là  parcour- 
rera  en  temps  égal  une  distance  plus  grande  vers  le  conducteur  et 
pourra  lui  transmettre  sa  charge,  pendant  que  les  ions  positifs  plus 
lourds  et  plus  lents  à  se  mouvoir  sont  emportés  par  le  courant 
d'air.  Il  s'ensuit  qu'un  conducteur  entouré  par  de  l'air  ionisé  doit 
se  charger  tout  seul  et  négativement  jusqu'au  point  où  le  champ 
électrique  provoqué  par  cette  charge  ira  contrebalancer  la  différence 
entre  la  mobilité  des  ions.  Or  si  Tair  passe  par  l'intérieur  d'un 
conducteur,  la  charge  peut  atteindre  des  valeurs  beaucoup  plus 
grandes,  parce  que  pour  les  points  dans  l'intérieur  l'effet  compen- 
sateur de  la  charge  propre  augmentante  n'existe  pas.  Elster  et 
Geitel  ^)  ont  indiqué  que  de  cette  façon  le  globe  doit  être  chargé 
négativement,  surtout  là  où  à  sa  surface  les  bois  et  autres  végé- 
tations donnent  lieu  à  la  formation  de  nombreux  creux.  Le  champ 
électrique  du  globe  est  zéro  entre  les  troncs  des  arbres  et  les 
autres  parties  des  plantes;  il  peut  donc  s'y  faire  de  l'atmosphère 
une  libre  prise  d'électricité  négative.  La  charge  négative  du  globe 
ainsi  transmise,  répartie  à  la  surface  terrestre  en  équilibre  électro- 
statique, correspond  à  un  déficit  de  l'atmosphère  en  ions  négatifs, 
donc  à  un  excédent  en  ions  positifs.  Ainsi  nous  avons  jusqu'à 
une  certaine  hauteur,  3000  mètres  d'après  plusieurs  observateurs, 
au  dessus  de  cette  surface  un  air  très  riche  en  ions  positifs. 
Mais  cette  charge  positive  des  couches  inférieures  de  l'atmosphère 
comme  la  négative  de  la  surface  terrestre  ne  peut  surpasser  un 
certain  maximum;  car  bientôt  l'attraction,  par  la  charge  néga- 
tive du  globe,  des  ions  positifs  de  l'air  va  compenser  la  plus 
grande  vitesse  de  translation  des  ions  négatifs.  De  sorte  il  y  a 
'continuellement  neutralisation  d'électricité  négative  de  la  Terre, 
dans  la  plaine  nue  et  surtout  aux  cimes  des  montagnes  et  autres 


*)  J.  Elster  und  H.  Qeitel,  Beitrâge  zur  Kenntniss  der  atmosphârischen 
Elektricitât.  Meteorologische  Zeilschrift,  Wien,  Jahrgang  17,  (1900),  p.  226-231. 
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saillies  de  la  surface  terrestre,  tandis  que  d'autre  part  il  y  a 
regénération  de  la  charge  négative,  surtout  dans  les  bois  et  en 
général  aux  régions  couvertes  de  végétation  Déjà  depuis  long- 
temps on  sait,  par  les  recherches  de  Linss  ^),  que  cette  charge  se 
renouvelle  environ  chaque  100  minutes. 

L'énergie  des  radiations  ultra- violettes  de  très  courtes  longueurs 
d'onde,  absorbée  dans  les  couches  supérieures  très  rares  de  l'atmos- 
phère, y  sert  donc  à  effectuer  une  séparation  de  charges  électriques 
positives  et  négatives,  attachées  à  de  minimes  particules  se  mou- 
vant librement  dans  l'air.  Ces  ions  engendrés  dans  les  couches 
supérieures  de  l'atmosphère  suivent  les  mouvements  de  l'air  et 
parviennent  ainsi  dans  les  couches  atmosphériques  inférieures,  où 
les  rayons  ultra-violettes  à  très  courte  longueur  d'onde  ne  peuvent 
pénétrer.  L*air  portant  d'abord  des  ions  négatifs  et  positifs  en 
nombre  égal  doit  ainsi,  quand  il  descend  et  passe  en  l'effleurant 
sur  la  surface  terrestre,  perdre  de  la  manière  exposée  une  partie 
de  sa  charge  négative. 

Sans  doute  cette  théorie  de  Elster  et  Geitel  de  l'origine  de 
l'électricité  de  l'air  et  celle  de  la  surface  terrestre  est  bien  fondée. 
On  ne  peut  cependant  pas  affirmer  que  la  séparation  des  ions 
négatifs  et  positifs,  conséquence  de  leur  mobilité  différente  et  de  la 
plus  grande  facilité  qu'ont  les  premiers  à  produire  des  condensations 
de  vapeur  d'eau,  soit  le  seul  moyen  dont  la  Terre  est  chargée 
négativement.  D'après  d'autres  recherches,  en  effet,  il  semble  que  la 
charge  négative  de  la  Terre  est  surtout  effectuée  dans  les  régions 
polaires,  où  elle  se  trahit  par  l'aurore  boréale  et  l'aurore  australe. 

Le»  causes  des  aurores  polaires  et  des  phénomènes 
qui  les  aceompagnent.  —  Grâce  surtout  aux  recherches  de 
Paulsen  ^)  et  de  S  vante  Arrhenius  ^)  nous  commençons  à  com- 
prendre la  nature  et  à  voir  les  causes  des  aurores  polaires.  Ce 
sujet  est  encore  d'assez  grande  importance  pour  nous  pour  en 
parler  un  peu  plus  en  détail.  Paulsen,  dont  je  reproduis  dans 


1)  LiKss,  Ueber  einige  die  Wolken-  und  Luftelectricitât  betrefifonde  Problème. 
Meteorologische  Zeitschrift,  Berlin,  1887,  é^^  Jahrgang,  p.  864. 

*)  Adam  Paulsen,  Sur  la  nature  et  l'origine  de  Taurore  boréale.  Bulletin  de 
l'Académie  des  Sciences  et  des  Lettres  de  Danemark,  Copenhague,  pour  Tannée 
1894,  p.  148-168. 

*)  SvANTB  Arrhenius,  Ueber  die  Ursache  der  Nordlichter.  Physlkalische  Zeit- 
schrift, 2^^^  Jahrgang  (1901),  p.  81-87  et  97-105. 
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la  suite  les  conclusions  principales,  étudiant  la  nature  de  l'aurore 
boréale  au  moyen  d  expériences  feites  en  Groenland  et  au  Spitz- 
berg,  est  d  abord  conduit  à  considérer  ce  phénomène  comme  une 
lumière  fluorescente  produite  par  l'absorption  d'une  énergie  qui 
se  propage  par  la  voie  d'un  rayonnement  dont  la  source  d'émission 
se  trouve  dans  les  régions  supérieures  de  l'atmosphère.  Il  démontre 
que  les  courants  électriques  sont  des  effets  purement  secondaires 
de  l'aurore  ;  ce  ne  sont  pas  eux  qui  produisent  celle-ci,  mais  bien 
au  contraire  c'est  l'aurore  qui  produit  des  courants  électriques. 
Il  y  a  cependant  un  phénomène  électrique  présentant,  à  plusieurs 
égards,  des  analogies  avec  l'activité  rayonnante  qui  produit  l'aurore 
boréale.  C'est  le  rayonnement  électrique  émis  du  pôle  négatif  dans 
les  tubes  à  air  très  raréfié,  ce  sont  les  rayons  cathodiques.  Comme 
lieu  d'émission  du  rayonnant  auroral,  qui  peut  être  considéré 
comme  n'étant  qu'un  cas  spécial  des  rayons  cathodiques,  Paulsen 
admet  l'existence  d'une  couche  d'électricité  négative  répandue  dans 
les  parties  supérieures  de  l'atmosphère  L'électricité  étant  liée  à 
la  matière,  sa  distribution  doit  dépendre  des  mouvements  des 
parties  supérieures  de  Tatmosphère.  On  sait  que  la  valeur  moyenne 
du  potentiel  de  lair  est  le  plus  petite  dans  les  pays  polaires,*) ce 
qui  peut  s'expliquer  en  supposant  une  accumulation  vers  les  pôles 
de  l'électricité  négative  des  hautes  régions  de  l'atmosphère.  Le 
rayonnement  auroral  produit  une  perte  d'énergie  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu'aux  dépens  de  l'énergie  d'une  source  extérieure 
qui  la  donne  à  la  couche  électrique. 

La  couche  électrique  négative,  supposée  être  le  lieu  d'émission 
du  rayonnement  auroral,  ne  peut  pas  être  produite  par  des  sources 
existant  sur  la  Terre,  puisque  la  masse  correspondante  d'électricité 
positive  ne  s'y  trouve  pas 

Il  ne  semble  pas  douteux  que  l'énergie  aurorale  soit  d'origine 
solaire.  C'est  ce  que  prouvent  le  maximum  de  l'activité  aurorale 
aux  premières  heures  de  la  nuit  et  la  diminution  l)ien  constatée 
de  l'intensité  des  phénomènes  auroraux  pendant  la  nuit,  faits  qui 
montrent  que  la  source  de  l'énergie  à  laquelle  est  due  l'aurore, 
doit  être  renouvelée  chaque  jour.  C'est  ce  que  montre  encore  la 
période  de  11.1  ans  de  l'activité  du  Soleil  et  de  l'aurore  boréale; 


1)  Voir  les  observations  de  J.  Elstbb  au  Spitzberg,  in  Physikalische  Zeit 
schrift.  II,  p.  118,  (1901).  Le  courant  aérien  descendant  peut  contribuer  à  Tefifet 
observé  en  enrichant  d'électrons  les  coucbeà  inférieures  de  Tatmosphére. 
Archives  viii.  12 
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la  coïncidence  des  périodes  de  ces  aurores  et  celles  des  taches 
solaires  étant  extrêmement  nette  et  en  dehors  de  toute  contestation. 
Probablement  il  existe  encore  des  périodes  séculaires  d'une  durée 
plus  longue,  de  [55.5  ou  de  111  ans,  dans  lesquelles  les  aurores 
se  montrent  plus  intenses,  comme  déjà  de  Mairan  l'avait  établi 
dans  sa  recherche  classique.  ^)  Or,  on  sait  que  la  radiation  du 
Soleil  et  plus  forte  aux  années  de  maximum  des  taches  solaires.  ^) 
Si  Fénergie,  à  laquelle  est  due  l'aurore  boréale,  provient  d'une 
action  des  rayons  solaires,  c'est  dans  les  régions  équatoriales  que 
l'effet  doit  à  cet  égard  être  le  plus  intense.  Or,  puisque  l'aurore 
n'apparaît  que  très  rarement  dans  les  basses  latitudes  et  que  le 
phénomène  apparaît  après  le  coucher  du  Soleil,  le  rayonnement 
auroral  doit  provenir  d'une  perte  d'énergie  emmagasinée.  L'énergie 
aurorale  des  masses  électrisées  est  donc  le  plus  grande  dans  les 
régions  équatoriales,  mais  il  n'en  résulte  pas  que  cette  énergie 
doit  aussi  s'y  perdre.  Par  suite  des  mouvements  dans  les  couches 
supérieures  de  l'atmosphère,  les  masses  électrisées  sont  amenées  vers 
les  régions  polaires  et  elles  y  perdent  sous  forme  de  rayonnement 
auroral  leur  énergie  emmagasinée.  Probablement  les  masses  qui, 
par  le  rayonnement  solaire,  ont  emmagasiné  l'énergie  boréale,  sont 
portées  vers  les  pôles  par  des  courants  atmosphériques,  et  le 
courant  qui  amène  les  masses  électrisées  de  l'équateur  vers  les 
pôles  doit  nécessairement  descendre.  C'est  par  ces  courants  d'air 
qu'il  peut  avoir  lieu  à  d'autres  heures  du  jour  et  dans  des  régions 
qui  ne  reçoivent  que  peu  ou  pas  de  rs^diations  solaires  des  accu- 
mulations d'électricité,  et  que  des  décharges  avec  des  rayons  catho- 
diques dans  leur  suite  se  produisent.  Les  rayons  cathodiques 
auroraux  naissent  dans  un  air  si  rare  (jusqu'à  200  kilomètres 
d'altitude,  où  la  pression  n'est  guère  que  10~®  mm.),  qu'ils  n'y 
produisent  pas  des  phénomènes  lumineux  ;  mais  ils  pénètrent  plus 
loin  sans  absorption  sensible  dans  l'atmosphère.  Or  d'après  la 
nature  des  rayons  cathodiques  ils  ne  se  propagent  en  ligne  droite 
dans  un  champ  magnétique,  que  lorsqu'ils  ont  la  même  direction 
que  les  lignes  de  force  magnétique.  Autrement,  autour  de  cette 
direction   comme   axe,   ils   décrivent   des   lignes   hélicoïdales.    Si 


0  De  Mairan,  Traité  physique  et  historique  de  l'aurore  boréale,  2«  Edition, 
p.  179,  Paris  1764. 
*)  Savélieff,  Comptes  rendus  de  l'Acad.  d  Sciences,  Paris,  T.  118,  (1894),  p.  62. 
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l'angle  entre  les  rayons  cathodiques  et  les  lignes  de  force 
magnétique  est  petit,  ils  peuvent  pénétrer  à  une  grande  profondeur 
dans  Tatmosphère  avant  que  leur  énergie  se  trouve  entièrement 
absorbée  par  Tair.  Si,  au  contraire,  Tangle  est  grand,  le  rayon 
suit  également  une  ligne  hélicoïdale,  mais  d'un  diamètre  plus 
grand;  dans  ce  cas  l'absorption  se  fait  en  grande  partie  déjà  dans 
les  couches  supérieures  de  l'atmosphère.  La  situation  presque  ver- 
ticale des  lignes  de  force  du  champ  magnétique  de  la  Terre  dans 
les  régions  arctiques,  est  cause  que  les  aurores  polaires  pénètrent 
dans  ces  circonstances  jusque  dans  la  proximité  de  la  surface 
terrestre.  Aux  latitudes  moyennes  les  lignes  de  force  magnétique 
sont  beaucoup  plus  inclinées  ;  par  suite  Ténergie  sera  déjà  absorbée 
dans  les  couches  atmosphériques  supérieures  et  en  même  temps 
le  phénomène  est  beaucoup  plus  étendu.  Aux  environs  de  Téqua. 
teur  les  lignes  de  force  magnétique  sont  presque  parallèles  à 
la  surface  terrestre;  il  s'ensuit  que  les  rayons  cathodiques  n'y 
peuvent  pénétrer  dans  les  couches  atmosphériques  inférieures  et 
ne  sauraient  produire  des  phénomènes  auroraux  intenses.  Les 
décharges  n'y  provoquent  qu'une  lueur  diflfuse,  faible  et  très 
étendue.  A  mesure  qu'elles  se  distancent  de  l'équateur  les  lignes 
de  force  magnétique  se  dressent  et  par  conséquent  les  rayons 
cathodiques  pénètrent  de  plus  en  plus  profondément  dans  l'atmos- 
phère. Or  nous  savons  des  recherches  de  Lenard,  que  l'absorption 
des  rayons  cathodiques  dans  l'air  est  en  proportion  simple  avec 
la  densité  de  celui-ci,  par  suite,  c'est  seulement  quand  ils  arrivent 
aux  couches  d'air  plus  dense  (de  l'ordre  de  grandeur  de  0.01  mm. 
de  pression)  qu'ils  sont  fortement  absorbés  et  par  cette  absorption 
donnent  lieu  à  des  phénomènes  lumineux  plus  intenses.  Mais 
parcequ'aux  pôles  l'énergie  électrique  communiquée  par  les  radia- 
tions solaires  à  l'atmosphère  extérieure  est  peu  importante  il  doit 
y  avoir  autour  des  pôles  (et  des  pôles  magnétiques)  deux  anneaux 
où  les  aurores  se  développent  le  plus  souvent,  comme  il  est  en 
effet  le  cas.  C'est  ainsi  que  Arrhenius  explique  la  situation 
actuelle  des  zones  d'aurores.  D'après  Paulsen  elle  ne  dépen- 
drait que  des  mouvements  dans  les  plus  hautes  régions  de  l'atmos- 
phère. Probablement  ce  dernier  facteur  joue  un  rôle  important 
dans  la  délimitation  de  l'aurore. 

Il  s'ensuit  de  l'hypothèse  de  Paulsen  qu'une  grande  activité 
aurorale  sous  de  basses  latitudes  doit  affaiblir  l'intensité  du  phé- 
nomène dans  les  pays  arctiques.  C'est  ce  que  montrent  aussi  des 

12* 
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faits  signalés  relativement  au  contraste  de  la  fréquence  de  Taurore 
sous  les  basses  latitudes  et  sous  les  hautes. 

Arrhénius  vient  d'indiquer  laquelle  peut  être  l'origine  des 
masses  électriques  chargées  négativement  dont  Paulsen  a  supposé 
Texistensé  dans  les  parties  extérieures  de  Tatmosphère.  ^  )  Regardant 
les  choses  du  point  de  vue  de  la  théorie  électro-magnétique  de 
la  lumière  de  Maxwell  il  conclut,  que  le  côté  de  la  Terre  tourné  vers 
le  Soleil  est  parsemé  d'une  pluie  de  particules  négativement  char- 
gées, émises  par  le  Soleil,  plus  petites  que  1  /*,  qui  restent  dans  les 
couches  les  plus  hautes  de  l'atmosphère,  à  environ  200  kilomètres 
d'altitude.  En  se  déchargeant  partiellement,  pendant  le  jour,  sous 
l'influence  des  radiations  ultra-violettes,  pas  trop  loin  des  endroits 
où  les  particules  chargées  sont  tombées,  donc  surtout  dans  les 
régions  équatoriales,  il  se  produit  des  rayons  cathodiques.  Cepen- 
dant par  le  moyen  des  courants  aériens  des  accumulations  d'élec- 
tricité négative  peuvent  être  transportées  à  grandes  distances  et 
produire  des  rayons  cathodiques,  loin  des  lieux  qui  ont  reçu 
l'énergie  électrique  du  Soleil  et  longtemps  après  cette  insolation. 

Si  la  conception  de  Arrhénius  est  juste  la  quantité  de  particules 
négativement  chargées  expulsées  du  Soleil  doit  augmenter  avec 
l'intensité  du  rayonnement  solaire,  donc  aux  époques  de  maximum 
des  taches  solaires.  Certainement  la  charge  négative  des  couches 
extérieures  de  l'atmosphère  terrestre  augmente  quand  le  rayonne- 
ment solaire  devient  plus  énergique  ;  l'influence  de  celui-ci  sur  les 
rayons  cathodiques  auroraux  est  incontestable. 

Il  nous  reste  à  parler  d'une  propriété  très  importante  des  rayons 
cathodiques  auroraux.  On  connaissait  déjà  la  faculté  des  rayons 
cathodiques  ordinaires  de  provoquer  des  condensations  de  vapeur 
d'eau.  Or  Paulsen  a  démontré  que  les  aurores  boréales  sont 
accompagnées  par  la  formation  de  nuages  élevés,  consistant  en  de 
gouttelettes  d'eau  ou  de  cristaux  de  glace.  Dans  les  années  où  les 
aurores  boréales  sont  abondantes  les  nuages  supérieurs  sont  beau- 
coup plus  nombreux  que  dans  les  années  où  il  y  a  peu  d'aurores.  ^) 

D'après  Birkeland,  les  aurores  polaires  seraient  produites  par 
de   puissants   courants   électriques,   partant   des   régions  polaires, 


1)  Voir  aussi  l'article  en  français,  publié  par  le  premier  auteur  après  que  ces 

pages  étaient  écrites  :  S.  Abbhenius,  La  cause  de  l'aurore  boréale.  Revue  générale 

des  Sciences  pures  et  appliquées,  IS^  Année,  N^  2,  (80®  Janvier  1902),  p.  66—76. 

•  *)  Adam  Paulsen,  Wolkenbildung  durch  das  Nordlicht.  Meteorologische  Zeît- 

schrift,  Jahrgang  12,  p.  161-169,  Wien,  1896. 
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dirigés  horizontalement  dans  les  couches  aériennes  supérieures, 
lesquelles  doivent  émettre  des  rayons  cathodiques.  Or  comme  les 
gaz,  quand  ils  conduisent  Télectricité,  contiennent  des  noyaux 
capables  de  condenser  de  la  vapeur  d'eau,  il  pense  que  la  forma- 
tion de  nuages  supérieurs,  cirrus  et  cirro-stratus,  se  laisse  rattacher 
d'une  fiaçon  naturelle  à  ces  courants.  ^) 

Arrhenius  fait  remarquer  que  d'après  les  observations  de  Vogkl 
quelque  chose  d'analogue  semble  se  passer  sur  Jupiter.  Dans  les 
années  de  beaucoup  de  taches  solaires  cette  planète  apparaît  avec 
une  lumière  plus  blanche,  dans  les  années  de  peu  de  taches 
solaires  la  lumière  est  plus  rouge.  Comme  on  est  d'accord  que 
Jupiter  luit  d'autant  plus  rouge  que  l'on  peut  voir  plus  profondé- 
ment dans  son  atmosphère,  cela  ne  peut  être  attribué  qu'à  ce 
qu'aux  époques  de  maximum  des  taches  solaires  la  production  de 
nuages  sur  Jupiter  est  plus  abondante  qu'aux  époques  de  minimum. 
Sur  Jupiter  aussi  il  tombe  de  la  poussière  cosmique  négativement 
chargée  émanée  du  Soleil,  il  faut  donc  que  sur  cette  planète,  dans 
les  couches  supérieures  de  l'atmosphère,  il  existe  des  conditions 
analogues  à  celles  sur  la  Terre. 

D'après  Paulsen  il  faut  imputer  la  formation  de  nuages  par  les 
rayons  cathodiques  auroraux  à  la  production  abondante  d'ozone. 
En  efiet,  si  l'on  fait  passer  de  l'air,  ozonisé  par  des  décharges 
électriques,  à  travers  un  tube,  dont  la  surface  intérieure  est  mouillée 
d  eau,  il  se  produit  un  épais  brouillard  blanc  qui  peut  rendre  le 
vaisseau  au-dessus  de  l'eau  presque  opaque.  On  sait,  en  outre,  que 
la  production  d'ozone  est  très  favorisée  par  des  températures  basses. 
Si  donc  par  l'absorption  des  rayons  auroraux  il  se  produit  abon- 
damment d'ozone,  l'air  à  ces  altitudes  élevées  étant  très  souvent 
sursaturé  de  vapeur  d'eau,  ils  doivent  s'y  former  des  nuages. 

Que  l'ozone  soit  ou  non  l'intermédiaire  par  lequel  les  rayons 
cathodiques  font  naître  des  nuages  aux  altitudes  élevées  de  l'at- 
mosphère le  fait  de  cette  influence  est  mis  hors  doute  par  Paulsen. 

Conséquences  des  faits  connus  sur  l'ionisation  de  Fat- 
mosphère  et  le  rayonnement  cathodique  auroral  pour 
l'interprétation  du  phénomène  paléoglaciaire  dans  les 
régions  subtropicales.  —  A  présent  tournons  encore  nos  regards 


')  Kr.  Bibkelakd,  Résultats  des  recherches  magnétiques  faites  par  Texpédition 
norvégienne  de  1899-1900  pour  l'étude  des  aurores  boréales.  Archives  des  Sciences 
physiques  etnaturelles,106nio  Année,  é^ao  Période,  Tomel2,  p.  665-586,  Genève  1901. 
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vers  ces  âges  lointains  où  le  Soleil  était  une  étoile  du  premier  type 
spectral.  Quel  efPet  aura  eu  alors  Taugmentation  considérable  des  ra- 
diations de  très  courtes  longueurs  d'onde,  dont  la  réalité  n'est  pas 
douteuse,  et  quel  aura  été  Teffet  de  Taugraentation,  à  ces  âges,  de  la 
charge  électrique  négative  des  couches  extérieures  de  l'atmosphère 
terrestre,  dont  la  réalité,  d'après  les  recherches  de  Paulsen  et  Arrhe- 
Nius  et  par  analogie  avec  ce  que  nous  observons  aux  époques  de 
maximum   de  taches  solaires,  est  presque  également  indiscutable? 

Nous  savons  que  les  radiations  ultra-violettes  de  Lenard,  cor- 
respondant à  des  longueurs  d'onde  allant  de  0,  /i  19  à  0,  /ti  14  et 
sans  doute  au  deçà,  sont  capables,  par  l'ionisation  de  l'atmosphère 
extérieure,  de  provoquer  la  formation  de  nuages  dans  un  air  con- 
tenant de  la  vapeur  d'eau  sursaturée.  La  même  capacité  ont  les 
rayons  cathodiques  émises  par  la  couche  atmosphérique  extérieure 
négativement  électrisée.  Mais  tandis  que  les  ions  qui  sont  engendrés 
dans  l'atmosphère  extérieure,  entrainés  par  les  courants  d'air, 
arrivent  en  bon  nombre  aussi  aux  couches  inférieures  de  l'atmos- 
phère, et  peuvent  y  provoquer  des  condensations  de  vapeur  d'eau,  les 
rayons  cathodiques,  prenant  origine  à  cette  couche  atmosphérique  ex- 
térieure négativement  chargée,  ne  peuvent  descendre  jusqu'aux  cou- 
ches atmosphériques  plus  proches  de  la  surface  terrestre  qu'aux  régions 
polaires.  Ainsi  leur  effet  condensateur  doit  généralement  trouver  sa 
limite  inférieure  à  la  hauteur  des  cirrus,  où  la  teneur  en  vapeur  d'eau 
est  minime  ;  seulement  aux  régions  polaires  il  peut  se  faire  valoir 
dans  des  couches  atmosphériques  plus  basses. 

C'est  une  conséquence  des  conditions  des  mouvements  généraux 
de  l'atmosphère,  dont  sont  représentées  ci-contre  en  coupe,  aux 
différentes  hauteurs  dans  l'atmosphère,  les  composantes  suivant  le 
méridien.  En  effet,  les  masses  électriques  négatives  de  la  couche 
extérieure  sont  emportées  par  le  courant  d'air  supérieur  qui  se 
meut  de  l'équateur  vers  les  pôles,  et  bien  que  dans  ce  trajet 
beaucoup  de  cette  énergie  soit  perdue  en  rayons  cathodiques 
absorbés  dans  un  air  rare  et  par  conséquent  sans  production  de 
phénomènes  lumineux,  un  part  considérable  arrive  aux  régions 
polaires  et,  suivant  la  grande  circulation  atmosphérique,  doit  y 
descendre  jusqu'à  certaine  hauteur. 

Les  rayons  cathodiques  suivant  des  voies  plus  droites  et  ainsi 
pénétrant  plus  profondément  dans  l'air  inférieur  plus  dense,  y 
produisent  des  aurores  Vers  la  latitude  30'  N  et  S  il  y  a  aussi 
un  mouvement  descendant  de  l'air,  mais  seulement  dans  la  moitié 
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inférieure  de  Tatmosphère.  Il  s'ensuit  que,  dans  Tétat  actuel  des 
choses,  les  masses  électriques  négatives,  bornées  aux  plus  hautes 
couches  atmosphériques,  n'y  peuvent  arriver  dans  ce  courant  d'air 
descendant.  Que  cependant  la  charge  négative  de  la  couche  exté- 
rieure soit  suffisamment  plus  forte,  et  par  conséquent  cette  couche 
négativement  chargée  plus  épaisse,  comme  il  paraît  bien  avoir 
été  le  cas  aux  âges  où  le  rayonnement  solaire  était  beaucoup  plus 
intense  et  surtout  plus  riche  en  radiations  ultra-violettes,  et  le 
courant  d'air  descendant  y  entraîne  une  partie  de  ces  masses 
électriques  négatives  dans  des  régions  beaucoup  plus  basses  de 
l'atmosphère.  La  naissance  des  rayons  cathodiques  y  aurait  alors 
eu  lieu  à  un  niveau  de  beaucoup  inférieur  à  celui  d'aujourd'hui, 
et  malgré  leur  direction  en  lignes  hélicoïdales,  par  laquelle  ils 
étaient  empêchés  de  pénétrer  ailleurs  jusqu'aux  couches  atmosphé- 
riques inférieures,  ils  pouvaient  bien  y  pénétrer  vers  cette  latitude. 

Leur  absorption  devait  donc  se  faire  à  des  hauteurs  où  la 
quantité  de  vapeur  d'eau  contenue  dans  l'air  peut  être  considérable. 
Or  l'air  à  ces  altitudes  devra  nécessairement  avoir  été  extrêmement 
sursaturé  de  vapeur  d'eau,  parce  que  aux  environs  de  l'équateur, 
en  conséquence  du  fort  courant  ascendant  permanent  de  l'air,  les 
ions  condensateurs  de  la  vapeur  d'eau  devaient  être  au  minimum. 
Vers  la  latitude  de  30'  N  et  S  l'air,  ayant  absorbé  les  rayons 
cathodiques  à  des  altitudes  de  beaucoup  moins  élevées  qu'ailleurs 
aux  basses  latitudes,  devait  donc  en  descendant  se  mêler  à  l'air 
sursaturé  de  vapeur  d'eau  apporté  de  l'équateur  et  à  un  niveau 
où  la  quantité  absolue  de  cette  vapeur  pouvait  être  grande. 

Probablement  l'absorption,  dans  les  couches  atmosphériques 
supérieures,  des  radiations  ultra-violettes  de  plus  grandes  longueurs 
d'onde  que  celles  de  Lenard,  jusqu'à  0,  .a  293 ,  contribuait  beaucoup 
à  ce  dernier  effet.  Rappelons  nous  qu'en  conséquence  de  la  cir- 
constance que  l'air  devient  plus  rare  avec  l'altitude  dans  une 
progression  très  rapide,  une  quantité  médiocre  de  chaleur  doit 
déjà  suffire  dans  ces  hautes  régions  à  élever  de  beaucoup  la  tem- 
pérature. Si  donc  l'absorption  de  chaleur,  augmentant  avec  l'altitude, 
y  était  très  importante  il  devait  en  résulter  sinon  inversion  de 
température,  du  moins  ralentissement  considérable  de  la  décrois- 
sance des  températures  avec  l'altitude.  Déjà  de  cette  circonstance 
il  s'ensuit  qu'à  l'équateur,  dans  le  courant  d'air  ascendant,  la 
vapeur  d'eau  devait  se  condenser  moins  facilement,  vers  le  30™* 
degré  de  latitude,  au  contraire,  avec  beaucoup  moins  de  difficulté 
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qu'aujourd'hui.  Ainsi  la  quantité  de  vapeur  d'eau  pouvant  être 
grande,  même  à  des  altitudes  élevées,  les  condensations  provoquées, 
dans  les  zones  subtropicales  des  vents  descendants,  par  les  ions 
négatives  et  les  rayons  cathodiques  seraient  très  abondantes. 

Une  partie  de  l'énergie  électrique  de  l'atmosphère  extérieure 
étant  ainsi  déjà  consommée  sous  les  basses  latitudes,  le  rayonne- 
ment cathodique  sous  les  hautes  latitudes  ne  devait  pas  nécessaire- 
ment avoir  été  de  beaucoup  plus  intense  qu'il  ne  l'est  aujourd'hui. 
En  effet  Paulsen  a  déjà  remarqué,  qu'actuellement  une  grande 
activité  aurorale  sous  de  basses  latitudes  afiPaiblit  l'intensité  du 
phénomène  dans  les  pays  arctiques. 

En  dehors  de  ces  phénomènes  auroraux  ou  cathodiques,  il  devait 
résulter  de  la  plus  forte  ionisation  de  la  couche  supérieure  de  l'air 
ou  de  la  plus  grande  épaisseur  de  cette  couche,  directement  ionisée 
par  absorption  des  radiations  de  Lenard,  que  des  ions  libres 
entrassent  en  grande  abondance  dans  le  courant  d*air  descendant 
à  la  latitude  30^  N  et  S.  Mais  en  descendant,  cet  air,  extrêmement 
riche  en  ions  condensateurs  de  vapeur  d'eau,  y  venait  encore  en 
contact  et  devait  se  mêler  avec  l'air  apporté  de  l'équateur,  sur- 
saturé plusieurs  fois  de  vapeur  d'eau,  et  à  des  températures  pas 
trop  basses  pour  que  sa  quantité  absolue  ne  fut  grande. 

De  l'une  et  de  l'autre  cause  devaient  donc  résulter,  à  ces  latitudes 
subtropicales,  d'abondantes  précipitations,  à  l'état  solide,  parce  que 
les  condensations  devaient  se  faire  (par  suite  de  l'absorption  des 
rayons  cathodiques  se  mouvant  en  lignes  hélicoïdales  et  du  contact, 
à  une  hauteur  considérable,  de  vapeur  d'eau  sursaturée  avec  de 
Tair  très  riche  en  ions  condensateurs)  à  des  altitudes  encore  assez 
élevées,  où  régnaient  des  températures  certainement  de  beaucoup 
inférieures  à  O"*  C.  Et  quoique  dans  ce  courant  descendant  l'air 
se  réchauffe,  cette  chaleur,  résultant  de  la  compression  de  l'air, 
devait  être  rendue  inefficace  par  le  froid  de  l'évaporation  et  de  la 
liquéfaction  d'une  partie  insignifiante  des  abondantes  masses  de 
glace  dont  cet  air  descendant  était  mêlé. 

Par  la  voie  suivie  dans  cette  étude  nous  sommes  donc  encore 
menés  à  considérer,  comme  principe  du  phénomène  paléoglaciaire 
dans  les  zones  subtropicales,  l'énergie  excessive  communiquée  par 
le  Soleil  primitif  aux  couches  extérieures  dç  l'atmosphère  terrestre, 
renversant  complètement  les  effets  climatologiques  actuels  des  vents 
descendants  qui  sont  le  propre  de  ces  zones. 
Hablem,  janvier  1902. 
Archives  vni.  13 
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Il  vient  de  paraître,  après  que  ces  lignes  étaient  écrites,  une 
importante  contribution  à  la  connaissance  du  phénomène  paléo- 
glaciaire dans  TAfrique  australe,  par  les  membres  de  la  Commission 
Géologique  de  la  Colonie  du  Cap  ^). 

G.  S.  CoRSTORPHTNE,  directeur  de  cette  Commission,  donne 
d'abord  une  admirable  revue  des  principales  recherches  sur  la 
nature  des  conglomérats  paléozoïques  dans  l'Afrique  australe.  Puis, 
en  considérant  les  faits  à  présent  connus,  il  est  conduit  à  la 
conclusion  qu'il  faut  dififérencier  le  conglomérat  glaciaire  du  nord 
(Prieska,  Kimberley,  Vereeniging,  Vrijheid)  du  conglomérat  du 
sud  ou  conglomérat  de  Dwyka  proprement  dit  (de  Matjesfontein 
à  Grahamstown).  De  ces  dépôts,  quoiqu'ils  sont  contemporains, 
seulement  le  conglomérat  du  nord  de  l'Afrique  australe  est  une 
moraine  profonde,  produite,  vers  la  fin  de  l'ère  paléozoïque,  par 
une  activité  glaciaire  de  longue  durée  sur  une  surface  terrestre. 
Cette  surface  n'était  probablement  pas  couverte  d'une  nappe 
glaciaire  continue,  car  on  peut  regarder  l'absence  de  continuité 
du  conglomérat  en  Transvaal  comme  étant  originelle  et  pas 
entièrement  due  à  la  dénudation.  Le  conglomérat  du  sud,  au 
contraire,  est  un  dépôt  formé  sous  l'eau,  probablement  d'un  grand 
lac,  dans  laquelle  flottaient  les  icebergs,  naissant  à  la  côte  septen- 
trionale par  la  rupture  continuelle  du  front  des  glaciers  descendant 
des  massifs  montagneux  du  nord.  Ces  glaciers  transportaient  les 
débris  glaciaires  et  les  blocs  striés  Lorsque  les  glaces  diminuaient 
et  se  retiraient  de  la  côte  du  lac,  des  fleuves,  alimentés  par  les 
eaux  de  fusion  des  glaces,  charriaient  de  la  boue  qui  s'accumulait 
au-dessus  du  conglomérat  mixte  sur  le  fond  du  lac. 

C'est  ainsi  que  s'expliquent  les  différences  observées:  Le  con- 
glomérat du  sud  est  séparé  des  couches  subjacentes  de  Witteberg 
par  des  schistes  à  restes  végétaux,  schistes  identiques  avec  ceux 
intercalés  dans   le   conglomérat  et  au-dessus;   le  conglomérat  du 


')  Annual  Report  of  the  Oeological  Commission-Department  of  Agriculture. 
Cape  of  Good  Hope,  1899,  p.  4-29  et  86-97.  Cape  Town,  1900. 
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nord  repose  sur  des  roches  plus  anciennes  que  la  série  de  Witte- 
berg.  Le  conglomérat  du  sud  est  concordant  avec  les  couches 
au-dessous  et  au-dessus  ;  le  conglomérat  du  nord  olBfre  une  discordance 
de  stratification  nette  avec  les  couches  au-dessous  et  en  quelques 
endroits,  probablement,  aussi  au-dessus.  Le  conglomérat  du  sud 
est  distinctement  stratifié;  dans  le  conglomérat  du  nord  la  strati- 
fication est  généralement  absente.  Dans  le  conglomérat  du  sud  les 
blocs  sont  de  provenance  lointaine,  quelques-uns  certainement 
détachés  de  roches  situées  au  nord,  mais  leur  caractère  pétrogra- 
phique  est  uniforme,  depuis  Matjesfontein  jusqu'à  Grahamstown; 
dans  le  conglomérat  du  nord  les  blocs  sont,  généralement,  d'origine 
locale  et  leur  caractère  est  variable  selon  les  endroits. 

Par  ces  faits  donc  Corstorphine  est  conduit  à  la  conclusion, 
très  importante  pour  Tinterprétation  du  phénomène  paléoglaciaire 
dans  l'Afrique  australe,  que  les  centres  de  dispersion  des  glaces 
doivent  avoir  été  dans  le  nord  de  cette  région. 

Dans  un  rapport  spécial  (p.  86 — 97)  A.  W.  Rogers  et  E.  H.  L. 
ScHWARz  donnent  encore  dss  détails  de  leurs  recherches  sur  le 
conglomérat  glacial  dans  les  districts  de  Hope  Town  et  de  Prieska, 
recherches  mentionnées  déjà  dans  notre  première  étude. 


SUR  LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES  PAR  LE 
COURANT  ÉLECTRIQUE 

PAR 

E.   VAN   DER   VEN. 


Depuis  bientôt  un  demi-siêcle  notre  connaissance  du  trausport 
des  liquides  par  le  courant  électrique  est  basée  sur  les  recherches 
de  M.  G.  WiEDEMANN  ^),  partiellement  répétées  et  sanctionnées 
vingt-sept  ans  plus  tard  par  celles  de  M.  C.  Freund  2). 

En  étudiant  ces  recherches,  j'ai  été  frappé  de  l'absence  totale 
d'une  correction  des  données  directes  de  l'observation,  dont  la 
nécessité  me  semble  sauter  aux  yeux. 

Je  veux  parler  de  la  part  que  la  pression  hydrostatique  doit 
avoir  au  transport  total,  pression  qui  a  son  origine  dans  la  difié- 
rence,  continuellement  croissante,  entre  les  poids  spécifiques  des 
solutions  de  sels  métalliques,  séparées  par  une  cloison  poreuse. 
Tandis  que  le  métal  est  déposé  par  le  courant  à  la  cathode,  il  se 
reforme  du  sel  à  l'anode:  et  comme  les  deux  solutions  ne  corres- 
pondent qu'imparfaitement,  le  poid  spécifique  de  celle  qui  remplit 
le  vase  poreux,  et  dans  laquelle  la  cathode  est  plongée,  s'abaisera 
bientôt  au-dessous  de  celui  de  la  solution  qui  environne  ce  vase 
et  dans  laquelle  se  trouve  l'anode  ;  cette  différence  doit  aller  sans 
cesse  en  augmentant. 

Pour  me  convaincre  de  l'importance  de  l'effet  que  la  pression 
hydrostatique,  résultant  de  cette  différence  des  poids  spécifiques, 
doit  avoir  sur  le  transport  total,  j'ai  entrepris  la  série  d'observa- 
tions suivante,  pour  lesquelles  je  me  suis  servi  d'un  appareil  en 
tout  conforme  à  celui  dont  M.  Wiedemann  a  fait  usage  et  dont  on 
trouve  la  description  dans  chaque  manuel  de  quelque  importance. 

»)  G.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.,  163,  pag.  321.  (1862). 
»)  a.  Freund,  Wied.  Ann.,  248,  pag.  44.  (1879). 
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La  solution  de  sulfate  de  cuivre,  dont  les  deux  vases  ont  été 
remplis  jusqu'au  même  niveau,  contenait  10  parties  de  sulfate  sur 
100  parties  d'eau  distillée  (Poids  spéc.  1.064).  Le  courant  était 
fourni  par  un  accumulateur  {E=2  volts). 


17  juin  1901. 

Temp. 

Intensité 

Durée  de  l'écoulement. 

Poids  du 

du  courant. 

liquide  écoulé. 

15°  C. 

1.7     Amp. 

p.   57n>. 

_    2^- 

12-"- 

1.635  gr. 

2    30 

45 

.665    „ 

50 

3 

5 

.720    „ 

3    14 

29 

2.020    „ 

17°  C. 

33 

48 

.050    „ 

52 

4 

7 

.135    „ 

4    14 

29 

.260    „ 

17°  C. 

1.6     Amp. 

33 

48 

.350    „ 

18  juin 

(suite) 

13°8C. 

1.56  Amp. 

gh.   31  m. 

-    9»>- 

46".. 

2.235  gr. 

51 

10 

6 

.270    „ 

10    14 

29 

.410    „ 

34 

49 

.565    „ 

54 

11 

9 

.580    „ 

11     14 

29 

.610    „ 

16°4  C. 

1.48  Amp. 

34 

49 

.650    „ 

Total  .  .  33.145  gr. 

Il  ressort  de  ces  observations  que  le  poids  des  quantités  écoulées 
va  toujours  en  augmentant  et  on  pourrait  croire  que,  le  transport 
étant  proportionnel  à  l'intensité  du  courant,  cette  augmentation 
devrait  être  attribuée  à  l'élévation  de  la  température  et  par  suite 
du  pouvoir  conducteur  des  solutions,  occasionnée  par  le  passage 
du  courant.  Mais,  comme  Ton  voit,  l'intensité  du  courant  va 
plutôt  en  diminuant,  une  circonstance  que  nous  croyons  devoir 
expliquer  par  le  fait,  que  le  rapport  dans  lequel  la  diminution 
de  la  densité  des  solutions  nuit  à  leur  pouvoir  conducteur  l'emporte 
sur  le  rapport,  dans  lequel  l'élévation  de  la  température  lui  est 
favorable. 

Nous  ferons  voir  que  c'est  en  efiPet  la  difiérence  continuellement 
croissante  entre  les  poids  spécifiques  des  deux  solutions  qui  est  la 
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cause  probable  de  Terreur  constante  dont  nos  observations  sem- 
blent être  afiFectées. 

Les  observations  étant  terminées,  j'ai  déterminé  les  poids  spéci- 
fiques des  deux  solutions;  j'ai  trouvé  pour  celui  de  la  solution 
intérieure  1.021  et  pour  celui  de  la  solution  extérieure  1.069. 

Donc,  à  la  fin  des  observations  c'était  comme  si  les  deux 
vases  étaient  remplis  d'une  solution  de  même  poids  spécifique 
(1.021),  mais  que  la  hauteur  de  la  solution,  qui  entourait  le  vase 

poreux,  était  devenue  z^^^  =  1.048  fois  plus  grande  que  la  hau- 
teur du  liquide  continu  dans  ce  vase;  comme  le  vase  poreux 
était  haut  de  15  c  M.,  cette  colonne  liquide  imaginaire  serait 
haute  de  15.72  c  M 

Supposons  maintenant  que  la  différence  des  poids  spécifiques 
ait  varié  proportionnellement  au  temps  ;  alors,  à  la  fin  de  chacun 
des  quinze  quarts  d'heure  que  les  observations  ont  duré,  il  a  du 
exister  à  l'extérieur  un  excès  de  pression  hydrostatique,  occasionnée 
par  les  difiérences  de  poids  des  colonnes  liquides,  qui  correspon- 
dait successivement  à  des  hauteurs  de  0.048,  0  096,  0.092,  etc 

0  36;  0  72  c  M.,  pour  un  poids  spécifique  commun  de  1.021.  Si, 
pendant  les  quinze  quarts  d'heure,  le  niveau  extérieur  s'était 
continuellement  élevé  de  0.36  c.M.  au-dessus  du  niveau  intérieur, 
la  pression  hydrostatique  aurait  également  contribué  au  trans- 
port total. 

Pour  déterminer  directement  cette  quantité,  j'ai  d'abord  rempli 
les  deux  vases,  jusqu'au  diamètre  horizontal  du  tube  d'écoulement, 
d'une  solution  de  sulfate  de  cuivre  d'un  poids  spécifique  1.021  ; 
pais,  après  avoir  indiqué  sur  le  tube  vertical  le  point,  qui  était 
élevé  de  10  x  3.6  m  M  au-dessus  dû  niveau  commun,  j'ai  maintenu 
le  vase  extérieur  rempli  jusqu'à  ce  point  pendant  quinze  quarts 
d'heure  consécutifs.  La  quantité  de  liquide,  qui  s'est  écoulée  sous 
l'influence  de  la  pression  hydrostatique  seule,  atteignait  un  poids 
de  84.5  gr.;  soit  donc  8.45  gr.  pour  une  difîérence  de  hauteur 
de  3.6  c.M. 

Corrigeons  maintenant  les  poids  des  quantités,  écoulées  pendant 
chacun  des  quarts  de  heure,  en  tenant  compte  de  la  partie  que 
la  pression  hydrostatique  y  a  contribué. 

Pour  le  poids  de  la  quantité  écoulée  pendant  le  dernier  quart 
d'heure  nous  avons  trouvé  2  650  gr.  et  pour  celle  écoulée  pendant 
le  premier   quart  d'heure,   1.635;   différence:    1.015  gr.  Donc,   si 

14* 
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nous  supposons  que  la  pression  a  a 
au  temps,  les  corrections  à  apporter 

ugmenté  proportio 
aux  observations 

nnellement 
successives 

seront: 

0.068 

,  0.135 

,  0.203,  etc., . . 

..0.947,  1.015  gr. 

et  les  quantités 

successivement  transportées  par  le  courant  seul: 

1635 

0.068 

=    1.567  gr. 

/ 
0.101  gr. 

0.011 

.665 

.135 

.530   „ 

— 

.138    „ 

21 

.720 

.203 

.517   „ 

— 

.151    „ 

23 

2.020 

.271 

.749   „ 

+ 

.081    „ 

06 

.050 

.338 

.712   „ 

+ 

.044    „ 

02 

.135 

.406 

.729   „ 

+ 

.061    „ 

03 

.250 

.474 

.776   „ 

-1- 

.108   „ 

10 

.350 

.541 

.809   „ 

+ 

.141    „ 

20 

.235 

.609 

.626   „ 

— 

.042    „ 

02 

.270 

.677 

.593   „ 

— 

.075    „ 

06 

.410 

.744 

.666  „ 

— 

.002    „ 

00 

.565 

.812 

.753   „ 

+ 

.085    „ 

07 

.580 

.880 

.700   „ 

+ 

.032    „ 

01     , 

.610 

.947 

.663   „ 

— 

.005    „ 

00 

.650 

1.015 

.635   „ 

.033    „ 

01 

25.025  gr. 
15 

2/3. 

.0.113 

4.668  gr. 


Donc,  le  transport  total  par  le  courant  seul  a  été  25.025  gr.  et 
le  transport  moyen  en  quinze  minutes  :  1 .668  gr.  avec  une  erreur 

2'  f  2 
probable:  ±  0.6745  v^  \a~\k  =  ±  0.015 gr.  Il  suit  de  là  que  le  trans- 
port total  par  la  pression  hydrostatique  seule  à  été  33.145  — 
—  25  025gr.  =  8.12gr.,  valeur,  qui  s'accorde  assez  bien  avec  celle 
trouvée  plus  haut;  surtout  si  Ton  observe  que,  pendant  la  nuit 
qui  a  interrompu  notre  série  d'observations,  le  contact  des*  deux 
solutions  a  causé  une  diminution  de  la  différence  des  poids  spé- 
cifiques et,  par  conséquent,  de  la  pression  hydrostatique  Cela 
résulte  d'ailleurs  aussi  de  nos  observations,  qui  font  voir  que  le 
poids  du  liquide,  écoulé  pendant  le  dernier  quart  d'heure  de  la 
première  partie,  surpasse  de  0.115  gr.  le  poids  écoulé  pendant  le 
premier  quart  d'heure  de  la  seconde. 
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J'ai  été  fort  étonné  que  ni  Tun,  ni  l'autre  des  deux  auteurs 
cités  n'ait  fait  mention  de  l'influence  que  le  phénomène  signalé 
pourrait  avoir  sur  les  résultats  de  leurs  recherches.  Au  contraire, 
dans  le  travail  de  M.  Wjedemann  il  n'est  dit  mot  de  la  cause 
même  d'une  pression  hydrostatique  et  si  M.  Freund  fait  mention 
de  la  différence  entre  les  poids  spécifiques  avant  et  après  les 
expériences,  c'est  à  un  tout  autre  point  de  vue.  ^) 

Pour  déterminer  comment,  dans  le  cas  de  trois  solutions  de 
sulfate  de  cuivre  de  densité  différente,  le  poids  du  liquide  trans- 
porté dépend  de  l'intensité  du  courant,  M.  Wiedemann  nous  donne 
quelques  séries  d'observations,  dont  voici  une:  ^) 


i 

m 

m 

. 
% 

148 

3.30  gr. 

2.23 

138 

3.01    „ 

2.18 

118 

2.48    „ 

2.10 

64.5 

1.36    „ 

2.11 

moyenne 

2.16 

Il  faut  supposer,  —  quoique  l'auteur  ne  nous  en  dise  rien  —, 
que  chacune  des  valeurs  de  m  est  la  moyenne  des  données  de 
plusieurs  observations,  pendant  lesquelles  l'intensité  du  courant 
a  été  maintenue  constante.  Une  seule  observation,  ayant  rapport 
à  chaque  intensité  différente,  serait  une  base  trop  peu  certaine 
pour  y  baser  une  règle  générale;  surtout  si,  comme  c'est  ici  le 
cas,  le  rapport  de  trois  des  quatre  valeurs  successives  ne  surpasse 
presque  pas  l'unité.  Mais,  même  si  notre  supposition  est  conforme 
à  la  réalité  il  reste  encore  à  savoir  si  ces  valeurs  moyennes  sont 
corrigées  de  la  part  que  la  pression  hydrostatique  a  prise  au 
transport  total. 

Si,  par  contre,  chacune  des  quatre  valeurs  de  m  est  le  résultat 
d'une  seule  observation,  alors  leur  combinaison  en  une  valeur 
moyenne  perd  toute  valeur  à  moins  que  l'auteur,  en  changeant 
l'intensité  du  courant,  n'ait  en  même  temps  démonté  l'appareil  et 
renouvelle  la  solution  de  sulfate.  Même  en  supposant  que  cette 
précaution  ait  été  prise,  les  quatre  observations  ne  sauraient  être 
réunies    en    un    résultat   commun   sans  être  corrigées  de   la  part 

*)  C   Fbeund,  ibid ,  pag.  53. 

>)  Q.  Wibdsmann,  ibid ,  pag.  882. 
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différente  que  la  pression  hydrostatique  a  prise  dans  chacune 
d'elles.  En  effet,  si  le  rapport  des  variations  des  poids  spécifiques  des 
solutions  extérieures  et  intérieures,  et  avec  lui  les  corrections  de  m, 
était  proportionnel  à  l'intensité  du  courant,  on  pourrait  se  dispenser 
de   ces  corrections,   parceque,  en  les  omettant,  on  ne  changerait 

rien  à  l'égalité   ou  a  l'inégalité  des  valeurs    .-  ;  mais,  quoique  le 

dépôt  de  métal  à  la  cathode  suive  cette  proportionnalité,  il  n'en 
est  pas  nécessairement  de  même  du  rapport  des  densités  des  deux 
solutions,  séparées  par  la  cloison  poreuse. 

La  sobriété  que  l'auteur  observe  dans  la  communication  des 
détails  de  ses  expériences,  sobriété  qui  nuit  —  peut-être  trop  — 
à  notre  confiance  dans  son  travail,  nous  a  engagé  à  le  refaire. 

En  voulant  m'acquitter  d'une  promesse,  déjà  faite  dans  le  cours 
de  Tété  passé  ^),  je  me  propose  d'examiner  en  premier  lieu  la 
manière,  dont  le  transport  d'une  solution  d'un  sel  métallique 
d'une  densité  déterminée  dépend  de  l'intensifié  du  courant. 

Pour  cela  nous  ferons  cinq  séries  d'expériences,  chacune  de 
douze  observations  et  pendant  chacune  desquelles  Vintensité  du 
cowant  sera  maintenue  constante  au  moyen  (Vv/a  rhéostat. 

Le  courant,  fourni  par  des  accumulateurs,  a  été  mesuré  au 
moyen  d'un  galvanomètre  selon  Gaugain,  dont  les  indications  {a) 
dépendent  de  la  manière  suivante  de  l'intensité  du  courant.  (J) 


a 

I 

a 

I 

a 

1 

4° 

0.42 

amp. 

13' 

1.37 

amp. 

22' 

2.41  amp 

5 

.52 

M 

14 

.48 

n 

23 

.52  „ 

6 

.62 

n 

15 

,59 

» 

24 

.65  „ 

7 

.72 

n 

16 

.70 

n 

25 

.78  „ 

8 

.82 

^f 

17 

.81 

n 

26 

.91   „ 

9 

.93 

V 

18 

.93 

» 

27 

3.04   „ 

10 

1.04 

n 

19 

2.05 

n 

28 

.17  „ 

11 

.15 

n 

20 

.17 

» 

29 

.30   „ 

12 

.26 

n 

21 

.29 

it 

'^0 

.43   „ 

lia  série  d'observations,  citée  pag.  94,  a  été  corrigée  de  l'influence 
de  la  pression  hydrostatique  en  supposant  que  cette  pression  est 
augmentée  proportionnellement  au  temps. 

>)  Archives  des  Sciences  Exactes  et  Naturelles^  T.  VI,  p.  127.  (Livre  jubilaire). 
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Cette  supposition,  qui  résulte  de  cette  autre,  que  la  dite  pro- 
portionnalité existe  entre  les  différences  des  poids  spécifiques  des 
deux  liquides,  Tun  externe,  l'autre  interne,  et  le  temps  serait 
îuste,  si  le  liquide  n'écoulait  pas  du  vase  poreux  et  si  le  volume 
écoulé  n*était  pas  remplacé  par  un  volume  égal  d'une  densité 
supérieure. 

Soient,  en  effet,  V  et  F'  les  volumes  de  liquide,  séparés  par 
la  cloison  poreuse,  v  le  volume  du  liquide  qui  écoule  dans 
l'unité  de  temps,  v  celui  qui  le  remplace  (v  =  1^'),  G  et  G'  les 
poids   du   métal   contenu   dans*  les  volumes    V  et   V  avant   les 

expériences,  \-y-=  -yrj  et  gr  le  poids  du  métal  déposé  à  la  cathode 

dans  l'unité  de  temps. 

Alors  le  poids  du  métal,  qui  fait  partie  du  liquide  dans  le 
vase  poreux  après  la  première  expérience,  sera: 

o"  étant  le  poids  moyen   du   métal  qui  se  dépose  à  la  cathode 

dans  l'unité  de  temps. 
De  même  nous  aurons  après  la  2^,  3©,  4©, . . .  n^  expérience,  en 

négligeant  les  puissances  supérieures  de    ^n 


6-2flr-Hf  |(2-l)  +  2.-iîfl' 


V 


V 


1 


Q-Zg+^    (3_l)  +  (3-2)  +  3.-    5r 


2 


G-4flr-f  j(4-l)-r-(4-2)-f-(4-3)+4.ijfl', 
Q  —  ng  +  Z\{n  —  i)  +  (n  —  2)  +  (n  —  S)  +  n.-^\g  = 


y  iV  —  V  ->-  V'*  —  */  -f  V'*  —  t,)  -r  10.  2 

«  va 

=  G—ng  +  y.nK^. 

V 

Comme  la  valeur  du  rapport  ^  ^r^^*  *vec  l'intensité  du  courant 

V 

et   que  celles  de    y   et  de  n  augmentent  tous  deux  avec  le  rang 

d'ordre  des  observations,  le  dernier  terme  de  cette  correction 
pourra  être  négligée  en  tel  cas,  tandisqu'elle  faudra  être  appliquée 
en  tel  autre. 
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Quoique  l'appareil  dont  je  me  suis  servi  ne  diflfêre  pas  en 
principe  de  celui  dont  mes  dévanceurs  ont  fait  usage,  il  a  pourtant 
fallu  apporter  une  amélioration  dans  la  manière  dont  le  niveau 
du  liquide  qui  entoure  la  vase  poreux  est  tenu  constant  pendant 
le  cours  des  expériences.  Sans  elle  on  ne  saurait  faire  concourir  à 
un  résultat  commun  les  résultats  des  diverses  séries  d  expériences, 
entreprises  avec  une  intensité  de  courant  diôSrente,  parceque  sans 
elle  on  n'est  pas  sûr  d'avoir  constamment  fait  usage  d'un  instru- 
ment absolument  identique. 

En  effet  ni  M.  Wiedemann,  ni  M.  Fueund  a  pris  soin  de  cette 
particularité  ;  le  premier,  au  contraire,  en  assurant  que,  l'appareil 
étant  rempli,  „la  différence  de  pression"  —  au-dehors  et  au-dedans 
du  vase  poreux  —  ^est  zéro  pendant  des  heures''  ^)  semble 
oublier  que,  quoique  cela  puisse  être  vrai  avant  que  le  courant 
passe,  il  ne  peut  plus  valoir  pendant  les  expériences,  parceque 
alors  le  niveau  extérieur  s'abaisse  par  l'écoulement  du  liquide. 
L'influence  d'un  petit  abaissement  de  ce  niveau  sur  la  vitesse  de 
l'écoulement  nous  a  paru  si  grande  pendant  les  expériences,  que 
nous  ne  relevons  qu'avec  peine  dans  la  publication  des  leurs 
l'absence  de  tout  moyen  pour  s'assurer  un  niveau  constant. 

Cette  constance  était  pour  nous  d'une  importance  encore  autre- 
ment impérieuse.  Car  pour  avoir  le  droit  de  faire  concourir  les 
cinq  séries  d'expériences,  respectivement  entreprises  avec  des 
intensités  différentes,  à  une  conclusion  générale,  il  était  nécessaire 
que  pendant  tout  le  cours  de  l'examen  la  position  du  niveau 
extérieur  par  rapport  au  tube  d'écoulement  restait  invariable.  Et 
comme  entre  deux  séries  l'appareil  fut  démonté,  pour  nettoyer  le 
vase  poreux  et  les  électrodes,  il  était  à  craindre  que,  p.  e.  par  un 
enfoncement  plus  profond  du  bouchon  de  caoutchouc  dans  l'em- 
bouchure du  vase  poreux,  le  tube  d'écoulement,  qui  y  repose, 
ne  s'abaissât  avec  lui. 

Pour  y  pourvoir  je  me  suis  fait  faire  une  barre  mince  de 
cuivre,  doublement  recourbée,  dont  l'une  extrémité,  étendue  à 
plat  et  enroulée  en  forme  de  cilindre,  entourait  le  tube  d  "écoule- 
ment, tandisque  l'autre  se  terminait  en  une  pointe  très  effilée, 
située  dans  le  plan  horizontal,  qui  passait  par  Taxe  du  tube 
d'écoulement.  Avant  chaque  série  le  vase  extérieur  a  été  rempli 
jusqu'à  ce  que  cette  pointe  touchait  le  niveau  et  il  a  été  conti- 


»)  1.  c,  pag.  329. 
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nuellement  tenu  en  contact  avec  lui  pendant  les  expériences  par 
mon  aide. 

Une  autre  modification  de  l'appareil,  qui  en  simplifie  beaucoup 
le  démontage,  fut  que  le  dôme  de  verre,  dont  le  vase  poreux  était 
couvert  et  qui  entre  chaque  couple  de  séries  dût  être  décollé 
et  de  niveau  hermétiquement  fixé,  fut  remplacé  par  un  bouchon 
de  caoutchouc,  perforé  pour  laisser  passer  le  tube  d'ascension 
et  les  électrodes.  Comme  ce  bouton  s'enfonçait  assez  profondement 
dans  la  vase  poreux,  celui-ci  (diamètre  intérieur  :  6.5  cM.  ;  hauteur  : 
14.2  cM. ;  épaisseur:  0.3  cM.)  ne  contenait  que  355  grammes  de 
liquide. 

Après  cette  introduction  et  après  encore  avoir  relevé 

V.  que  pendant  les  expériences  la  température  de  la  cham- 
bre, non  chauflTée,  n'a  presque  pas  varié  (Max.  46°  C.  ;  Min. 
42°  C), 

2°.  que  la  solution  de  sulfate  de  cuivre  contenait  10  parties 
de  sulfate  {CuSO,^  -f  5  Aq.)  sur  100  parties  d'eau  distillée, 
nous  croyons  être  à  même  d'entrer  en  matière. 


I. 
9  décembre 

1901 

=  10° 

=  1.02  amp. 

En  10  minutes 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

gh.  40m 

•  SI»-  — 

9" 

•  50™ 

•  32»- 

10 

9.98 

=     1.168 

50 

32 

10 

0 

12 

10 

10.34 

.210 

10       0 

12 

10 

30 

11 

.68 

.250 

10 

30 

20 

28 

11 

11.04 

.292 

20 

28 

30 

10 

11 

.37 

.330 

30 

10 

■40 

12 

12 

.75 

.375 

40 

12 

50 

20 

12 

.84 

.385 

50 

20 

11 

0 

6 

12 

12.29 

.438 

11       0 

6 

10 

21 

13 

.69 

.485 

10 

21 

20 

26 

13 

.90 

.509 

20 

26 

30 

21 

13 

13.10 

.533 

30 

21 

40 

9 

13 

.30 

.556 

Total  r 

141  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé: 

16.51  gr. 

» 

d' 

une 

goutte  : 

0.117 

gr. 

Archives  viti. 
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II. 

«  =  14° 

10  décembre  1901. 

1=1.48  amp. 

Durée  de  l'écoulement, 
p.  50™-    0«-    —    2h-    0" 

10" 

Gouttes. 
15 

Ed  10  minutes 
Gouttes.         Grammes. 
14.75     =     1.77 

2       0 

10 

10 

10 

15 

15.00 

.80 

10 

10 

19 

51 

15 

.50 

,86 

19 

51 

29 

54 

16 

.92 

.91 

29 

54 

39 

45 

16 

16.25 

.95 

39 

45 

50 

0 

17 

.58 

.99 

50 

0 

59 

51 

17 

17.25 

2.07 

59 

51 

3 

10 

5 

18 

.58 

.11 

3     10 

5 

20 

8 

18 

.92 

.15 

20 

8 

30 

0 

18 

18.25 

.19 

30 

0 

39 

44 

18 

.50 

.22 

39 

44 

49 

50 

19 

.83 

.26 

Total  :  202  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé:  24.26  gr. 
„      d'une  goutte:  0.120  gr. 


III. 

«  =  19' 

11  décembre  1901. 

7=2.05  amp. 

Durée  de  l'écoulement, 
gh.  40m..ii«.    _    911.50"! 

•   5"- 

Gouttes. 
20 

En  10  minutes 
Gtouttes.         Grammes. 
20.20    =     2.403 

50 

5 

10 

0 

9 

21 

.86 

.482 

10      0 

9 

10 

10 

22 

21.92 

.608 

10 

U 

20 

21 

23 

22.62 

.692 

20 

21 

30 

15 

23 

23.23 

.764 

30 

15 

40 

21 

24 

.76 

.827 

40 

21 

50 

12 

24 

24.36 

.899 

50 

12 

11 

0 

16 

25 

.83 

.955 

11       0 

16 

10 

9 

25 

25.26 

3.006 

10 

9 

20 

12 

26 

.87 

.079 

20 

12 

30 

10 

26 

26.09 

.105 

30 

10 

40 

2 

26 

.35 

.136 

Total:  285  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé:  33.87  gr. 
„       d'une  goutte:  0.119  gr. 
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IV. 

«  =  23° 

12  décembre  1901. 

7=2.52  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 
9h.4om-20»-    —   9''-50'" 

•   3"- 

Gouttes. 
24 

En  10  minutes. 
Gouttes.         Grammes, 
24.70    =     2.989 

50 

3 

10 

0 

0 

25 

25.14 

3.042 

10      0 

0 

10 

7 

26 

.70 

.110 

40 

7 

20 

21 

27 

26.40 

.194 

20 

21 

30 

19 

27 

27.10 

.279 

30 

19 

40 

24 

28 

.81 

.365 

40 

24 

50 

13 

28 

28.51 

.450 

50 

13 

11 

0 

9 

29 

29.20 

.533 

i\      0 

9 

10 

11 

30 

.90 

.618 

10 

11 

20 

1 

30 

30  51 

.692 

20 

1 

30 

2 

31 

.98 

.749 

30 

2 

40 

10 

32 

31.58 

.822 

Total; 

:  337  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé:  40  63  gr. 
„      d'une  goutte:  0.121  gr 


«  =  27° 

13  d( 

écembi 

re  1901. 

7  =  3.04  amp. 

Durée  de  l'écoulement 
gh-som.    0'-    —10 h-    0" 

•   2»- 

Gouttes. 
30 

En  10  minutes. 

Gouttes.         Grammes, 

29.90     =     3.648 

10      0 

2 

10 

0 

31 

31.10 

.794 

10 

0 

20 

7 

33 

32.62 

.980 

20 

7 

30 

0 

33 

33.39 

4.074 

30 

0 

40 

11 

35 

34.37 

.193 

40 

11 

50 

2 

35 

35.53 

.335 

50 

2 

11 

0 

13 

37 

36.33 

.432 

11      0 

13 

10 

16 

37 

37.44 

.568 

10 

6 

20 

12 

39 

38.61 

.710 

20 

12 

30 

2 

39 

39  66 

.839 

30 

2 

40 

13 

41 

40.36 

.923 

40 

13 

50 

2 
Total 

40 

.75 
uttes. 

.972 

:  430  go 

Poids  du  liquide  écoulé:  52.43  gr. 
„      d'une  goutte:  0.122  gr. 
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Les  données  directes  des  observations  sont  affectées  de  la  part 
que  la  pression  hydrostatique  a  prise  au  transport,  selon  la  for 
mule  (page.  99) 


n- 


V 

V 


n' 


dans  laquelle  F  =336  cM^.  (page  101). 

En   substituant  dans  cette  formule  les  différentes  valeurs  de  v 
et  de  n,  on  trouve  pour  les  cinq  séries: 


I. 

II. 

1— ( 

1.168: 

355). 

2.  

0.998 

1  — 

(1.77:355). 

1- 

=  0.998 

2-( 

.210 

4 

2 

1.993 

2  — 

(   .80         ). 

4 
2 

1.990 

3  — ( 

.250 

0 

2.984 

3  — 

(   .86         ). 

9 
2 

2.976 

4  — ( 

.292 

10 
'2 

3  971 

4- 

(    yi          )■ 

16 
2 

3.957 

5      ( 

.330 

•^> 

4.953 

5  — 

(  -95          ) 

25 
"3 

4.931 

6-( 

.375 

36 
2 

5.930 

6— 

(  .99         ). 

36 
2- 

5.899 

7-( 

.385 

2" 

6.9Ô4 

7 

(2.07         ). 

49 

6.857 

8-( 

.438 

0( 

7.871 

8  — 

(  .11         ). 

64 
2 

7  810 

9-( 

.485 

81 

8.831 

9  — 

(  -15          ) 

81 
2- 

8.755 

10 -( 

'   .509 

100 
2 

9,788 

10- 

(   -19         ). 

100 
o 

9.691 

11 -( 

'   .533 

121 

■  2' 

10.739 

11  — 

(  .22          ). 

121 
"2- 

10.621 

12  — < 

'   .556 

III. 

•  '2" 

11.684 

12- 

(   -26          ) 
VI. 

144 
•     2 

11.542 

l-< 

:  2.403  : 

355) 

1 
•     2     = 

•   0.997 

1  — ( 

2  989:355) 

1 
.     2 

=  0.996 

2-( 

;    .482 

4 

■     2 

1.986 

2-( 

3  042          ) 

4 
•     2 

1983 

3-( 

[   .608 

9 

2.967 

3-( 

.119          ) 

9 
•     2 

2.960 

4  — 

[    .692 

It) 
■     ï 

3.939 

4— ( 

.194          ) 

16 
.     2" 

3.928 

5  —  1 

[    .764 

2--) 
■    IT 

4.903 

5— ( 

.279          ) 

25 

•     2" 

4.885 

6- 

(    .827 

se 

5.859 

6— ( 

.365         ) 

•     2 

5.829 

7  — 

(  .899 

49 
•     2 

6  800 

7— ( 

.450         ) 

49 
•    "2 

6.762 

8- 

(    .955 

<i4 

•    '2' 

7.734 

8-( 

.533          ) 

64 
.    1 

7.681 

9- 

(  3.006 

81 
•     2 

8.658 

9  — ( 

618'       ) 

81 

8.587 

10  — 

(    079 

100 
•~2~ 

9.568 

10-( 

.692         ) 

100 
•     2 

9.480 

11  — 

(    105 

121 
'2 

10.472 

11— ( 

.749          ) 

121 
•     2 

10361 

12  — 

(    .136 

144 

•  "  2 

11365 

12 -( 

.822         ) 

144 
•     2 

11.225 
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V. 

1 -(3.648: 

355). 

1 

■2     = 

:   0.995 

2  — (  .794 

4 
2- 

1.979 

3  — (  .980 

9 
"2 

2.950 

4  — (4.074 

16 

3.909 

5— (  .193 

25 
2 

4.852 

6  — (  .335 

S6 
2 

5.780 

7  — (  .432 

49 
2 

6.694 

8  — (  .568 

64 
2 

7.588 

9  — (  .710 

81 

2" 

8.463 

10  — (  .839 

100 
"2 

9.319 

11— (  .923 

121 
2' 

10.161 

12 -(  .972 

144 
2" 

10.992 

Ces  nombres  représentent  la  manière  dont  pendant  chaque  série 
d'observations  la  pression  hydrostatique  a  contribué  au  transport. 

Pour  trouver  la  valeur  probable  de  ce  tribut  pendant  la  pre- 
mière dizaine  de  minutes,  il  faut  diviser  la  différence  des  quantités 
transportées  pendant  la  première  et  la  dernière  dizaine  par  la 
différence  des  nombres  qui  s'y  rapportent. 

Car  si  Ton  appelle  x  la  quantité  contribuée  par  la  pression 
hydrostatique  pendant  la  première  dizaine,  n  le  nombre  qui  se 
rapporte  à  la  7i-ième,  a  la  quantité  constante  que  le  courant 
transporte  en  10  minutes,  ^  et  g  les  quantités  totales  transportées 
dans  la  première  et  la  n-ième  dizaine,  alors  on  a,  de  a  -^^  n'  x  =  q 
et  a  +  a?=^ 

et  cette  valeur  de  x  sera  d'autant  moins  affectée  par  les  erreurs 
de  l'observation  que  la  valeur  de  n  est  grande. 
Nous  avons  de  cette  manière: 

I.  II. 

1.556  —  1 .168  ^  ^ofi 

^=11684-0  998g^-  =  ^-^^^^'^- 

2.260—1.770  f,f,.„ 
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0.998  X  0.036  gr.  =  0.036  gr.  0.998  x  0.047  gr.  =  0.047  gr. 

.093  „ 
.140  „ 
.186  „ 
.232  „ 
.277  „ 
.323  „ 
.367  „ 
.412  „ 
.456  „ 
.499  „ 
.542  „ 


1.993 

.072  „ 

1.990 

2.984 

.107  „ 

2.976 

3.971 

.143  „ 

3.957 

4.953 

.178  „ 

4.931 

5.930 

.213  „ 

5.899 

6.904 

.248  „ 

6.857 

7.871 

.283  „ 

7.810 

8.831 

.318  „ 

8.755 

9.788 

.352  „ 

9.691 

10.739 

.386  „ 

10.621 

11.684 

.421  „ 

11.542 

ïransp.  par  la  pr.  hydr.  :  2.757  gr.     Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  3.574  gr. 


III.  IV. 

3.136  —  2.403  ^^„„ 

'^  =11.365 -0  997  g^—^-^^Qg''- 

3.822  -  2.989  _„, 
""  =  11.225-0.996  ^'  =  ^-^^^  ^^ 

0.997  X  0.070  gr.  =  0.070  gr.  0.996  x  0.081  gr.  =  0.081  gr. 

1.986                         .139  „               1.983  .161  „ 

2.967                          .208  „               2.960  .240  „ 

3.939                         .276  „              3.928  .318  „ 

4.903                         .343  „              4.885  .396  „ 

5.859                         .410  „              5.829  .472  „ 

6.800                         .476  „              6.762  .548  „ 

7.734                         .541  „               7.681  .622  „ 

8.658                         .606  „              8.587  .696  „ 

9.568                          .669  „               9.480  .768  „ 

10.472                          .729  „  10.361  .839  „ 

11.365                          .796  „  11.225  .917  „ 


Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  5.263  gr.     Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  6.0.58  gr. 
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V. 

4.972  — 
^  ~  10.992  — 

3.648 
0.996 

gr.  =  0.132 

gr. 

0.995  X  0.132  gr.  : 

=  0.131  gr. 

1979 

.261    „ 

2.950 

.389    „ 

3.909 

.516    „ 

4.852 

.640    „ 

5.780 

.763   „ 

6.694 

.884   „ 

7.588 

1.012    „ 

8.463 

.117    „ 

9.319 

.230    „ 

10.161 

.341    „ 

10.992 

.451    „ 

Transp.  par  la  pr 

.  hydr 

.:  9.735  gr. 

Conclusion. 

T 

J  = 

j.. 
1.02  amp. 

Transport 
total. 

Transport 
par  la  pression. 

Transport 
par  le  courant 

f 

1.168  gr. 

0.036 

gr. 

1.132 

gr. 

— 

0.016 

.210     „ 

.072 

Y) 

.138 

» 

— 

10 

.250     „ 

.107 

)» 

.143 

» 

05 

.292     „ 

.143 

» 

.149 

» 

+ 

01 

.330     „ 

.178 

W 

.152 

» 

+ 

04 

.375     „ 

.213 

n 

.158 

» 

-h 

10 

.385     „ 

.248 

» 

.1.S7 

» 

— 

11 

.438     „ 

.283 

w 

.155 

» 

+ 

07 

.485     „ 

.338 

w 

.167 

» 

+ 

10 

.509     „ 

.352 

w 

.157 

» 

+ 

09 

.533    „ 

386 

» 

.147 

» 

— 

01 

.556     „ 

.421     „ 
Transport  par  le  coun 

.135 

M 

13 

ant:  13.770 
12 

gr- 

Moyenne  en  10  min  ...    1.148  gr. 
Erreur  probable:  0.6745  1/-*^^t  -  =  ^  ^.002  gr. 

1  ^.1  I 
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II. 

» 

J= 

1.48 

amp. 

Transport 

par  la  pression. 

0.047  gr. 

Transport 
par  le  courant 
1.723  gr. 

f 
—  0.03 

.093 

fi 

.707 

î> 

19 

.140 

» 

.720 

7) 

—    06 

.186 

n 

.725 

» 

—     01 

.232 

» 

.718 

» 

08 

.277 

» 

.718 

» 

—     13 

.323 

n 

.747 

» 

+     21 

.367 

n 

.748 

W 

+     17 

.412 

n 

.788 

» 

+     12 

.456 

n 

.734 

W 

+     08 

.499 

n 

.721 

>J 

—    05 

.542 

n 

.718 

n 

—    08 

Transport 

total. 

1.77  gr. 

.80  „ 

.86  „ 

.91  „ 

.95  „ 

.99  „ 

2.07  „ 

.11  „ 

.15  „ 

.19  „ 

.22  „ 

.26  „                                 „ 

Transport  par  le  courant:  20.707  gr. 

12 

Moyenne  en  10  min  ...     1.726  gr. 

Erreur  probable:  0.6745]/^^^'^^"^'' 


12.11 


=  ±  0.003  gr. 


Transport 

total. 
2.403  gr. 

.482  „ 

.608  „ 

.692  „ 

.764  „ 

.827  „ 

.899  „ 

•  «7DO  jj 

8.006  „ 

.079  „ 

.105  „ 

.136  „ 


III. 
/=2.05  amp. 

Transport 

par  la  pression. 

0.070  gr. 

.139     „ 


Transport  f 

par  le  courant. 

2  333  gr.   —0.05/ 

.343     „     - 


.208     „  .400     „ 

.276     „  .416     „ 

.848     „  .421     „ 

.410     „  .417     „ 

.476     „  .428     „ 

.541     „  .414     „ 

.606     „  .400     ,. 

.669     „  .401     „ 

.729     „  .876     „ 

.796     „  .340     „ 

Transport  par  le  courant:  28.684  gr. 

12 

Moyenne  en  10  min.:     2.390  gr. 


47 
10 
26 
31 
27 
33 
24 
10 
11 
14 
50 


Erreur  probable:  0.6745 


V- 


0.012606 
12.11 


=  1  0.008  gr. 
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IV. 

I  =  2.52  amp. 


Transport 

total. 
2  989  gr. 

Transport              Transport 

par  la  pression,     par  le  courant. 

0.081  gr.            2.908  gr. 

+ 

f 

0.016 

3.042    „ 

.161    „ 

.881 

» 

— 

11 

.110    „ 

.240    „ 

.870 

» 

— 

22 

.194   „ 

.318    „ 

.876 

» 

— 

16 

.279    „ 

.396    „ 

.883 

» 

— 

09 

.365    „ 

.472    „ 

.893 

» 

-h 

01 

.460    „ 

.548   „ 

.902 

» 

-H 

10 

.533    „ 

.622   „ 

.911 

r> 

+ 

19 

.618    „ 

.696   „ 

.922 

» 

■4- 

30 

.692    „ 

.768    „ 

.924 

» 

-h 

32 

.749    „ 

.839   „ 

.910 

» 

■4- 

08 

.822    „ 

.917    „ 
par  le  courant . . . 

.905 

n 

+ 

13 

Transport 

34.785 

gr. 

12 

Moyenne 

en  10  min 

2.892 

gr- 

Erreur  probable:  0.6745  |/   - 

0.003857 
12.11      ~ 

±  0.004 

gr. 

V. 

I  =  3.04 

amp. 

•» 

Transport 
total. 

Transport 
par  la  pression. 

Transport 
par  le  courant. 

f 

3.648  gr.  0.131  gr.  3.517  gr.  -  0.044  gr. 

.794  ,  .261  „  .533  „  _  28  „ 

.980   „  .389  „  .501  „  +  30  „ 

4.074    „  .516  „  .558  „  _  03  „ 

.193    „  .640  „  .553  „  _  08  „ 

.335   „  .763  „  .572  „  +  11  „ 

.432   „  .884  „  .548  „  -  13  „ 

.568    „  1012  „  .556  „  -  05  „ 

.710   „  .117  „  .593  „  +  32  „ 

.839   „  .230  „  .609  „  +  48  „ 

.923    „  .341  „  .582  „  -h  21  „ 

.972    „  .451  „  .521  „  _  40  „ 


Transport  par  le  courant . . .  42.733  gr. 

12 


Moyenne  en  10  min 3>5€1  gi"- 
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Donc  il   paraît  que  d'une  solution   de  sulfate  de  cuivre  de  la 
densité  donnée  le  courant  seul  a  transporté  en  dix  minutes: 

selon  la  série    I  .  .  .  .    :j^t^  =1.126  gr.  par  ampère. 
TT  1*1^5 p^ 

„  „  „       11    ....      ^  ^Q    —  1.1  OD      „  ^  „ 

TJX  Z,ovO .  ^p^ 

»  n  n     ^^^    '    *    *    '     2  05    —  l'J-^0     n  n  n 

TV  —  —  —  1 148 


w  w  w 


W  79  V 


V  ^1  =  1 171 

^  •  •  '  •    3.04  -  ^-^'^ 


5  777 
5 


moyenne  1.156  gr. 

et  que,  par  conséquent,  Pintensité  du  transport  par  le 
courant  électrique  seul  à  été  proportionnelle  à  celle  de 
ce  courant.    *^ 

Les  valeurs  des  corrections,  que  nous  avons  appliquées,  ne 
dépendent  que  de  celles  des  quantités  de  métal  déposées  à  la 
kathode,  c.  a.  d.  de  l'intensité  du  courant;  elles  sont  indépendantes 
de  la  densité  des  solutions  par  lesquelles  le  courant  passe. 

Donc  pour  juger  de  Tapplicabilité  générale  de  la  méthode  de 
correction,  j  ai  répété  les  observations  précédentes  en  me  servant 
d'une  solution  contenant  20  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau 
distillée.  Si,  dans  le  but  d'éliminer  l'influence  constante,  que  la 
densité  de  la  solution  pourrait  avoir  sur  le  transport,  on  a  soin 
de  régler  le  niveau  de  manière,  que  le  poids  de  la  quantité 
transportée  dans  la  première  dizaine  de  minutes  soit  égal  à 
celui,  transporté  pendant  la  première  observation  de  la  série 
précédente,  il  en  devra  être  de  même  des  poids  des  quantités 
totales,  transportées  pendant  toute  la  durée  des  deux  séries. 
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a  =  10"                           7  janvier  1902. 
/  =  1.02  amp. 

Durée  de  l'écoulement.             Gouttes, 
gh.  4ora.    6"-    —   9»'- 50™- 49^-         11 

En  10  minutes 

Gouttes.         Grammes. 

10  27     =     1.212 

50 

49 

10 

0 

14          10 

.62 

.252 

10      0 

14 

10 

17           11 

.95 

.292 

10 

17 

20 

2          11 

11.28 

.331 

20 

2 

30 

19           12 

.67 

.377 

30 

19 

40 

18          12 

12.02 

.418 

40 

18 

50 

4          12 

.29 

.450 

50 

4 

11 

0 

27          13 

.52 

.477 

11      0 

27 

10 

37          13 

.80 

.510 

10 

37 

20 

29          13 

13.18 

.555 

20 

29 

30 

9          13 

.45 

.587 

30 

9 

40 

21           14 

.73 

.620 

Total:  145  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé:  17.10  gr. 
„      d'une  goutte:  0.118  gr. 


II. 

«=14° 

8  janvier  1902. 

1=  1.48  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 
9"- 30™-    0»-    —    9^- 40" 

Gouttes 
•  12"-         15 

En  10  minutes 

Gouttes.         Grammes. 

14.72     =     1.781 

40 

12 

50 

4          15 

15.20 

.839 

50 

4 

10 

0 

14          16 

.74 

.904 

10      0 

14 

10 

4          16 

16.27 

.969 

10 

4 

20 

10          17 

.83 

2.036 

20 

10 

30 

29          18 

17.44 

.110 

30 

29 

40 

29          18 

18.00 

.178 

40 

29 

50 

14          18 

.46 

.234 

50 

14 

11 

0 

16          19 

.94 

.292 

H      0 

16 

10 

1           19 

19.45 

.353 

10 

1 

20 

4          20 

.90 

.408 

20 

4 

30 

14          21 

20.37 

.465 

Total:  212  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé: 

25.60  gr. 

„      d' 

une 

goutte:  0.12 

gr- 

16* 
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III. 

«  =  19°                            9  janvier 
J=2.05  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

gh.  30  m.    58.     _     9  h.  40  m.     Qs. 

1902. 

Gouttes. 
20 

En  10  minutes 
Gouttes.         Grammes 
19.97     =     2.396 

40 

6 

50 

21 

21 

20.49 

.458 

50 

21 

10 

0 

17 

21 

21.14 

.537 

10       0 

17 

10 

23 

22 

21.78 

.614 

10 

23 

20 

7 

22 

22.45 

.694 

20 

7 

30 

3 

23 

23.15 

.778 

30 

3 

40 

9 

24 

23.76 

.851 

40 

9 

50 

0 

24 

24.37 

.924 

50 

0 

11 

0 

1 

25 

24.96 

.995 

11       0 

1 

10 

10 

26 

25.63 

3.074 

10 

10 

20 

4 

26 

26.26 

.151 

20 

4 

30 

6 

27 

.91 

.229 

Total:  28i  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé:  33.72  gr. 
„      d'une  goutte:  0.12  gr. 


VI. 

«  =  23° 

10. 

janvier 

1902. 

/  =  2.52  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 
9h.40m.    QS-     —    gh-ôO"" 

Gouttes. 
•  6«-        25 

En  10  minutes 
Gouttes.         Grammes. 
24.75    =    2.970 

50 

6 

10 

0 

18 

26 

25.50 

3.060 

10      0 

18 

10 

10 

26 

26.35 

.162 

10 

10 

20 

10 

27 

27.00 

.240 

20 

10 

30 

11 

28 

27.94 

.353 

30 

11 

40 

19 

29 

28.64 

.437 

40 

19 

50 

10 

29 

29.46 

.535 

50 

10 

11 

0 

5 

30 

30.25 

.630 

11      0 

5 

10 

5 

31 

31.00 

.720 

10 

5 

20 

10 

32 

31,75 

.810 

20 

10 

30 

0 

33 

32.55 

.906 

30 

0 

40 

12 

34 

33.35 

4.002 

Total: 

350  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé: 

42.04  gr. 

.      à' 

une 

goutte  : 

0.120 

gr. 
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«  =  27°                           11  janvier  1902. 
7  =  3.04  amp. 

Durée  de  l'écoulement.              Gouttes, 
gh.  5()m.    gs.    _io''-    0""-    5'-         30 

En  10  minutes. 

Gouttes.         Grammes. 

30.06    =     3.577 

10       0 

5 

10 

0         31 

31.26 

.720 

10 

0 

20 

9          33 

32.51 

.869 

20 

9 

30 

0          33 

33.50 

.987 

30 

0 

40 

4          35 

34.77 

4.138 

40 

4 

50 

8          36 

35.76 

.255 

50 

8 

11 

0 

11          37 

36.82 

.382 

11      0 

11 

10 

0         37 

37.69 

.485 

10 

0 

20 

9         39 

38.42 

.571 

20 

9 

30 

2         39 

39  46 

.696 

30 

2 

40 

0         40 

40.15 

.778 

40 

0 

60 

1          41 

40.93 
uttes. 

.871 

Total:  431  go 

Poids  du  liquide  écoulé:  51.00  gr. 
„      d'une  goutte:  0.119  gr. 


Corrections  selon  la  formule: 


1  — 

2  — 

3  — 

4  — 
6  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 
10- 

11  — 

12  — 


1.212:365 
.262 
.292 
.331 
.377 
.418 
.450 
.477 
.510 
.555 
.587 
.620 


£ 

2 

9 

a 

16 

2 
86 
2 
49 

T 

M 
2 
81 
■S" 
100 

121 
""2 

m 


V 
n y    ■ 

2    ■ 

II. 

0.998 

1  — < 

[1.781:  355) 

1 

=  0.998 

1.993 

2  — ( 

.839         ) 

4 

1.990 

2.987 

3-< 

'   .904         ) 

9 
•     2 

2  981 

3.970 

4  — < 

.969         ) 

16 

3.956 

4.951 

5  — ( 

[2.036         ) 

25 

4.928 

5.927 

6  — ( 

:  .110         ) 

86 

5.893 

6.900 

7  — < 

;  .178         ) 

49 

6.850 

7.867 

8  — < 

:  .234         ) 

64 
•     2 

7.799 

8.828 

9  —  1 

;  .292         ) 

81 

8.742 

9.781 

10  — { 

:   .363          ) 

100 
•"2- 

9.669 

10.730 

11  —  1 

[  .408          ) 

121 
•     2 

10.590 

11.671 

12- 

(  .465          ) 

144 
•"2" 

11.500 
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III. 


IV. 


1  — < 

:  2.396  : 

355) 

1 

.     2 

=   0.997 

1  —  1 

(2.970:355) 

1 
■  ï 

=  0.996 

2  — ( 

:   .458 

4 

•     2 

1.989 

2- 

(3.060         ) 

4 

1.983 

3-( 

[  .537 

9 

•    "2 

2.973 

3-( 

(  .162          ) 

9 

2.960 

4  — ( 

:  .614 

16 

3.951 

4  — 

(  .240          ) 

16 

■2 

3.927 

5  —  1 

;   .694 

25 
"2" 

4.923 

5  — ( 

;  .353          ) 

26 

4.882 

6—1 

:   .778 

86 

5.886 

6  — 

(  .437         ). 

36 

5.826 

7  — ( 

[   .851 

49 
•    -2 

6.835 

7-( 

[  .535          ). 

49 

■5 

6.756 

8-1 

:   .924 

64 
"2" 

7.779 

8-< 

:   .630          ) 

64 
T 

7.673 

9-1 

[    .995 

81 

8.713 

9      1 

(  .720         ) 

81 
■    '2 

8.576 

10  — ( 

;  3.074 

100 
2 

9.627 

10-1 

[   .810         ) 

100 
2 

9.463 

11— ( 

[   .151 

121 
'2' 

10.569 

11  —  1 

(  .906          ). 

121 
2" 

10.334 

12  — ( 

:   .229 

144 
2" 

11.452 

12- 

(4.002         ) 

144 

•    2 

11.188 

.V. 


1— ( 

(3.577:355) 

1 

2  — < 

:  .720          ) 

4 
.     "2 

3-( 

;  .869          ) 

9 
•     '2 

4-( 

:   .987          ) 

16 

•      2 

5-( 

[4.128          ) 

26 

•     '2 

6  —  1 

;  .255          ) 

86 
•      2 

7~( 

;   .382          ). 

49 

2 

8  — ( 

(   .485          ) 

64 
2 

9-1 

;  .571          ). 

81 
2 

10-( 

(  .696         ) 

100 
2 

11— ( 

(  .778         ) 

121 
2 

12 -( 

[  -871          ) 

144 

"2" 

0.995 
1.979 
2.951 
3.910 
4.855 
5.784 
6698 
7.596 
8.462 
9.331 
10.186 
11.012 


IL 


X  = 


1.620  —  1.212 


11671—0  999 


gr.  =  0.038  gr. 


2.465—1.781  ^f^f, 

^ = ri:50ô^:^ô:998  ^- = ^'^  ^' 
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0.998  X  0.038  gr.  =  0.038  gr.  0.998  x  0.065  gr.  =  0.065  gr. 


1.993 

.076  „ 

1.990 

.129  „ 

2.987 

.114  „ 

2.981 

.194  „ 

3.970 

.151  „ 

3.956 

.257  „ 

4.951 

.188  „ 

4.928 

.320  „ 

5.927 

.225  „ 

5.893 

.383  „ 

6.900 

.262  „ 

6.850' 

.445  „ 

7.867 

.299  „ 

7.799 

.507  „ 

8.828 

.0<50        jy 

8.742 

.568  „ 

9.781 

.372  „ 

9.689 

.630  „ 

10.738 

.408  „ 

10.590 

.688  „ 

11.671 

.444  „ 

11.500 

.748  „ 

Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  2.91 2  gr.     Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  4.934  gr. 

III.  IV. 

3.229  -  2.396 


x  = 


11.452  —  0  997 


gr.  =  0.080  gr. 


4.002-2.970  .... 

^=  11.188- 0.996  g^-  =  Q-^Q^g^- 

0.997  X  0.080  gr.  =  0.080  gr.  0.996  x  0.101  gr.  =  0. 101  gr. 

1.989  .159  „  1.983 

2.973  .238  „  2.960 

3.951  .316  „  3.927 

4.923  .394  „  4.882 

5.886  .471  „  5.826 

6.835  .547  „  6.756 

7.779  .622  •„  7.673 

8.713  .697  „  8.576 

9.627  .770  „  9.463 

10.569  .846  „  10.334 

11.452  .916  „  11.188 


Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  6.056  gr.     Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  7.531  gr, 


.i.Kjyj    „ 

.299  „ 

.397  „ 

.493  „ 

.588  „ 

.682  „ 

.775  „ 

.866  „ 

.956  „ 

1.044  „ 

.130  „ 

7.531  gr. 
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V. 


4.871-3.577  .... 

^  =  ir.Ôi2"-  07995  S"-  =  ^-129  gr. 

0.995  X  0.129  gr.  =  0.128  gr. 

1.978  .255  „ 

2.951  .381  „ 

3.910  .504  „ 

4.855  .626  „ 

5.784  .746  „ 

6.698  .864  „ 

7.596  .980  „ 

8.462  1.092  „ 

9.331  .204  „ 

10.186  .314  „ 

11.012  .421  „ 


Transp.  par  la  pr.  hydr.  :  9.515  gr. 

Conclusion. 

I. 
/  =  '1.02  amp. 

Transport                    Transport  Transport  f 
total.                   par  la  pression.           par  le  courant. 

1.212  gr.                   0.038  gr.  1.174  gr.  —0.007  gr. 

.252     „                       .076     „  .176     „  —  05  „ 

.292     „                       .114     „  .178     „  -  03  „ 

.331     „                      .151     „  .180     „  —  01  „ 

.377     „                      .188     „  .189     „  +  08  „ 

.418     „                      .225     „  .193     „  +  12  „ 

.450     „                       .262     „  .188     „  +  07  „ 

.477     „                       .299     „  .178     „  —  03  „ 

.510     „                       .335     „  .175     „  —  06  „ 

.555     „                      .372     „  .183     „  +  02  „ 

.587     „                       .408     „  .179     „  —  02  „ 

.620     „                      .444     „  .176     „  —  05  „ 


Transport  par  le  courant:  14.169  gr. 

12  


Moyenne  en  10  min  .  .  .    1,181  gr. 
Erreur  probable:  0.6745  ]/     ^'-J^  ~- gr.  =  ±  0.002  gr. 
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II. 

1= 

1.48  Amp. 

Transport 

total. 
1.781  gr. 

Transport 

par  la  pression. 

0.065  gr. 

Transport 
par  le  courant 
1.716  gr. 

/ 

0.004  gr, 

.839 

n 

.129 

» 

.710 

n 

— 

10    , 

.904 

n 

.194 

» 

.710 

n 

10    . 

.969 

n 

.257 

» 

.712 

n 

— 

08    , 

2.036 

n 

.820 

» 

.716 

n 



04    , 

.110 

n 

.883 

» 

.727 

n 

4- 

07    „ 

.178 

n 

.445 

» 

.788 

n 

+ 

13    „ 

.234 

n 

.507 

» 

.727 

n 

+ 

07    „ 

.292 

n 

.568 

» 

.724 

n 

-h 

04    , 

.858 

» 

.630 

» 

.723 

n 

-h 

02    , 

.408 

n 

.688 

» 

.720 

n 

00    , 

.465 

ff 

.748 

» 

.717 

n 

— 

08    , 

Transport  par  le  courant:  20.685  gr. 

12  

Moyenne  en  10  min  .  .  .     1,720  gr. 


Erreur  probable:  0.6745 


V 


0.000592        _ 


12.11 


gr.  =^  ±  0.002  gr. 


III. 

1= 

2.05  amp. 

Transport 

total. 
2.396  gr. 

Transport 

par  la  pression. 

0.080  gr. 

Transport 
par  le  courant 
2.816  gr. 

+  » 

f 

0.012  gr. 

.458 

» 

.159 

» 

.297 

n 

— 

07    „ 

.537 

n 

.238 

tt 

.299 

79 

05    , 

.614 

n 

.316 

n 

.298 

n 

06    . 

.694 

n 

.394 

n 

.300 

n 

— 

04    , 

.778 

n 

.471 

n 

.307 

n 

-h 

03    , 

.851 

n 

.547 

r> 

.304 

» 

00    . 

.924 

n 

.622 

n 

.302 

» 

02    „ 

.995 

n 

.697 

» 

.298 

n 

— 

06    , 

3.074 

n 

.770 

n 

.304 

» 

00    , 

.151 

91 

.846 

» 

.305 

» 

+ 

01    . 

.229 

» 

.916 

» 

.813 

n 

4- 

09    , 

Transport  par  le  courant:  27.648  gr. 

12 


Moyenne  en  10  min.:  .  .  .    2.S04  gr. 
Erreur  probable:  0.6746  ]/"  ^'^^^^^^ 
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12.11 


gr.  =  ±  0.002  gr. 
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Transport 

total. 
2.970  gr. 

3.060    „ 

.162     „ 

.240    „ 

mODÔ  jf 

.437  „ 

.535  „ 

.630  „ 

.720  „ 

.810  „ 

.906  „ 

4.002  „ 


/= 

2.52 

amp. 

Transport 

par  la  pression. 

0.101  gr. 

Transport 
par  le  courant. 
2.869  gr. 

+  ( 

f 
[).011  gr 

.200 

» 

.860 

» 

4- 

02    „ 

.209 

»> 

.863 

n 

-h 

05    „ 

.397 

» 

.843 

n 

— 

15    „ 

.493 

n 

.860 

» 

+ 

02   „ 

.588 

» 

.849 

n 

— 

09   „ 

.682 

» 

.853 

n 

— 

05   „ 

.775 

» 

.855 

n 

— 

02   „ 

.866 

» 

.854 

n 

— 

04   „ 

.956 

» 

.854 

n 

04   „ 

1.044 

» 

.862 

j> 

-h 

04   „ 

.130 

e  courant: 

.872 

» 

4- 

14   „ 

Transport  par  1 

34.294 

gr. 

12- 



Moyenne  en  10  min.:  ...    2.J 
Erreur  probable:  0.6745 


gr. 


K  0.000738  _  rt  ^^„ 

— Tôi-î—  gr.  =  ±  0.002  gr. 


12.11 


J  = 

3.04  amp. 

Transport 

total. 
3.577  gr. 

Transport 

par  la  pression. 

0.128  gr. 

Transport 
par  le  courant 
3.449  gr. 

f 
—  0.035  gr. 

.720 

» 

.255 

n 

.465 

n 

— 

19    „ 

.869 

)} 

.381 

)) 

.488 

n 

-H 

04    „ 

.987 

n 

.504 

n 

.483 

» 

— 

0]    „ 

4.138 

» 

.626 

)j 

.512 

}f 

-h 

28    „ 

.255 

n 

.746 

» 

.509 

n 

4- 

25   „ 

.382 

n 

.864 

V 

518 

n 

4- 

34   „ 

.485 

Ji 

.980 

» 

.505 

n 

+ 

21    „ 

.571 

» 

1.092 

n 

.478 

V 

06   „ 

.696 

w 

.204 

ff 

.492 

n 

4- 

08    „ 

.778 

w 

.314 

n 

.464 

n 

— 

20    „ 

.871 

w 

Transport 

.421     „ 
)  par  la  courant: 

.450 

n 

"■"" 

34   „ 

43.813 

gr. 

12  - 

Moyenne 

en  10 

min.: 

.  . 

.    3.484 

gr- 

Erreur 

probable  : 

0.6745  ]X 

0.006313 
12.11      ^ 

=: 

±  0.007  gr. 
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Donc  le  transport  par  le  courant  seul  a  été  cette  fois  en  dix 
minutes: 


selon  la  série    I 
II 
III 
IV 
V 


n  n  n 


n  n  » 


»  n  » 


-^2"  g^-  =  1.158  gr.  par  ampère. 

^-^  -     162 

^^^^  -    124 

2  05  "  ""              "       "          " 

28^  -     130 

2.52  "  ~             "       "          '' 

3i«4  _     ... 

3.04  ""  ~             " 


5.720  gr. 

5 

1.144  gr.; 

de  sorte  qu'il  ne  diflPère  du  résultat  des  cinq  séries  précédentes 
(1.156  gr.)  que  d'une  quantité  située  entre  les  limites  des  erreurs, 
dont  les  observations  de  ce  genre  sont  naturellement  aflFectées. 

Et  cette  différence  disparaît  presque  entièrement,  si  Ton  compare 
les  poids  des  quantités  des  deux  solutions  de  densité  différente, 
qu'un  courant  d'une  intensité  d'un  ampère  a  transportées  pendant 
tout  le  cours  des  observations,  c-a-d.  en  dix  heures. 


Solution  de  20  parties 

de  Cu  SO^  +  5  Aq.  sur 

100  parties  d'eau  distillée. 

Solution  de  10  parties 

de  Ou  SO^-\-b  Aq.  sur 

100  parties  d'eau  distillée. 

I.^tifr.  =  13.93g. 

I. 

13.770 
î.02"   ^' 

=  13.50  gr. 

20.635 
^^-    4.48 

„  =4394    „ 

II. 

20  707 
1.48      " 

=  13.99    „ 

III   2^-^-' 
^^^-    2.05 

„  =13.49    „ 

III. 

28.684 
2.05      » 

=  13.90    „ 

TV   ^294 
^^      2.52 

„  =1361    „ 

IV. 

34.785 
2.r>2"    " 

=  13.80    „ 

43.813 
^'    3  04 

„  =  14.41    „ 

V. 

42.733 
3  04      " 

=  14.06    „ 

69.38  gr. 

69.25  gr. 

Haablem,  Maart  1902. 


LES  MOUVEMENTS  DU  VOILE  DU  PALAIS 

PAR 

L.  P.  H.  EIJKMAN. 


Si  l'étude  de  la  position  du  voile  du  palais,  comme  facteur 
servant  à  déterminer  le  caractère  des  sons  de  la  parole,  a  été 
tant  négligée  jusqu'à  présent,  ce  n'est  pas  parce  que  les  phoné- 
ticiens en  méconnaissent  l'importance,  mais  plutôt  parce  que  les 
recherches  dans  cette  direction  offrent  des  difficultés  exceptionnelles. 

L'abbé  RoussELOT,  dans  ses  Principes  de  phonétiqtie  expérimentalSy 
p.  267  (1897),  dit  au  sujet  du  vélum:  „I1  est  donc  du  plus  haut 
intérêt  d'en  étudier  avec  attention  tous  les  mouvements".  A  la 
page  95  il  dit  qu'il  s'est  lui  même  contenté  jusqu'ici  de  la 
méthode  indirecte  inaugurée  par  M.  le  Dr.  Rosapelly,  c.-à-d., 
qu'il  juge  des  mouvements  du  voile  du  palais  d'après  la  quantité 
d'air  qui  sort  par  le  nez.  Il  décrit  aussi  les  expériences  faites  par: 

1**.  M.  Weeks  (p.  94),  qui  introduisit  dans  sa  bouche  un  style 
formé  de  deux  fils  d'aluminium  „qui  sont  d'abord  tordus  ensemble, 
puis  s'écartent  pour  renfermer  entre  eux  la  langue,  et  enfin  se 
rejoignent  pour  s'attacher  à  un  petit  bouton  de  plâtre  qui  se 
colle  au-dessus  de  la  luette".  L'autre  extrémité  du  style  était  fixée 
à  une  barre  formant  le  levier  d'un  tympan  Marey,  tenu  verti- 
calement en  face  de  la  bouche  par  une  tige  soudée  à  un  cercle 
de  fer  entourant  la  tête. 

2**.  M.  Allen  (p.  94),  qui  introduisit  dans  le  nez  une  tige  dont 
une  extrémité  recevait  les  impulsions  du  voile  du  palais  tandis 
que  l'autre,  pointue,  les  traçait  sur  un  cylindre  vertical. 

3**.  CzERMAK  (p.  267),  qui  introduisit  par  le  nez  un  fil  de  fer 
et  montra  expérimentalement  que  le  voile  du  palais  suit  une 
progression  croissante  pour  les  voyelles  a,  é,  o,  ou,  i  (Signes  pho- 
nétiques: a;,  e;,  o;,  16;,  i:  ^). 


')  Dans  le  présent  article  je  me  sers  de  l'alphabet  de  V Association  Phonétique. 
Archives  viii.  18 


122  LES   MOUVEMENTS    DU   VOILE   DU   PALAIS. 

Parrai  d'autres  écrivains,  qui  ont  traité  le  même  sujet,  je  nomme 
M.  H.-W.  AïKiNsoN,  qui  introduisit  un  fil  de  nickel  dans  sa 
bouche.  Il  est  impossible  de  décrire  brièvement  sa  méthode;  c'est 
pourquoi  je  dois  me  contenter  de  renvoyer  le  lecteur  à  son  article, 
Methods  of  Mouth-Mapping,  dans  la  Revue  Die  neueren  Sprachen, 
Novembre  et  Décembre  1898. 

Quelques  auteurs  ont  été  mentionnés  aussi  dans  la  Physiologie 
des  Rdchens^)  du  Prof.  Dr.  W.  Einthov^n,  dont  les  articles  sur 
les  mouvements  du  voile  du  palais  peuvent  être  consultés  avec 
fruit,  bien  que  ceux  que  j'ai  lus  se  rapportent  à  des  cas  d'opération. 

Toutes  ces  méthodes  peuvent  être  classées  sous  deux  rubriques, 
savoir:  celles  qui  prennent  l'objet  d'investigation,  le  voile  du 
palais,  du  côté  antérieur,  c  est  à  dire  par  la  bouche  et  celles  qui 
le  font  du  côté  postérieur,  c'est  à  dire  par  le  nez. 

Il  est  évident  que  ce  sont  celles-ci  qu'il  faut  préférer,  parce 
qu'elles  n'exercent  point  d'influence  sur  la  prononciation  naturelle 
à  l'expérimentateur  et  lui  permettent,  dans  le  cours  de  ses  recher- 
ches, de  prononcer,  selon  son  désir,  de  simples  voyelles  ou  con- 
sonnes, des  groupes  de  sons,  des  mots  séparés  ou  des  phrases 
entières.  La  seule  objection,  qu'on  puisse  faire  à  ce  sujet,  c'est 
que  la  forme  de  la  surface  postérieure  du  palais  mou  n'est  pas 
nécessairement  identique  à  celle  de  la  forme  antérieure  et  que  la 
contraction  d'un  ou  de  plusieurs  muscles  sur  la  surface  postérieure 
pourrait  en  faire  enfler  une  partie,  tandis  que  la  surface  antérieure 
reste  complètent  égale  Les  seuls  muscles  qui  puissent  produire 
cet  eiïet  sont: 

1.  le  palato-staphylin  ou  muscle  azygos, 

2.  le  péristaphylin  interne, 

3.  le  péristaphylin  externe, 

4.  le  pharyngo-staphylin 

Le  premier  de  ces  muscles  peut  être  négligé,  parce  qu'une  tige 
introduite  dans  la  cavité  du  nez  et  s'appuyant  sur  le  palais  mou, 
laisserait  le  muscle  azygos  intact.  On  peut  négliger  de  même  le 
péristaphjdin  externe,  parce  qu'il  se  termine  sur  une  aponévrose  ^). 


*)  Handbuch  der  Luryngologie  UDd  Rhinologie,  par  le  Dr.  Paul  Heymann. 

*)  Le  péristaphylin  externe  est  placé  entre  le  ptérogoïdien  int-erne  et  l'aile  in- 
terne de  Tapophyse  ptérygoïde.  Il  s'insère  en  haut,  suivant  Sappey,  à  une  petite 
surface  allongée,  située  à  la  base  de  Tapophyse  ptérygoïde  et  sur  le  tiers  supérieur 
de  la  portion  fibreuse  de  la  trompe.  Les  fibres  musculaires  qui  en  partent 
forment  un  petit  faisceau  aplati,  qui  se  termine....  sur  une  aponévrose  intra- 
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Donc,  le  pérîstaphylin  interne  et  le  pharyngo-staphylin  seraient 
les  seuls  muscles  dont  Tépaississeraent  résultant  de  leur  contrac- 
tion pouri-ait  influencer  les  excursions  d'une  tige,  reposant  avec 
une  de  ses  extrémités  sur  le  palais  mou.  Il  est  douteux  cependant 
que  ce  facteur  doive  être  pris  en  considération  dans  les  résultats 
publiés  ci-dessous,  1"".  parce  que  la  tige  avec  laquelle  j'ai  expérimenté 
ne  dépassait  le  septum  choanorum  ^)  que  de  9  millimètres  (voir 
p.  127),  et  2^  parce  que  ces  deux  muscles  sont  très  ténus. 

Toutes  ces  considérations  ont  amené  M.  le  Prof.  Dr.  Zwaaude- 
MAKEH,  de  rUniversité  d'Utrecht,  à  modifier  la  méthode  de  Debrou- 
CzERMAK  et  à  construire  un  mécanisme  qui,  combiné  à  l'appareil 
pour  l'étude  des  mouvements  des  mâchoires,  des  lèvres  et  des 
muscles  extrinsèques  de  la  langue  (Archives  Teyler,  Série  II, 
T.  VII,  2*^™®  partie  2)  permettrait  de  tracer  les  mouvements  du 
vélum  sur  un  tambour  tournant.  Ce  procédé  aurait  d'ailleurs 
l'avantage  de  noter  les  mouvements  de  ces  organes  tous  à  la  fois. 

Le  mécanisme  en  question  consiste  en  un  fil  d'argent  assez 
épais  (2  millimètres),  ayant  la  forme  d'une  sonde  de  l'oreille 
Itard,  longue  de  12Vi  centimètres  et  pourvue  d'un  petit  crochet 
mobile. 

Fio.  1. 


^tàÊassaumm/mmÊ 


9.6  cJU 


A  défaut  d'un  point  fixe  de  support  sur  la  tablette  d  aluminium 
protégeant  le  coussinet  des  lèvres  (Cf.  Arch.  Teyler,  Série  II, 
T.  VII,  2*^  partie  3)),   cette  tablette  a  été  remplacée  par  une  tige 


musculaire ;  elle  (l'aponévrose  musculaire)  s'élargit à  la  façon  d'un  éventail 

et  contribue  en  grande  partie  à  former  l'aponévrose  du  voile  (Dr.  C.  Chauveau, 
Le  Pharynx,  p.  197). 

0  Châuveau,  p.  191  :  ^Sa  longueur  (du  vélum)  est  de  trois  à  quatre  centimètres, 
en  dehors  de  la  luette.  Sur  la  ligne  médiane  cette  longueur  atteint  de  quatre 
centimètres  à  quatre  centimètres  et  demi,  grâce  à  l'étendue  propre  à  ce  pro- 
longement," 

^  Dans  l'article  cité  j'ai  parfois  employé  le  terme  muscle  lingual  où  j'aurais 
dû  dire  muscles  extrinsèques  de  la  langue. 

*)  C'est  à  cet  article-là  que  je  renvoie  chaque  fois  que  je  cite  Teyler  dans 
cette  étude. 

18* 


124 


LES   MOUVEMENTS   DU   VOILE   DU   PALAIS. 


FiG.  2. 


de   métal,  fixée    à  un  dilatateur  des  narines  système  Feldbausch 

(Fig.  2). 

Après  que  lappareil  Zwaardemaker  a  été  fixé 
de  la  manière  habituelle,  on  introduit  le  dilata- 
teur dans  les  narines  et  la  tige  de  métal,  appuyé 
fortement  contre  le  septum  du  nez,  est  tenue 
en  position  par  les  deux  fils  de  plomb  qui,  autre- 
ment, soutiennent  le  coussinet  des  lèvres.  La 
tige-levier,  dûment  désinfectée  dans  une  fiamme 
de  gaz  de  Bunsen,  est  introduite  alors  dans  une 
des  narines  et  un  crochet  (Fig.  2)  soudé  à  une 
tige  mobile  glisse  facilement  sur  la  tige-levier  et 
est  posée  dans  un  des  crans  d'une  pièce  en  métal 
(Fig.  1),  soudée  à  la  tige-levier  pour  Tempêcher 
de  se  renverser.  Alors  le  crochet  de  la  tige-levier 
(Fig.  1)  est  mis  en  contact  avec  un  coussinet  à 
air  cylindrique  (Fig.  3),  communiquant  par  des 
tubes  en  caoutchouc  avec  un  tambour  inscripteur 
Marey.  F.e  coussinet  à  air  est  fixé  au  cercle 
s'adaptant  à  la  tête  *). 

Pour  donner  plus  de  fixité  à  Tappareil  on  passe 
sur  une  poulie  un  cordon  attaché  au  cercle  de 
la  tête  et  à  Tautre  bout  du  cordon  on  pend  un 
contrepoids. 

Pour  l'introduction  et  l'ajustement  de  la  tige- 
levier,  ainsi  que  dans  tout  le  cours  de  mes  expé- 
rimentations, j'ai  eu  le  précieux  avantage  d'être 
assisté  par  M.  le  Prof.  Zwaardemaker.  La  première 
fois  l'opération  cause  une  sensation  légèrement 
désagréable,  mais  sans  douleur;  cependant  l'ajus- 
tement du  morceau  de  fil  de  coton  au  crochet 
de  la  tige  et  du  coussinet  à  air  demande  quelque 
précaution.  Plus  d'une  fois  j'ai  expérimenté  pen- 
dant deux  heures  consécutives  et  davantage,  sans 

avoir  dû  retirer  de  mon  nez  la  sonde. 
Afin  de  trouver  l'échelle  servant  à  déterminer  le  rapport  entre 


*)  Pour  la  manière  dont  je  m'y  suis  pris  cf.  Nederlandsch  Tijdschrift  voor 
Qeneeskunde,  1901,  2^  p ,  n°.  9,  page  466.  Cependant  je  me  suis  servi  de  deux 
coussinets  à  air  cylindriques  de  la  môme  dimension. 
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les  excursions  du  levier  inscripteur  et  Textrémité  G  de  la  tige-levier, 
(Fig.  3)  appuyant  contre  le  voile  du  palais,  nous  nous  sommes 
servis  du  même  instrument  que  j'avais  employé  autrefois  pour 
mesurer  les  distances  des  mâchoires  (voir  Arch.  Teyler,  p.  107).  Après 
l'avoir  attaché  au  cercle  de  la  tête,  nous  avons  joint  sa  tige 
horizontale  inférieure  i)  à  la  tige  du  vélum  au  moyen  d'un 
fil  de  coton.  La  jonction  se  faisait  au  point  B  entre  le  support 
A  et  le  crochet  au  bout  de  la  tige,  à  20  m. m.  de  distance 
du  premier.  Les  bras  du  levier,  étant  donc  de  96  m.m.  et  de 
20  m.m.,  chaque  fois  qu'on  faisait  descendre  D  d'un  millimètre 
B  en  descendait  1  et  C  en  montait  4,8.  La  descente  du  point 
B  raréfiait  l'air  dans  le  coussinet  à  air  et  dans  le  tambour  Marey 
et  par  conséquent  le  levier  inscripteur  descendait.  L'élévation 
du  point  B  avait,  tout  naturellement,  l'effet  contraire.  Après  cette 
explication    il   suffira    de   quelques  indications   pour  comprendre 

Fio.  3. 


la  manière  de  composer  l'échelle. 
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Il  faut  d'abord  fermer  la  bouche  (les  mâchoires  serrées)  de 
manière  que  le  voile  du  palais  ait  la  position  la  plus  basse.  Cette 
position  de  repos  est  notée  sur  la  feuille  noircie  par  une  courte 
ligne  de  repère.  Ensuite  il  faut  baisser  la  tige  D  jusqu'à  ce  que 
le  fil  de  coton  BD  soit  tout  à  fait  tendu  et  alors  le  nombre  désigné 
par  l'indicateur  de  l'instrument  mesureur  est  inscrit  à  côté  de 
la  ligne  de  repère.  Puis  il  faut  baisser  encore  un  peu  la  tige  /J,  ce 
qui  fera  descendre  le  levier  inscripteur.  La  nouvelle  position  de 
ce  levier  sera  de  nouveau  indiquée  sur  la  feuille  par  une  courte 
ligne  et  le  nombre  désigné  alors  par  l'indicateur  sera  inscrit 
comme  la  première  fois.  On  répète  l'expérience  jusqu'à  ce  qu'un 
nombre  de  distances  suffisant  pour  former  une  échelle  (5  ou  6)  ait 
été  inscrit. 

Il  y  a  trois  observations  à  fiiire  au  sujet  de  la  méthode  que 
j'expose.  La  première,  c'est  que  le  point  B  -décrit  une  courbe 
tandis  que  le  point  D  se  meut  en  ligne  droite.  Mais  comme  le 
déplacement  du  point  B  ne  dépasse  Jamais  4.5  m. m.,  la  diflflèrence 
est  si  minime  qu'on  ne  risque  rien  en  la  négligeant.  D'ailleurs  — 
et  c'est  la  seconde  observation  à  faire  —  je  considère  les  résultats 
obtenus  comme  représentant  les  mouvements  verticaux  du  palais 
mou,  ne  tenant  pas  compte  de  ce  que  le  point  G  décrit  une 
courbe.  Car  je  trouve,  en  calculant  la  différence,  qu'elle  est  tout 
au  plus  de  0.15  m. m.  et  que  par  conséquent  elle  peut  être  négligée. 

La  troisième  observation  que  je  désirerais  faire  a  rapport  à 
l'instrument  mesureur  même:  c'est  qu'il  est  très  difficile,  comme 
on  sait,  de  faire  en  sorte  que  les  dents  d'un  petit  pignon  s'adaptent 
avec  précision  à  celles  d'une  petite  roue;  mais,  ainsi  qu'on  le 
verra  plus  bas,  pourvu  que  le  nombre  de  distances  dont  on  prend 
la  moyenne  soit  assez  grand,  il  est  possible  de  trouver  une  échelle 
à  laquelle  on  peut  se  fier. 

Le  Tableau  I  fait  voir  que  j  ai  écrit  neuf  feuilles,  avec  une 
échelle  sur  chacune  des  feuilles  I,  VIII  et  IX,  et  avec  deux 
échelles  sur  chacune  des  autres  (l'une  au  commencement  et  l'autre 
à  la  fin).  Le  côté  gauche  du  Tableau  montre,  exprimées  en  milli- 
mètres, les  distances  des  échelles  sur  le  papier  noirci  ;  le  côté  droit 
représente  les  abaissements  correspondants  du  point  B  du  levier 
du  vélum,  tels  que  les  inscrit  l'indicateur  de  l'instrument  mesureur. 
La  plus  grande  distance  dans  la  partie  à  gauche  étant  de  57.5  m.m., 
une  division  en  5  groupes  de  12  m.m  s'est  naturellement  imposée. 
La  somme  des  valeurs  dans  chaque  groupe  divisée  par  leur  nombre 
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représente  la  moyenne  correspondant  avec  celle  de  la  partie  droite 
du  Tableau,  obtenue  de  la  même  manière,  de  sorte  qu'une  distance 
de  8.50  m. m.  sur  la  feuille  noircie  représente  un  abaissement  de 
0.56  in  m  du  point  B.  Ainsi  qu'il  a  été  dit  p.  125,  ce  nombre  mul- 
tiplié par  4.8  indiquera  Tascension  correspondante  du  point  C  du 
levier  du  vélum  et,  par  conséquent,  du  voile  du  palais  :  0.56  m.m. 
X  4.8  =  2.688  m.m.,  ou  en  nombre  rond  2.75  m.m. 

Le  point  précis  où  le  bout  de  la  tige-levier  appuie  sur  le  vélum 
peut  facilement  être  déterminé  par  la  méthode  Hopmann').  Jai 
trouvé  que  la  distance  du  fond  de  ma  narine  au  septum  choanorum 
est  de  87  millimètres  et  que  celle  du  septum  choanorum  au  fond 
du  pharynx  est  de  15  millimètres.  L'appui  étant  très  près  du  fond 
de  ma  narine,  il  en  résulte  que  Textréuiité  de  la  tige-levier  dépas- 
sait le  septum  choanorum  d'un  peu  moins  de  96  m.m.  —  87  mm. 
ou  9  millimètres. 

De  la  manière  décrite  ci-dessus  je  trouve  pour  les  autres  moyen- 
nes: 1.21  m.m.  X  48  =^  5.75  m.m.,  1.94  m.m.  x  4  8  =r  9.25  m.m., 
2.58  m.m.  x  4.8  =  12.50  m.m.,  3.47  m.m.  x  4.8  =  16.75  m.m.,  qui 
correspondent  successivement  à  18.75  m.m  ,  30.25  m.m.,  41  m.m.  et 
54  m.m.  de  Téchelle  sur  la  feuille  noircie. 

Au  moyen  de  ces  nombres  la  courbe  graphique  pour  le  mesurage 
de  toutes  mes  courbes  du  vélum  pourrait  être  construite  comme 
je  vais  Tindiquer. 


m\ 
ai 


ilililiiniiipyjliiiiiîilliilini 


t!u:»îï:su:;|:ï::::::::3î:i« 


isaijjiiiiiiiitii nriii 


*)  Archiv  fur  Laryngologie  und  Rhinologie,  Band  I,  p.  88. 
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Dans  la  colonne  verticale  de  gauche  sont  marquées  en  millimètres 
les  moyennes  de  la  feuille  noircie;  sur  la  ligne  supérieure,  en 
millimètres  également,  les  moyennes  correspondantes  représentant 
les  relèvements  actuels  du  point  C  du  levier  du  vélum;  ces  der- 
nières multipliées  par  4,  afin  de  faciliter  le  mesurage  de  quarts  de 
millimètres.  Il  n'y  a  rien  à  faire  qu'à  poser  cette  échelle  sur  la  courbe 
de  la  feuille  noircie  de  telle  sorte,  que  la  ligne  supérieure  couvre  la 
ligne  de  repère  de  la  feuille.  Pour  donner  un  exemple  :  si  l'ampli- 
tude de  la  courbe  est  de  45  m.m.,  suivez  l'horizontale  de  45  jusqu'à 
ce  qu'elle  coupe  la  courbe  graphique  et,  du  point  où  ces  deux 
lignes  se  coupent,  suivez  la  verticale  jusqu'à  la  ligne  supérieure,  où 
le  relèvement  actuel  est  inscrit  comme  étant  de  13.75  millimètres. 

La  ligne  supérieure  de  l'échelle  a  été  un  peu  allongée  aux  deux 
bouts,  parce  qu  il  n'y  a  pas  de  continuité  entre  les  lignes  de  repère 
sur  les  feuilles  noircies. 

Quoiqu'on  puisse  suffisamment  se  fier  à  la  courbe  graphique 
obtenue  de  la  manière  que  je  viens  de  décrire,  puisqu'elle  est, 
pour  ainsi  dire,  une  ligne  droite,  je  l'ai  construite  d'une  autre 
manière  en  vue  du  troisième  point  nommé  page  126,  afin  d'être 
plus  sûr  encore  de  l'exactitude  du  calcul. 

Prenant  devant  moi  la  moitié  de  droite  du  Tableau  I,  j'ai 
posé  l'indicateur  de  mon  instrument  de  mesurage  sur  0.2  et, 
au  moyen  d'une  règle  ordinaire,  j'ai  trouvé  que  la  distance  entre 
les  deux  tiges  horizontales  était  de  0.25  m.m.  Ensuite  j'ai  posé 
rindicateur  sur  0.7  (le  second  nombre  du  Tableau  I)  et  j'ai 
trouvé  que  celui-ci  correspondait  à  une  distance  de  0.5  m.m. 
entre  les  tiges  horizontales.  J'ai  remesuré  de  cette  manière  toutes 
les  distances  en  quarts  de  millimètre  et  j'ai  additionné  les  mêmes 
groupes  qu'auparavant  et  obtenu  les  résultats  suivants: 

4.25  m.m.  :  8  =  0.5  m.m.;    23  m.m.  :  21  =:  1  m.m.;    28  mm.: 
15  =  1.75  m.m;  58.5  m.m.  :  24  =  2.5  m  m.;  47.5  m.m.:  14  =3.5  m.m., 
ou,  multiplié  par  4.8,  la  proportion  des  bras  du  levier  du  vélum  : 
2.5  m.m.;  5  m.m.;  8.5  m.m  ;  12  m.m.;  16.75  m.m. 

Si  nous  comparons  à  ces  chifires  les  moyennes  obtenues  aupa- 
ravant, il  sera  facile  de  voir  que  le  résultat  est,  pratiquement, 
le  même. 

Ayant  terminé  la  description  de  la  méthode,  je  vais  maintenant 
m'occuper  des  tracés. 

Dans  le  choix  des  mots-clefs  je  m'en  suis  naturellement  tenu  à 
ceux  dont  je  me  suis  servi  dans  l'étude  des  distances  des  mâchoires 
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(Cf.  Arch.  Teyler  p.  110),  savoir:  boet,  boor,  hoty  boot^pot,  bouty  bat, 
haslje^  beuTy  put^  bwity  baaty  bepalen,  bijt,  betj  beer^  beet^  6i<,  biet,  bvnit, 
beat.  J'y  ai  ajouté  boem^  boeii,  boenty  bam,  ban^  bant,  bang^  baarif  bcumt^ 
bmnty  bijrif  ben^  beng^  bim^  hiUy  bint,  bingt^  afin  de  déterminer  la 
position  du  vélum  dans  les  consonnes  nasales. 

Il  est  évident  que  la  collection  de  matériaux  à  employer  devait 
être  moins  nombreuse  que  pour  l'étude  des  mouvements  de  la 
mâchoire;  eu  effet,  chacun  des  mots-clefs  n'a  été  prononcé  que 
trois  fois. 

Un  traitement  détaillé  de  chacune  des  courbes  demanderait  trop 
de  place;  je  me  bornerai  donc  à  celle  qui  est  reproduite  dans  la 
fig.  5.  Il  s'agit  du  premier  mot  bit  de  la  page  141. 

FiG.  5. 


vélum 


m&choire 


Temps:  1  m.M.  =  '/loo  sec. 


Vi 


A  la  suite  du  présent  article  on  trouvera  des  reproductions 
photographiques  de  quelques  courbes  à  l'échelle  de  3:5. 

Bien  que  les  courbes  de  la  lèvre  supérieure  et  des  mouvements 
des  muscles  extrinsèques  de  la  langue  aient  été  tracées  dans 
chaque  cas,  elles  ont  été  omises  ici  et  ailleurs,  parce  que  ces  orga- 
nes n'ont  qu'un  rapport  lointain  avec  mon  sujet. 

Les  courbes  ci-dessus,  de  même  que  celles  qui  se  trouvent  à  la 
Archives  viii.  19 
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suite  du  présent  article  doivent  être  lues  de  gauche  à  droite  en 
partant  de  l'arc  *)  marqué  0.  La  courbe  du  vélum  a  été  marquée 
(  —  )>  parce  que  le  relèvement  du  voile  est  représenté  par  un 
abaissement  dans  le  tracé.  La  courbe  de  la  mâchoire  a  été  mar- 
quée (  4-  ),  parce  que  son  point  inférieur  répond  à  la  position  la 
plus  basse  de  la  mâchoire. 

Les  points  synchroniques  dans  les  deux  courbes  peuvent  être 
trouvés  de  la  manière  ordinaire,  au  moyen  d'une  règle  divisée  en 
millimètres.  Pour  faciliter  les  recherches  du  lecteur,  les  principaux 
points  synchroniques  sont  indiqués  dans  la  figure.  Au  point  1, 
c.à-d.  au  moment  où  je  commençai  à  parler,  la  bouche  était 
close,  les  mâchoires  étant  posées  Tune  sur  Tautre.  Il  est  donc 
évident  qu'il  y  a  un  très  petit  intervalle  entre  le  moment  où  le 
vélum  se  relève  et  celui  où  les  mâchoires  se  séparent.  S'il  m'est 
permis  de  risquer  une  conjecture,  je  dirais  que  cet  intervalle  est 
nécessaire  pour  pern^ettre  à  l'air  d'entrer  dans  la  bouche  par  les 
fosses  nasales;  car,  ou  la  langue  remplit  entièrement  la  cavité 
buccale,  ou  celle-ci  forme  presque  un  vide.  L'admission  de  l'air 
produit  donc  l'équilibre  de  l'air  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de 
la  bouche  au  moment  où  la  mâchoire  commence  à  se  mouvoir 
et  en  facilite  le  mouvement  descendant.  Au  moment  où  le  voile 
du  palais  ferme  l'ouverture  de  la  cavité  du  nez,  les  lèvres  sont 
ouvertes  et  prolongent  l'équilibre  ^). 

Le  mot  ayant  été  prononcé,  le  vélum,  comme  l'indique  le  point 
6,  a  repris  sa  position  de  repos  quelque  temps  (Vio  de  seconde) 
avant  que  les  mâchoires  soient  refermées.  Il  n'y  a  là  rien  d'éton- 
nant, car  au  point  5  le  voile  du  palais  a  terminé  sa  tâche,  tandis 
que  la  mâchoire  inférieure,  pour  accentuer  l'explosion  du  t,  descend 
lentement  avant  de  remonter  pour  se  serrer  contre  la  mâchoire 
supérieure. 

Nul  doute  que  l'abaissement  rapide  du  point  1  au  point  2  dans 
la  courbe  du  vélum  représente  l'élévation  du  vélum,  laquelle  est 
nécessaire  pour  que  la  fosse  nasale  puisse  se  fermer.  D'ailleurs, 
je  me  suis  assuré  par  une  série  spéciale  d'expériences  que  le  point 
2  est  Tendroit  où  commence  l'explosion  du  b  L'espace  me  manque 


')  Sur  le  Tableau  V  Tare  marqué  0  se  trouve  au  bout  des  tracés. 

*)  Quelque  chose  de  pareil  a  lieu  lors  de  la  mastication.  Pendant  mes  expérimen- 
tations j'ai  eu  l'occasion  de  tracer  les  mouvements  du  vélum  pendant  que  je 
mâchais  un  morceau  de  pain  et  j'ai  constaté  que  le  vélum  montait  quand  la 
mâchoire  inférieure  descendait,  et  vice  versa. 
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pour  décrire  ici  en  détail  toutes  ces  expériences:  elles  seront 
traitées  plus  amplement  dans  un  article  à  part  sur  la  durée  des 
sons  de  la  parole.  Je  me  bornerai  maintenant  à  dire  que  j'ai 
profité  de  ce  que  j'ai  perdu  une  de  mes  dents  de  devant  pour 
introduire  dans  cette  brèche  un  petit  tube  de  bois,  communiquant 
par  un  tube  de  caoutchouc  avec  un  tambour  Marey.  La  courbe 
obtenue  de  cette  façon  indique  avec  précision  le  point  où  commence 
l'explosion  de  l'initiale  b. 

Pour  des  raisons  pratiques  je  prends  le  point  2,  le  moment  de 
l'explosion,  comme  étant  celui  où  commence  la  voyelle,  de  sorte 
que  je  considère  le  son  transitoire  après  b  comme  faisant  partie 
de  la  voyelle.  Je  me  propose  de  traiter  de  la  même  manière  le 
son  transitoire  devant  t,  de  manière  à  pouvoir  dire  que  la  voyelle 
finit  au  moment  où  le  bout  de  la  langue  touche  les  gencives  et 
arrête  ainsi  le  courant  d'air  venant  de  la  bouche.  Ce  point  a  été 
déterminé  aussi  au  moyen  du  tube  inséré  dans  la  brèche  de  mes 
dents;  c'est  le  point  4  dans  mes  courbes.  Du  point  4  jusqu'à  5  la 
mâchoire  reste  immobile;  c'est  le  moment  d'arrêt  avant  l'explosion 
du  t,  qui  correspond,  comme  on  le  verra,  avec  un  léger  abaissement 
du  vélum. 

Donc,  la  voyelle  (avec  les  sons  transitoires)  s'étend  depuis  2 
jusqu'à  4.  Quant  au  point  3,  qui  représente  la  position  la  plus 
basse  de  la  mâchoire,  je  propose  de  le  nommer  le  centre  de  la 
voyelle,  quoiqu'il  ne  se  trouve  pas  toujours  précisément  au  milieu. 

Il  est  facile  de  mesurer  la  durée  de  chaque  son,  puisque  3'/j 
millimètres  représentent  Vio  de  seconde,  et  la  courbe  graphique  à 
la  page  127  nous  met  à  même  de  trouver  les  différentes  positions 
du  vélum  comme  suit: 

à  b  au  moment  de  l'explosion:  12.75  m.m., 

au  centre  de  la  voyelle  1:  12.75  m.m, 

à  t  au  moment  de  lexplosion:  \2  m.m. 

Les  tracés  du  Tableau  II,  dont  je  vais  m'occuper  maintenant, 
ont  été  obtenus  au  moyen  d'une  réduction  des  courbes  originales 
à  leurs  valeurs  réelles.  Une  petite  ligne  dans  chaque  courbe 
marque  le  centre  de  la  voyelle.  Pour  calculer  la  durée  de  chaque 
mot,  il  faut  observer  quun  millimètre  représente  0.1  seconde. 
De  même  que  ci-dessus  toutes  les  courbes  doivent  être  lues  de 
gauche  à  droite  et  dans  un  sens  négatif,  c.-à-d,  que  les  vallées  et 
les  collines  correspondent  respectivement  à  des  relèvements  et  à 
des  abaissements  du  vélum. 

19* 
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boet.  —  Le  premier  groupe  à  traiter  est  celui  de  hu:t^) 
Le  tableau  ci-dessous  indique  la  hauteur  du  vélum  en  milli- 
mètres aux  trois  points  auxquels  il  a  été  référé,  savoir:  le  b,  le 
centre  de  la  voyelle  et  le  t  au  moment  de  Texplosion.  En  outre, 
dans  ce  tableau  et  dans  tous  les  tableaux  suivants  il  a  été  ajouté 
une  colonne  représentant  les  distances  des  mâchoires  au  centre 
des  voyelles,  mais  elles  n'ont  pas  été  réduites  à  leur  valeur  absolue. 
Cette  colonne  a  été  ajoutée  surtout  pour  montrer  que  si  les  dis- 
tances des  mâchoires  varient  dans  la  prononciation  de  la  même 
voyelle,  il  n'en  résultent  pas  nécessairement  des  positions  diâérentes 
du  vélum;  en  d'autres  termes:  qu'il  n'y  a  pas  de  relation  appa- 
rente entre  les  différentes  distances  des  mâchoires  et  les  difiérentes 
positions  du  vélum  dans  une  même  voyelle. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  que  les  mots  formant  un  groupe 
n'ont  pas  été  prononcés  successivement. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b                   oe 

1 

t 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 
III 

11.75 
12.75 
11.75 

11.75(11.50) 
12.50(11.50) 
12.      (11.25) 

13. 

12.50 

11.75 

3. 

7.50 
8.50 

Moyenne 

12. 

12.     (11.50) 

12.50 

6.25 

On  voit  que  dans  chaque  cas  la  voyelle  est  représentée  par 
deux  nombres.  Il  en  est  ainsi  parce  que,  après  le  centre,  le  vélum 
continue  à  s'abaisser  légèrement  avant  de  se  relever  pour  produire 
la  consonne  finale.  Ces  deux  nombres  indiquent  donc  respective- 
ment la  position  du  vélum  au  centre  de  la  voyelle  et  sa  plus 
basse  position  pour  la  voyelle. 

Les  courbes  et  les  moyennes  dans  le  tableau  ci-dessus  indiquent 
que  le  voile  du  palais  a  une  tendance  à  s'abaisser  légèrement  en 
produisant  le  son  u:  entre  les  deux  explosives  b  et  t,  ce  qui  nous 
permet  de  conclure  que  la  concavité  du  voile  du  palais  diminue;  car 


')  Quoique  les  deux  points  après  un  son-voyelle  indiquent  que  la  voyelle 
est  longue,  ils  ne  se  rapportent  pas  à  la  longueur  dans  cet  article.  La  durée 
des  sons  devant  être  le  sujet  d'un  article  h  part,  je  m'abstiens  d'en  parler  ici, 
excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas  où  la  voyelle  est  suivie  de  r,  puisque 
alors  il  n'y  a  pas  de  doute  sous  ce  rapport. 
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il  est  difiScile  d'admettre  que  la  masse,  entière  du  vélum  s'abaisse. 
Il  faut  remarquer  en  passant,  quoique  cette  remarque  ne  tombe 
pas  strictement  dans  les  limites  de  cet  article,  que  Tavancement 
des  lèvres  n'atteint  pas  son  maximum  au  centre  de  la  voyelle  u:, 
mais  qull  augmente  considérablement  jusqu'au  point  où  com- 
mence le  t  et  même  un  peu  au  delà.  Cependant  la  voyelle  ne 
fait  pas  à  l'oreille  l'impression  d'une  diphtongue. 

boei.  —  IjO  groupe  huij  ne  donne  lieu  pour  le  moment  à  aucune 
observation,  sauf  que  la  ligne  pointillée  de  la  troisième  courbe 
indique  que  le  cylindre  noirci  s'était  arrêté  avant  que  le  levier 
inscripteur  fût  revenu  à  la  ligne  de  repère.  Le  tableau  ci-dessous 
a  été  composé  sur  le  même  plan  que  celui  du  groupe  boet. 


Nombre 
de  la  Gourbe. 

b 

oel 

Dist.  d.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 
III 

11.75 

14. 

13.50 

12.75 
13.75 
12.50 

7  50 

6. 

6.50 

Moyenne 

13. 

13 

1 

6.75 

boer.  —  Au  sujet  de  buis  il  est  intéressant  de  noter  que  les  deux 
premières  fois  ce  mot  a  été  prononcé  avec  un  r  uvulaire  et  la  3® 
fois,  par  accident,  avec  un  r  lingual.  Cette  circonstance  pourrait 
expliquer  le  léger  relèvement  du  vélum  d^ns  le  dernier  cas. 

Cette  voyelle  devant  r  est  toujours  longue  en  hollandais.  Le 
tableau  ci-joint  contient  les  positions  du  voile  du  palais  dans  b ,  oe ,  r 
(avant  que  le  vélum  descende  pour  de  bon)  et  les  distances  des 
m&choires  comme  les  tableaux  précédents. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

oe       1        r 

1 

Dist.  m&cb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 
II 

m 

16. 
15. 
14. 

16 

15.50 

14. 

14.50 

14. 

13.75 

7.50 

7. 

7. 

Moyenne 

15. 

15.25 

14. 

7.25 
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boor.  —  Dans  le  groupe  bo:n  on  remarque  la  tendance  du  vélum 
à  devenir  un  peu  moins  concave  après  que  le  b  a  été  prononcé. 
La  voyelle  est  longue  et  ne  se  présente  que  devant  r. 

Après  ce  qui  a  été  dit  des  tableaux  précédents,  celui  qu'on 
trouve  ci-dessous  n'a  pas  besoin  d*explication. 


Nombre 
de  ]a  Courbe. 

b 

- 

00 

r 

Oist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 
III 

13.25 

15. 

13. 

13.25 
13.50 
12.50 

13. 
43. 
12.50 

7. 

10. 

9. 

Moyenne 

13.75 

13. 

12.75 

8.75 

bot,  —  Les  courbes  du  groupe  bot  présentent  une  variété  très 
remarquable  qu'il  est  difficile  d'expliquer,  à  moins  qu'il  ne  faille 
l'attribuer  à  ce  qu'il  n'y  a  pas  de  type  fixe  du  son  o  dajis  ma 
prononciation,  comme  je  Tai  observé  aussi  dans  mon  article  sur  les 
distances  des  mâchoii'es  (Arch.  Teyler,  p.  114).  Quoiqu'il  en  soit, 
la  concavité  du  vélum  diminue  à  mesure  que  j'approche  du  milieu 
de  la  voyelle.  Dans  III  la  descente  est  très  considérable,  de  même 
que  le  relèvement  qui  suit  pour  la  consonne  finale,  lequel  est 
très  minime  dans  II. 

Des  courbes  on  déduit  comme  auparavant  le  tableau  suivant. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

0 

t 

Dist  m&cb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

10.50 

9.50 

11.50 

8.50 

II 

14. 

13.50 

13.75 

9. 

III 

14. 

9. 

12.50 

10.50 

Moyenne  12.75 


10.75 


12.50 


9  25 


boot.  —  D'après  mes  courbes  l'avancement  des  lèvres  dans  la  voy- 
elle de  ho:t  augmente  jusqu'à  ce  que  le  t  soit  atteint  et,  si  je  puis 
me  fier  à  mon  oreille,  la  voyelle  o:  a  quelque  légère  ressemblance 


LES   MOUVEMENTS  DU   VOILE   DU    PALAIS. 


135 


avec  une  diphtongue  ^)  c.-à-d.  qu'elle  passe  graduellement  au  son  u 
(hîgh-back-rounded). 
Le  tableau  suivant  n'a  pas  besoin  de  commentaires. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

00 

t 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 
III 

9.25 
13. 
10.75 

9.50 
13. 
10.50 

9.25 
13. 

10.75 

8.50 
12. 
11. 

Moyenne 

11. 

U. 

11. 

10.60 

boolt.  —  La  voyelle  de  bo:jt  est  une  diphtongue:  après  o  on  tire 
légèrement  en  arrière  les  commissures  des  lèvres,  changeant  ainsi 
la  rondeur  intérieure  en  une  extérieure,  et  la  langue  s'avance 
graduellement  jusqu'à  la  position  d'un  son  moyen-palatal.  Pour 
déterminer  la  nature  du  second  élément  il  se  présente  une  petite 
difficulté.  La  voyelle  fermée-palatale-arrondie  (avec  la  langue  dans 
la  position  de  e:)  s'entend  dans  des  mots  comme  guur,  Utrecht,  mais 
aucun  Hollandais  ne  l'identifierait  avec  le  deuxième  élément  de  ooi, 
ce  qui  me  fait  décider  à  nommer  cette  lettre  unj  arrondi  (Cf.  boei). 

Le  tableau  suivant  contient  les  mesurages  nécessaires. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

ooi 

t 

Dist.  roâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 
III 

12.25 
12.50 
14. 

12. 
12. 
13  50 

16. 

13.50 

14.75 

8. 

11.50 
9.60 

Moyenne 

13. 

12.50 

14.75 

9.50 

pot.  -*-*  La  variété  qui  se  présente  dans  les  distances  des  mâchoires 
pour  le  groupe  pot  (Cf.  Arch.  Teyler,  Tabl.  V)  semble  se  présenter 


>)  Cf.  aussi  P.  RooRDA,  De  klankleei*  en  hare  practische  toepassing,  2®  édition, 
p.  27,  Note. 
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aussi  dans  les  mouvements  du  vélum  ;  il  est  évident  du  moins  que  les 
trois  courbes  reproduites  font  voir  une  diversité  très  curieuse.  Elles 
montrent  aussi  que  la  voyelle  se  prononce  avec  beaucoup  moins 
de  tension  du  vélum  que  les  consonnes  et  même  que  cette  tension 
diminue  légèrement  au-delà  du  centre  de  la  voyelle  (Voir  aussi 
les  courbes  de  boet,  bat,  kastje,  baat,  bijt,  bet).  De  là  les  nombres 
entre  parenthèses  dans  le  tableau  ci-dessous. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

P 

0 

t 

Dist.  mftcb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

9.50 

8.50    (8.25) 

8.75 

11. 

II 

11. 

7.       (6.26) 

11.15 

14.60 

III 

13.75 
11.60 

11.25(11.) 

12. 

13. 

Moyenne 

9.        (8.60) 

10.75 

12.75 

bat.  —  Quoiqu'il  y  ait  une  grande  régularité  dans  le  b  du  groupe 
bat^  on  aperçoit  quelques  divergences  dans  les  autres  parties  des 
courbes.  La  dépression  importante  du  palais  après  le  6  se  prolonge 
dans  deux  des  trois  cas  au-delà  du  centre  de  la  voyelle.  De  là  les 
nombres  entre  parenthèses  dans  le  tableau. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

a 

t 

Dist.  m&cb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

11.26 

Jl 

11. 

8.50    (8.) 
6.50    (5.76) 

9. 

10.50 

II 

10.50 

11. 

III 

6. 

7.       (6.50) 

9  75 

12.50 

Moyenne 

11. 

9.75 

11.25 

C'est  le  premier  cas  où  pour  la  voyelle  le  vélum  s'abaisse  d'au- 
tant plus  que  la  distance  des  mâchoires  est  plus  grande.  Les 
autres  cas  sont  kastjo,  béer  et  blet. 

kastje.  —  Le  mot  kast  (en  caract.  phonét.  Jcast)  a  le  même 
son-voyelle  que  bat  du  groupe  précédent,  mais  son  diminutif 
kostje^  dont  je  prononce  stj  comme  un  seul  son  (/  avec  arrondis- 
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sèment  des  lèvres)  a  une  voyelle  qui  se  forme  un  peu  plus  en 
avant,  et  l'ouverture  des  mâchoires  a  un  peu  plus  de  largeur. 
La  représentation  phonétique  devrait  donc  être:  Jfcoi-T/9 

La  plus  grande  dépression  du  vélum  coïncide  avec  le  point  le 
plus  élevé  dans  la  courbe  de  la  mâchoire,  c'est  à  dire  là  où  se 
prononce  le  /;  ce  n'est  donc  pas  une  continuation  de  la  voyelle 
comme  dans  boet,  pot  et  bat.  Ceci  prouve  que  le  vélum  est  très 
bas  au  moment  où  Ion  prononce  /.  Après  la  dépression  que  je 
viens  de  nommer  le  vélum  s'élève  très  considérablement  pour  9; 
dans  deux  cas  bien  au  delà  de  la  position  pour  a  h  t. 

Les  autres  particularités  concernant  ce  groupe  se  trouvent  dans 
le  tableau  ci-joint. 


Nombre 
de  la  Courbe. 

k 

a 

stî 

e 

Dist.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

9. 

9. 

12. 

7. 
7. 

9.50 

6. 

5.50 

8.50 

7.50 
11. 
11.75 

a 

e 

I 

II 

III 

14. 
14. 
13.50 

7.50 
11. 
9.50 

Moyenne 

10. 

7.75 

6.75 

10.      1  13.75     9.26 

1            . 

bout.  —  SwEET  *)  dit  que  Vo  dans  pot  (=8lot)  et  celui  de  bout 
(=  kond)  sont  quelquefois  vélaires-moyennes-arrondies,  et  quel- 
quefois vélaires-ouvertes-arrondies;  il  semble  donc  qu'il  les  considère 
comme  identiques,  du  moins  il  ne  dit  pas  qu'il  est  possible  qu'une 
seule  et  même  personne  prononce  pot  avec  la  voyelle  vélairc- 
moyenne  et  bout  avec  la  voyelle  vélaire-ouverte.  Roorda  ^)  au 
contraire  nomme  les  deux  voyelles  vélaires-ouvertes-arrondies. 
Dans  ma  prononciation  Vo  de  pot  est  vélaire-moyenne  et  celui  de 
bout  vélaire  ouverte  (Cf.  Arch.  Teyler,  et  comparer  le  tableau 
ci-dessous  avec  celui  de.  la  p.  136). 

Il  y  a  une  grande  différence  aussi  dans  la  tension  du  vélum, 
comme  l'indiquent  les  mêmes  tableaux. 


»)  Handbook  of  Phon.,  pp.  139—141. 
*)  De  klankleer,  etc.,  p.  26. 
Archives  vui. 
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Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

ou 

t 

Dist.  màcb.  uoa 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12.75 

12. 

12.75 

18.50 

II 

14.50 

11.50 

13.50 

17. 

III 

13.25 

12.50 

14. 

14. 

Moyenne 

13.50 

12. 

13.50 

16.50 

baat;  bepalon.  —  En  hollandais  on  n'écrit  qu'un  seul  a  au  lîeu 
de  deux  dans  les  syllabes  ouvertes;  en  transcription  phonétique 
les  deux  mots  que  nous  traitons  s'écriraient  ba:t  et  h9pa:b  (n  ne 
se  prononçant  pas).  Tout  Hollandais  considérerait  les  deux  voyelles 
comme  identiques;  en  effet,  pratiquement  elles  le  sont;  mais  on 
voit  tout  de  suite  qu'il  y  a  une  différence. 

Il  a  été  montré  à  une  autre  occasion  (Voir  Tableau  IV  dans 
Arch.  Teyler)  que  les  moyennes  des  distances  des  mâchoires  pour  a: 
dans  baat  et  bepalen  étaient  respectivement  8.50  (559.50  :  67)  et  10 
(209.50:21),  et  une  différence  analogue  paraît  dans  les  tableaux 
ci-dessous.  Je  ne  puis  trouver  que  deux  raisons  possibles  pour 
ce  phénomène. 

La  première,  c'est  que  Va:  de  bepalen  aurait  été  prononcé  avec 
plus  de  force  que  la  voyelle  de  baat,  ce  qui  est  peu  probable; 

la  seconde,  c'est  que  dans  baat  les  mâchoires  étaient  fermées  au 
commencement,  tandis  que  dans  bepalen  la  mâchoire  inférieure 
était  déjà  baissée  pour  9,  lorsque  j'ai  commencé  de  prononcer  pa:. 
Si  telle  est  la  véritable  raison,  la  grande  différence  de  position 
du  vélum  peut  s'expliquer  de  la  même  manière;  car  le  tableau 
de  la  p.  137  fait  voir  que  Vo  (=  o)  est  caractérisé  par  une  concavité 
assez  marquée  du  vélum  (10  mm.),  et  dans  le  tableau  donné  ci- 
dessous  elle  atteint  même  14  50  mm  dans  la  syllabe  initiale  et 
11.50  dans  la  syllabe  finale. 

Pour  les  raisons  précitées  il  me  semble  désirable  de  traiter  sépa- 
rément les  mots  baat  et  bepalen  et  d'avoir  par  conséquent  deux 
tableaux. 


LES   MOUVEMENTS   DU    VOII.E    DU    PALAIS 


189 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

na 

t 

Dist.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

10.50 

7.(5.) 

10. 

13 

II 

10. 

5.50 

9  50 

12. 

m 

8. 

4  (3.50) 

9.50 

15. 

Moyenne 

9.50 

5.50(4.75) 

9.75 

18  25 

Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

e 

P 

a 

1 

e(n) 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 

Centre  ». 

I 

II 
III 

14. 
14. 
15.50 

14.50 
14.50 
15.50 

10. 
10. 
10. 

12.50 

12.50 

9.50 

18. 
19. 
15.50 

Moyenne 

14.50 

14.75 

10. 

11.50 

17.50 

Les  colonnes  de  b  et  de  1  sont  restées  en  blanc,  parce  qu'il 
m'a  été  impossible  de  déterminer  au  moyen  des  courbes  la  position 
exacte  de  ces  sons. 

bet,  —  Le  groupe  bet^  quoique  un  peu  irrégulier,  ne  requiert 
pas  d'attention  spéciale,  sauf  la  remarque  que  dans  la  première 
des  trois  la  tension  du  vélum  diminue  au  delà  du  centre  de  la 
voyelle. 


Nombre 
de  la  courbe. 

b 

e 

t 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12.75 

12.     (11.) 

11.50 

13. 

II 

13.50 

12.50 

12  25 

17.50 

III 

11.50 

11.50 

12.75 

14.50 

Moyenne     I     12.50    I  12.      (11.75)  |     12.25 


15. 


bijt.   —   Le  Dr.   J.    D.    Boeke   écrit   dans   ses    Mikroskopische 

20* 
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Phonogrammstudien  (Archiv  fiir  die  ges.  Physiologie,  Bd.  76): 
„Unser  Vocal  (la  voyelle  hollandaise)  îj,  der  gewôhnlich  als 
Diphthong  aufgefasst  wird  und  in  ofienen  Silben  in  der  That  aus 
den  aufeinander  folgenden  Vocalen  è  und  i  gebildet  erscheint, 
zeigt  in  geschlossenen  Silben,  wie  pîjl,  ryni,  wijf,  Perioden,  die 
von  der  ersten  bis  zur  letzten  einander  genau  âhnlich  sind,  was 
also  auf  einen  einfachen  Vocal  zu  deuten  scheint/'  Sweet  et 
RooRDA  nomment  tous  deux  la  voyelle  dont  il  est  question  une 
diphtongue  et,  si  je  m'en  rapporte  à  mon  oreille,  je  ne  doute  nul- 
lement qu'ils  n'aient  raison.  Seulement,  à  en  juger  par  mes  courbes, 
il  me  semble  que  IV  de  la  diphtongue  dans  heit  est  un  peu  plus 
ouvert  que  la  voyelle  de  het]  car  dans  le  Tableau  IV  (Arch.  Teyler), 
je  trouve  pour  les  distances  des  mâchoires  dans  ces  voyelles  res- 
pectivement 9.  (305  25  :  34)  et  8.25  et  pareille  difiSrence  se  montre 
dans  les  tableaux  du  présent  article  (Cf.  la  dernière  colonne  du 
tableau  de  bet  et  celle  de  bijt  ci-dessous). 

C'est  un  fait  intéressant,  d'ailleurs,  que  les  trois  courbes  de  hîjt 
indiquent  une  légère  diminution  de  la  concavité  du  vélum  dans 
le  second  élément  de  la  diphtongue,  quoique  i  soit  caractérisé 
par  une  plus  haute  position  du  vélum  que  e. 


Nombre 
de  la  courbe. 

1> 

Ij 

t 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12. 
13.25 
14.25 
13.25 

11. 

Ti.   ~ 

13.50 
11.75 

11.25 

16.50 

II 

12 

16. 

III 

12.75 

18.50 

Moyenne 

12. 

17. 

bcor.  —  Le  y?  dans  le  groupe  he:R  est  uvulaire;  il  est  indiqué 
dans  les  courbes  par  une  descente  de  l'aiguille  inscriptrice,  cor- 
respondant à  une  plus  forte  tension  du  vélum.  Il  ne  m'est  pas 
possible  d'expliquer  la  cause  de  cette  diflR&rence  entre  le  u  de 
heui  et  celui  de  hu\R  et  de  ho:R.  Il  faudrait  une  série  distincte 
d'expériences  pour  arriver  à  quelque  certitude  dans  cette  matière. 

La   voyelle  de  béer  est  longue,  et  ne  s'entend  que  suivie  de  r. 
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Nombre 
de  la  courbe. 

b 

ee 

r 

Dist.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12.25 

10.75 

12. 

8.25 

II 

14  50 

11.25 

12.25 

10. 

III 

16  50 

10.50 

11. 

8. 

Moyenne 

14.50 

10.75 

11.75 

8.75 

beet,  —  SwEET  (Handbook,  p.  139)  remarque  que  (ei)  devient 
dans  certaines  prononciations  la  diphtongue  (eii),  mais  jamais 
devant  (rr).  Ceux  qui  ne  changent  pas  cette  voyelle  en  diphtongue 
la  relâchent  devant  (rr).  Dans  ma  prononciation  cette  voyelle 
est  relâchée  devant  r  et  a  cependant  une  légère  diphtongaison 
quand  elle  est  suivie  d'une  autre  consonne,  tandis  que  ee  final 
est  une  diphtongue  complète  {e:i).  Ceci  correspond  avec  ce  que 
RooRDA  (p.  27,  note)  dit  à  ce  sujet.  Mes  courbes  du  vélum  ne 
procurent   aucune  information,  qui  puisse  décider  cette  question. 


Nombre 
de  la  courbe. 

b 

ee 

t 

Dist.  mâcb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

14.75 

13. 

14.50 

12.50 

15.50 

9.50 

II 

15. 

15 
14. 

12.50 

III 

14.75 

11. 

Moyenne     I     14.75 


13.25 


14.75 


11. 


Mt  —  Le  groupe  bit  ne  donne  lieu  à  aucune  remarque  spéciale; 
de  sorte  que  le  tableau  ordinaire  peut  suffire. 


Nombre 
de  la  courbe. 

b 

i 

t 

Dist.  m&cb.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12.75 
14. 

12  75 
13.25 

12. 
13.50 

10.50 

II 

10. 

III 

12.25 

12. 
Î2.75 

12. 

9.50 

Moyenne 

13. 

12.50 

10. 

142 


LES   MOUVEMENTS   DU   VOILE   DU   PALAIS. 


biet.  —  On  peut  en  dire  autant  du  groupe  biit;  car  la  seule 
question  intéressante,  à  savoir:  si  le  a  le  caractère  d'une  diphtongue, 
ne  peut  pas  être  décidée  au  moyen  des  courbes  du  vélum.  Sweet 
et  RooRDA  le  considèrent  comme  une  voyelle  simple. 


Nombre 
de  la  courbe. 

h 

ie 

t 

Dlst.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

15.75 

14. 

15.50 

8. 

II 

13.75 

13.75 

14.75 

9.50 

III 

14.25 

14. 

14  50 

8. 

Moyenne 

14.50 

14. 

J5. 

8.50 

beut.  —  Le  groupe  bM  contient  une  voyelle  palatale-arrondie 
{e:  arrondi,  avec  la  langue  dans  la  position  de  e)  qui,  d'après  les 
courbes  des  lèvres,  a  légèrement  le  caractère  d'une  diphtongue;  car 
l'arrondissement  des  lèvres  augmente  graduellement  jusqu'à  la  fin 
du  mot,  de  telle  sorte  que  le  t  même  est  arrondi  (Cf.  Sweet  et 
Roorda). 


Nombre 
de  la  Courbe. 

II 

en 

t 

Dist  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

13.50 

13.50 

13.50 
14  25 

9. 

II 

13  50 
15.50 
14.25 

12.50 
15. 

9.50 

III 

14.75 

9.50 

Moyenne 

13  75 

14.25 

9.25 

beur.  —  La  voyelle  dans  60:/?  est  longue  et  arrondie;  elle  ne 
s'entend  que  devant  r.  On  peut  voir  que  le  voile  du  palais  devient 
de  moins  en  moins  concave  pendant  que  la  voyelle  se  prononce 
et  que,  par  contre,  le  r  (qui  est  uvulaire)  montre  une  certaine 
tendance  à  augmenter  la  concavité,  ainsi  que  dans  béer. 
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Nombre 
de  la  Cîourbe. 

1» 

en 

r 

Dist.  m&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

15.75 

15.      (14.) 

14.75 

7.50 

II 

15.50 

13.50(13.25) 

13.75 

8. 

III 

14.75 

12. 

12.75 
13.75 

6  50 

Moyenne 

15.25 

13.50  (13.) 

7.25 

buut,  —  La  voyelle  du  groupe  by:t  {i:  arrondi,  la  langue  étant 
dans  la  position  de  e:)  est  suivie  de  i?,  excepté  dans  un  petit 
nombre  de  mots  comme  Ulrecht  *),  nu,  u,  ruzie,  dans  lesquels  elle 
est  plus  brève  que  devant  r.  Je  ne  possède  point  de  courbes  de 
la  diphtongue  uw  (yu). 


Nombre 
de  la  Courbe. 

b 

un 

t 

Dist.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

II 

III 

11.50 
15.50 
14.50 

11.75 

14. 

14.50 

12.25 

15. 

15.25 

7, 
8. 
7. 

Moyenne 

13.75 

13.50 

14.25 

7.75 

bnlt  —  D'après  mes  tracés  des  lèvres,  confirmés  par  mon  oreille, 
le  ni  du  groupe  buit  (bcsyt)  est  uue  diphtongue.  Le  premier  élément 
est  presque  non  arrondi,  tandis  que  le  second  a  à  peu  près  le 
même  arrondissement  des  lèvres  que  le  y:  de  by:t. 


Nombre 
de  la  courbe. 

b 

ni 

t 

Dist.  ra&ch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

12.50 

12.50 

12.76 
15. 

16  26 

II 

13.50 

13. 

15. 

III 

10.50 
12.25 

11. 
12.25 

12.50 

10.50 

Moyenne 

13.50 

13.75 

')  Dans  une  syllabe  fermée  on  écrit  nn  en  Hollandais. 
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put;  bus.  —  Mon    dernier  groupe  contient  deux  mots  diôérents 
ayant  la  même  voyelle:  pût,  bûs. 


Nombre 
de  la  courbe. 

P 

b 

a 

t 

8 

Dist.  mâch.  non 

réduite. 
Centre  voyelle. 

I 

13  75 

13.75  1  13.75 

7. 

II 

44.25 

i  14.25 

14.75 

9.50 

III 

12. 

12. 

12.25 

8.50 

P 

46.50  1  16. 

16.75 

7.25 

IP 

12. 
14. 
14.25 

12. 

_ 

13. 

8.25 

IIP 

13.50 

16. 

7. 

Moyenne 

13.25 

13.50 

13.50 

15.25 

8. 

Ce  tableau  ne  corrobore  point  les  résultats  obtenus  par  Czermak  '), 
tendant  à  prouver  qu'en  général  le  vélum  est  un  peu  plus  élevé 
pour  les  plosives  soufflées  que  pour  les  vocaliques. 

En  comparant  avec  le  tableau  de  kastje  on  observe  une  difîérence 
notable  dans  la  position  du  vélum  pour  s  et  /.  Cette  difiêrence 
est  due  probablement  à  ce  que  pour  le  son  8  lair  doit  être  chassé 
avec  beaucoup  de  force  par  un  canal  très  étroit. 

Le  canal  de  la  voix  est  celui  qui  va  du  larynx  à  Tair  extérieur. 
Si  nous  ne  comptons  pas  la  cavité  du  nez,  puisque  le  voile  du 
palais  en  ferme  l'entrée  pendant  la  prononciation  de  mes  mots- 
clefs,  nous  voyons  que  le  canal  de  la  voix  se  compose  des  chambres 
communicantes  suivantes  : 

1°.  le  pharynx,  qui  s'étend  des  cordes  vocales  jusqu'aux  fauces 
(la  région  des  arcs  et  de  la  luette); 

2°.  la  cavité  buccale,  s'étendant  de  la  gorge  jusqu'aux  lèvres. 

Il  serait  superflu  de  nous  occuper  ici  de  la  première  de  ces 
chambres,  vu  que  le  vélum  se  trouve  dans  la  cavité  buccale  et 
fait  partie  de  sa  paroi  supérieure. 

Quand  nous  chuchotons  les  différentes  voyelles  —  car  c'est  des 


*)  JoH.  N   Czermak,  Gesammelte  Schriften,  1897,  cité  par  le  Prof.  Einthoven. 
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voyelles  chuchotées  ^)  que  je  désire  m'occuper  exclusivement  — 
la  cavité  buccale  prend  des  formes  diflFérentes  et  produit  ainsi 
des  sons  variés  ayant  chacun  sa  hauteur.  Cette  hauteur  dépend: 

V,  du  volume  de  la  chambre  de  résonance,  qui  peut  être  modifié 
par  la  position  de  la  mâchoire,  de  la  langue,  des  joues  et  du 
palais  mou;  car,  plus  la  chambre  de  résonance  est  grande,  moins 
il  y  a  de  hauteur  dans  le  son,  et  vice  versa  (Helmholz). 

2°.  de  la  largeur  de  ses  deux  ouvertures. 

Trautmann  2)  remarque  que  le  moindre  changement  de  dimension 
des  ouvertures  a  pour  résultat  de  modifier  la  hauteur  et  le  timbre 
(Hôhe  und  Farbe)  d'un  son.  L'expérience  facile  suivante  suflSt 
pour  montrer  que  la  dimension  des  ouvertures  influe  sur  la  hauteur 
du  son.  Mettez  une  cheminée  de  lampe  horizontalement  sur  un 
support,  couvrez  la  moitié  de  chacune  des  ouvertures  d'un  morceau 
de  carton  et  chassez  au  moyen  d'une  pompe  un  courant  d'air  à 
travers  le  tube.  Si  vous  enlevez  un  des  cartons  la  hauteur  du 
son  diminuera  à  peu  près  d'un  demi-ton,  et  l'enlèvement  de 
l'autre  carton  fera  diminuer  la  hauteur  encore  d'un  demi-ton. 

Pour  les  voyelles  vélaires  la  bouche  forme  une  seule  chambre 
de  résonance,  et  la  largeur  de  son  ouverture  d'arrière  dépend  de 
la  conformation  du  palais  mou,  de  la  position  de  l'arrière  de  la 
langue  et  de  la  largeur  des  arcs  à  l'entrée  de  la  gorge  ^).  La 
tension  du  palais  mou  élargit  l'ouverture  et  augmente  ainsi  la 
hauteur  de  la  voyelle  tandis  que  sa  relaxation  a  l'effet  contraire. 

Pour  les  voyelles  mixtes  l'ouverture  d'arrière  est  formée  par  la 
gorge  et  le  palais  mou  devient  la  paroi  supérieure  d'arrière  de  la 
cavité  buccale.  Les  mouvements  du  vélum  ont  maintenant  un 
effet  contraire,  car  si  on  le  baisse,  la  chambre  de  résonance 
deviendra  plus  petite  et  par  conséquent  la  hauteur  de  la  voyelle 
augmentera;  si  on  Télève,  le  contraire  aura  lieu,  pourvu,  naturel- 
lement, qu'il  n'y  ait  pas  d'autre  changement  dans  la  conformation 
et  le  volume  de  la  cavité  buccale. 

Pour  les  voyelles  palatales  les  circonstances  sont  toutes  différentes. 
La  partie  de  la  langue  derrière  la  pointe  est  levée  et  divise  la 


*)  Des  expériences  m'ont  démontré  clairement  que  la  position  du  vélum  est 
la  môme  pour  le  parler  ordinaire  et  pour  le  chuchotement.  Il  s'élève  un  peu  plus 
pour  le  fausset  et  c'est  quand  on  crie  qu'il  atteint  le  maximum  d'élévation. 

*)   Kleine  Lautlehre,  Bonn,  1901,  §  10. 

*)  Cf.  Die  neuem  Sprachen,  IV  Band,  10,  Schlussheft,  Beiblatt,  Febr.  1897. 
Archives  vin.  21 
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bouche  en  deux  chambres  de  résonance  communicantes.  Dans 
celle  d'arrière  se  trouve  le  vélum.  Quoiqu'on  puisse  dire  que  la 
hauteur  des  voyelles  palatales  dépend  surtout  de  la  conformation 
et  du  volume  de  la  cavité  d'avant  (entre  les  lèvres  ou  les  dents 
et  la  crête  transversale  de  la  langue)  et  de  ses  deux  ouvertures, 
il  est  hors  de  doute  que  la  chambre  entre  la  crête  de  la  langue 
et  la  gorge  n'est  pas  sans  influence  à  ce  sujet,  sans  cela  il  n'y 
aurait  pas  tant  de  variété  dans  la  tension  du  palais  mou.  La 
solution  de  cette  question  demanderait  des  recherches  spéciales 
et  ne  tombe  pas  dans  le  domaine  du  présent  article. 

Les  voyelles  hollandaises  qui  ressemblent  le  plus,  pour  la  hauteur 
et  l'articulation,  à  celles  des  autres  langues  européennes,  sont  les 
voyelles  primaires  (Lloyd,  Trautmann).  Mes  recherches  au  sujet  de 
celles-ci  pouvant  être  considérées  comme  se  rapportant  à  la  nature 
des  voyelles  en  général,  je  traiterai  celles-ci  d'abord.  Ce  sont: 

1.  la  série  des  labio-vélaires :  oe  (u:),  oo  (o;),  o  (o),  a  (a); 

2.  la  série  des  palatales:  ie  (i:),  ee  (e:),  e  (t),  aa  (a:); 

3.  la  série  des  labio-palatales  :  nu  (y;),  en  (O:)  *). 

!•  Série- 


Motclef. 


»>(P) 


Voyelle. 


I      Dist.  m&ch. 
I  réelle. 

I   Centre  voyelle. 


boet 
boot 
pot 
bat 


12. 
11. 
11.50 
11. 


12.  (11.50) 

11. 

9.  (8.50) 

7.  (6.50) 

2*  Série. 


1250  ! 

11.       I 

10.75  i 

9.75 


2.25 
5.25 
5.50 
7.25 


Dist.  mâch. 

Mot-clef. 

b 

Voyelle. 

t 

réelle. 
Centre  voyelle. 

biet 

14.50 

14. 

15. 

3.25 

beet 

14  75 

13.25 

14.75 

5.75 

bet 

12.75 

12   (11.75) 

12.25 

8.50 

baat 

9.50 

5.50  (4.75) 

9.75 

8.75 

')  Le   son   en  (ce:)   du   mot  français  leur,   faisant  partie   de  la  8«  série  de 
Trautmann,  n'existe  pas  en  liollanâals. 
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Les  nombres  après  chaque  mot  indiquent  en  millimètres  les 
moyennes  des  positions  du  vélum  pour  les  consonnes  et  la  voyelle, 
telles  qu'elles  se  trouvent  dans  les  tableaux  ci-dessus.  Afin  de 
faciliter  la  comparaison,  j'ai  ajouté  dans  la  dernière  colonne  la 
distance  réelle  des  mâchoires  pour  chaque  voyelle  tirée  de  mon 
article  dans  Teyler,  La  distance  des  mâchoires  pour  boot  a  été 
déduite  du  Tableau  IV  du  même  article. 

Première  série.  —  La  hauteur  des  sons-voyelles  augmentant  et 
la  mâchoire  descendant  graduellement  dans  Tordre  de  oe,  oo,  o,  a 
{u: ,  o:,  0,  a),  le  tableau  ci-dessus  amène  à  la  conclusion  suivante  : 

L  —  Plus  la  hauteur  est  considérable,  ou  plus  la  mâchoire  descend^ 
plus  le  voile  du  palais  est  bas,  et  vice  versa. 

Considérant  qu'en  général  la  contraction  de  la  langue  diminue 
dans  le  même  ordre,  rendant  la  chambre  de  résonance  moins 
spacieuse  qu'elle  ne  le  serait  sans  cela  par  suite  de  l'abaissement 
de  la  mâchoire,  il  est  évident  que  le  changement  de  hauteur 
dépend  surtout  du  degré  d'ouverture  des  lèvres,  car  le  vélum 
suit  le  mouvement  de  l'arrière  de  la  langue,  ce  qui  fait  que 
l'ouverture  d'arrière  reste  à  peu  près  de  la  même  largeur. 

Deuxième  série.  —  Pour  les  voyelles  de  la  2^  série  la  conclusion 
doit  être  formulée  d'une  autre  manière,  parce  que  la  hauteur  et 
la  mâchoire  s'élèvent  graduellement  dans  Tordre  de  aa,  e,  ee,  ie 
(a;,  f,  e;,  i:). 

IL  Plus  la  hauteur  est  considérable  et  plus  Ut  mâchoire  monte, 
plus  le  voile  du  palais  s^ élève,  et  vice  versa. 

En  comparant  les  deux  tableaux  on  voit  que  les  voyelles  de  la 
deuxième  série  ont  un  vélum  plus  élevé  que  les  voyelles  corres- 
pondantes de  la  première,  à  l'exception  du  aa  dans  baat;  mais  si 
nous  considérons  que  cette  voyelle  est  en  réalité  une  voyelle 
vélaire,  nous  faciliterons  les  choses  en  nous  servant  des  termes 
voyelles  palatales  et  voyelles  vélaires.  Ma  conclusion  peut  alors 
être  exprimée  comme  suit: 

III.  Les  voyelles  palatales  ont  un  vélum  plus  élevé  que  les  vélaires. 

Pour  plus  de  clarté  j'ajoute  ici  un  tableau  des  distances  des 
mâchoires  en  chiffres  ronds  et  des  positions  du  vélum  pour  les 
voyelles  dont  il  est  question. 
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Dist.  réelle 
des  mâch. 

Voyelle 
vélaire. 

Voyelle 
palatale. 

1 
2 

u:    12.(11.50) 

3 

i:  14. 

4 

o7ù7^~~ 

5 

6 

0       9.    (8.50) 
0      7.    (6  50) 

a:     5.    (4.75) 

e:  13.25 

7 

8 
9 

e  12. (11.75) 

L'ordre  dans  lequel  la  tension  augmente  est  donc:  a;,  o,  o,  o;, 
u;,  f,  e: ,  i: ,  ce  qui  diflere  un  peu  de  l'observation  faite  par 
CzERMAK  (voir  page  121). 

Consonnes.  -~  IV. —  Une  œnsonne  plosive  devant  ou  après  wne 
voyelle  a  wa  vélum  plus  élevé  que  la  voyelle  même  (Cf.  aussi  kastje,  p.  1 37). 

Les  seules  exceptions  sont  le  b  et  le  t  de  boot. 

V.  Plus  le  vélum  est  élevé  pour  wne  voyelle,  plus  il  est  élevé  pour 
la  consonne  plosive  qui  précède  ou  suit. 

Les  seules  exceptions  sont  le  b  de  boot  et  de  beet. 

Troisième  série.  —  La  troisième  série,  comme  nous  l'avons  dit, 
n'est  représentée  en  hollandais  que  par  deux  voyelles,  Savoir: 


Mot-clef. 


Dist.  réelle 

mâch.  centre  de 

la  voyelle. 


3. 
4. 


Les  différences  sont  si  minimes  que  je  ne  me  hasarderai  pas  à 
en  déduire  aucune  conclusion  par  rapport  à  ces  mots,  mais  les 
règles  données  ci-dessus  pour  les  consonnes  sont  valables  aussi 
pour  cette  série. 
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Diphtongues.  —  Les   mots-clefs   renfermant   une   diphtongue  se 
trouvent  au  côté  droit  du  tableau  ci-dessous. 


Dist.  réelle 

mâch. 

centre  voyelle. 

iO               o      lO               o 

00     c4     Tt<     00     Tjî     t-' 

-M 

»n     o    »©    o 
t-     m     <N     lo 

c4            1*5     co     Ttî     ce 

1                        i 

Motclef.          b             Voyelle. 

11.75 

13. 

12.50 

12. 

13.75 

12.25 

13.25 

13. 

13. 

13.50 

14.25 

12.25 

bijt 

boei 

booit 

bont 

bent 

bnit 

Dist.  réelle 

m&ch. 

centre  voyelle. 

8.50 
2.25 
5.25 
5.50 

-M 

1 

12.25 
12.50 
11. 
10.75 

Voyelle. 

12.(11.75) 
12.(11.50) 
11. 
9.    (8.50) 

ifi 

12.50 
12. 
11. 
11.50 

Mot-clef. 

bet 
boet 
boot 
pot 
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Au  côté  gauche  j'ai  ajouté  pour  la  comparaison  des  mots  dont 
la  voyelle  est  identique  ou  semblable  au  premier  élément  de  la 
diphtongue. 

Les  distances  des  mâchoires  pour  boet,  boei,  boot  et  booit  ont 
été  déduites  de  Teyler,  Tableau  IV  ;  les  autres  se  trouvent  dans 
le  tableau  de  la  page  113  du  même  article.  Les  diphtongues  dans 
bent  et  buit  n'ont  pas  de  voyelles  simples  correspondantes,  et  ont 
seulement  été  ajoutées  pour  que  la  liste  des  diphtongues  soit 
complète  II  est  utile  d'observer  aussi  que  les  voyelles  dans  boet 
et  boot  ne  sont  pas  des  voyelles  strictement  simples. 

Du  tableau  précédent  nous  pouvons  déduire  cette  règle: 

VI.  Les  voyelles  simples  ont  un  vélum  plus  abaissé  que  leurs  diph- 
tongues correspondantes  ^). 

Les  seules  exceptions  sont  liet  et  bjjjt. 

L'exemple  le  plus  frappant  est  bout,  car  sa  voyelle  o  étant 
ouverte-vélaire,  et  l'o  dans  pot  étant  moyenne- vêla  ire,  la  première 
doit  avoir  un  vélum  plus  bas  que  la  seconde  (I)  et  c'est  le  con- 
traire qui  a  lieu. 

IV  et  V,  comme  on  le  verra,  s'appliquent  aussi  aux  consonnes 
de  ce  groupe:  La  seule  exception  est  le  b  dans  boei. 

Voyelles  tendues.  Les  voyelles  tendues  dans  mes  mots-clefs  sont 
contenues  dans  le  tableau  suivant: 


0  II  est  à  observer  que  dans  toutes  mes  diphtongues  le  second  élément  est 
une  voyelle  fermée-palatale  ou  une  voyelle  ferméevélaire. 
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Dans  Tordre  suivi  pour  placer  les  mots  la  distance  des  mâchoires 
augmente,  et  la  hauteur  s'élève  de  plus  en  plus  pour  les  vélaires 
et  les  mixtes  et  baisse  progressivement  pour  les  palatales. 

D'après  VI  les  diphtongues  dans  huit  et  bout  auraient  un  vélum 
plus  bas  si  elles  étaient  des  voyelles  simples.  Il  semblerait  donc 
que  le  tableau  me  donne  le  droit  d'établir  la  règle  suivante  pour 
mes  voyelles  tendues. 

YII.  —  J^lus  la  Tnâckoire  a^abaisse  pov/r  les  voyelles  tendues^  plus 
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le  vélum  est  bas.  La  tension  du  vélum  augmente  'pour  les  voyelles 
selon  qu^elles  sont  successivement  vétaires,  mixtes  ou  palatales  arrondies^ 
et  palatales  non  arrondies. 

La  seule  exception  est  la  voyelle  dans  boot,  mais  c'est  peut-être 
parce  que  cette  voyelle  a  le  caractère  d'une  diphtongue  (voir 
page  135).  Pour  bnnt  et  beut  cf.  p.  148. 

Les  consonnes  de  ce  groupe  suivent  les  règles  IV  et  V. 

Voyelles  rolftchées.  Les  voyelles  relâchées  de  mes  mots-clefs  se 
trouvent  dans  les  tableaux  suivants,  où  j'ai  omis  kastje  parce  que 
l'a  n'est  pas  un  son  indépendant. 


\ 

'^oyelle   vél 

[aire. 

Mot-clef. 

1    b(p) 

1 

Voyelle. 

r(t) 

Dist.  réelle 

mâch.  centre 

voyelle. 

boer 

1 
!  15. 

15. 

14. 

1.75 

boor 

1  13.75 

13. 

12.75 

4. 

pot 
bout 

1  11.50 
1  13.50 

9.     (8.50) 
12. 

10.75 
13.50 

5.50 

8.25 

bat 
baat 

11. 
i    9.50 

7.     (6.50) 
5.50  (4.75) 

9.75 
9.75 

7.25 
8.75 

V 

oyelle   pal 

ataïe. 
r(t) 

Mot-clef. 

b 

Voyelle. 

Dist.  réelle 

mâch.  centre 

voyelle. 

bit 

'  13. 

12.75 

12.50 

5.25 

béer 
bonr 

!  14.50 
15.25 

10.75 
13.50  (13.) 

11.75 
13  75 

5.75 
2.25 

En  ne  tenant  pas  compte  du  mot  bout,  on  voit  qu'en  général 
les  voyelles  relâchées  et  les  plosives  qui  les  accompagnent  suivent  les 
règles^)  données  d-dessus  et  que  les  palatales  (bit,  béer)  ont  un  vélum 


')  Par  rapport  à  I  et  II  il  est  bon  d'observer  que  la  hauteur  de  mes  voyelles  relâchées 
augmente  graduellement  depuis  boer  jusqu'à  bat  de  haut  en  bas  et  puis  de  bas  en 
haut  jusqu'à  bit  (baat,  béer,  bit).  La  voyelle  dans  benr  forme  un  cas  à  part,  car 
l'arrondissement  des  lèvres  qu'elle  comporte  fait  diminuer  légèrement  la  hauteur. 
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phis  élevé  que  la  vélaire  (pot)  avec  une  égale  distance  des  mâchoires. 
Cette  conclusion  est  mise  en  évidence  par  le  tableau  suivant. 


Dist.  réelle 

m&cb. 

centre  voyelle. 

Voyelle 
vélaire. 

Voyelle 
non  arrondie. 

palatale 
arrondie. 

1 
2~~ 

u:  15. 

-     - 

0:  13.50  (13.) 

3 

4 

o:  Vi. 

5        ; 

0  9.  (8  50) 

I     12.75 

6 

c:   10.75 

7 

a  7.  (6.50) 

8            1 

9 

a:  5.50  (4.75) 

On  veiTa  que  le  r  jiTial  a  à  'peu  près  la  vfiême  tensian  que  la 
voyelle  qui  le  précède;  ce  n^est  qu'avec  une  vélaire  que  le  v  a  un 
vélum  vïïh  peu  plus  has^  tandis  qu'avec  une  palatale  c'est  le  contraire 
qui  a  lieu 

Voyelles  tendues  et  relftchées.  Il  est  très  intéressant  de  comparer 
les  voyelles  tendues  et  leurs  correspondantes  relâchées.  Elles  se 
trouvent  dans  la  liste  ci-dessous. 


Tendue 

Relâchée 

1 
Mot  clef.   1     Voyelle. 

Dist.  réelle 
mâch. 

Motclef. 

Voyelle. 

Dist.  réelle 
mâx;h. 

2 

> 

1 
boet     '  12.  (11.50) 

bOOt       ;           11. 

2.25 
5  25 

boer 
boor 

15. 
13. 

1.75 
4. 

beat 
beut 


13.55 
13.75 


5.75 
4. 


béer  10.75  5.75 

beur       1 3.50(1 3.)  I       2.25 


SwEET  (p.  141)   nomme   la  voyelle  oe  dans  boer  tendue  et  sous 

ce  rapport  il   diflfère   un   peu   de   Roorda  (p.  25),  qui  la  nomme 

relâchée,  mais  ajoute  un  point  d'interrogation.  Considérant  qu'une 

voyelle  vélaire  est  relâchée  ou  tendue  selon  que  la  distance  entre 
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l'arrière  de  la  langue  et  le  vélura  est  plus  ou  moins  grande,  je 
n'hésite  pas  à  nommer  cette  voyelle  relâchée  en  considérant  la 
manière  dont  je  la  prononce  dans  ce  mot,  car  laissant  de  côté  la 
question  de  savoir  si  l'arrière  de  la  langue  est  relâchée  ou  non  *), 
il  est  évident  que  pour  boer  le  palais  mou  est  beaucoup  plus 
élevé  que  pour  boet,  ce  qui  augmente  la  distance  entre  les  organes 
employés  pour  l'articulation  de  ces  mots.  D'ailleurs,  en  conséquence 
de  la  différence  dans  les  distances  des  mâchoires  ^)  la  chambre 
de  résonance  pour  boer  est  un  peu  plus  petite  que  pour  boet. 

L'ouverture  d'arrière  étant  plus  grande  (l'ouverture  des  lèvres 
est  la  même  dans  les  deux  mots)  et  la  chambre  de  résonance 
étant  plus  petite,  ces  deux  circonstances  doivent  nécessairement 
donner  une  plus  grande  hauteur  à  boer,  ce  qui  est  le  cas  en  effet. 

D'ailleurs,  je  trouve  quelque  appui  pour  mon  opinion  dans  la 
manière  dont  beaucoup  de  Hollandais  prononcent  boDJour  dans  la 
conversation  ordinaire.  Il  y  en  a  qui  vont  jusqu'à  faire  de  la 
voyelle  ou  une  palatale  arrondie. 

Le  son  oo  dans  boot  a  aussi  une  hauteur  moindre  que  celle  du 
00  dans  boor,  ce  qui,  encore  une  fois,  n'a  rien  d'étonnant,  vu  que 
dans  le  premier  mot  la  langue  est  tendue  (bunched  up),  le  vélum 
moins  tendu,  l'ouverture  des  lèvres  un  peu  moindre  et  la  mâchoire 
un  peu  plus  basse.  Le  oo  de  boot  a  donc  une  chambre  de  résonance 
plus  spacieuse  et  les  ouvertures  d'avant  et  d'arrière  sont  plus  petites. 
Ces   circonstances   tendent   toutes    deux    à    diminuer   la  hauteur. 

Les  mots  bot  et  pot  ont  été  omis  dans  ce  tableau  parce  que 
leurs  voyelles  peuvent  à  peine  être  considérées  comme  correspon- 
dantes. La  première  en  effet  est  tendue  et  la  seconde  relâchée, 
et  elles  diffèrent  aussi  sous  tous  les  autres  rapports,  tels  que: 
distance  des  mâchoires  (4.50  et  5.50  respectivement),  tension  du 
vélum  (10,75  et  9  ou  8,50  respectivement),  et  ouverture  des  lèvres 
(pour  bot  elle  est  beaucoup  moindre  que  pour  pot). 

C'est  pour  une  raison  analogue  que  j'ai  omis  bat  et  baat.  Ils 
n'ont  rien  de  commun  ;  sauf  que  les  voyelles  sont  l'une  et  l'autre 
relâchées.  Il  est  vrai  que  selon  Roorda  Ta  de  bat  est  une  vélaire 
ouverte  tendue  tandis  que  la  voyelle  dans  baat  serait  une  vélaire 


')  „I1  n'est  pas  si  aisé  de  distinguer  les  vélaires  tendues  des  vélaires  relâ- 
chées". SwEET,  A  Primer  of  Phon.,  p.  18). 

*)  Les  nombres  2.25  et  1.75  dans  mon  tableau  ont  été  pris  dans  Teyier, 
Tableau  IV. 
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ouverte  relâchée,  mais  Sweet  (Handbook  p.  139)  nomme  a  dans 
bat  relâché,  et  il  ajoute:  „{a}  varies:  sometimes  it  is  raised,  to  (a), 
sometimes  narrowed  to  (d)".  N'éprouvant  aucune  tension  de  la 
langue  en  prononçant  celte  voyelle,  je  suis  enclin  à  la  nommer 
relâchée.  Le  son  aa,  dans  ma  manière  de  prononcer  baat  a  une 
ouverture  des  mâchoires  plus  basse,  effectivement  la  plus  basse, 
et  la  langue  est  plus  avancée,  presque  à  la  position  mixte.  L'ou- 
verture des  lèvres  est  à  peu  près  égale  pour  les  deux  voyelles. 

Selon  Sweet  et  Roorda  la  voyelle  dans  beet  est  tendue,  celle 
de  béer  relâchée.  Ma  prononciation  concorde  avec  cette  définition, 
car  mes  ouvertures  des  lèvres  et  mes  distances  des  mâchoires  (5.75) 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  mots;  mais  la  langue  étant  tendue 
pour  le  premier  de  ces  mots,  la  chambre  de  résonance  est  plus 
petite,  ce  qui  explique  la  plus  grande  hauteur  du  son. 

Le  eu  de  beut  et  celui  de  benr  sont  respectivement  palatale 
moyenne  tendue  et  palatale  moyenne  relâchée  (Sweet  et  Roorda). 
Dans  ma  prononciation  normale  la  hauteur  de  la  voyelle  dans 
bent  n'est  que  légèrement  supérieure  (pas  plus  d'un  demi-ton)  à 
celle  dans  beur.  Il  faut  sans  doute  attribuer  cela  à  la  tension  de 
la  langue,  car  beut  a  une  plus  grande  distance  des  mâchoires,  et 
l'ouverture  des  lèvres  est  à  peu  près  la  même  dans  les  deux  cas. 

Ces  remarques  faites,  je  déduis  du  tableau  ci-dessus  les  conclu- 
sions suivantes: 

VIII.  —  Les  voyelles  relâchées  ont  une  distance  des  roâckovres 
moindre  que  leurs  correspondantes  tendues. 

Cette  conclusion  est  confirmée  par  les  valeurs  relatives  que 
j'ai  trouvées  pour  les  distances  des  mâchoires  dans  le  cours  de 
mes  expérimentations  dont  il  est  question  dans  le  présent  article, 
ainsi  que  l'indique  la  table  suivante: 


boet    6.25 

boer 

7.25 

boot  10.50 

boor 

8.75 

beet  11. 

béer 

8.75 

bent    9.25 

benr 

7.25 

Les  mots  boet  et  boer  font  exception,  mais  ceci  doit  être  évi- 
demment attribué  à  ce  que  dans  un  des  trois  cas,  le  premier  mot 
ne  présente  que  3  mm.  de  distance  (Voir  p.  132). 

IX.  —  Pour  les  voyelles  vélaires  relâchées  le  voile  du  palais  est 
plus  haut  que  pour  les  correspondantes  tendues;  dans  les  voyelles 
palatales  c^est  précisément  le  contraire  qvÀ  a  lieu. 
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La  voyelle  qui  reste  (e  dans  kas^'e  et  dans  bepalen)  est  une 
voyelle  obscure  dans  le  sens  de  Lloyd  (§  77),  qui  n'a  pas  de 
constrictîon  particulière,  comme  l'indique  la  grande  variété  de 
distances  des  mâchoires  et  de  positions  du  vélum. 

Consonnes  nasales.  —  Afin  de  voir  TefTet  que  produit  une  con- 
sonne nasale  sur  la  voyelle  qui  la  précède,  j'ai  choisi  quelques 
groupes  de  lettres  dans  lesquels  se  trouvait  une  des  trois  nasales 
m,  71  et  1^.  Le  résultat  est  indiqué  dans  les  courbes  du  Tableau 
III  :  les  petits  tirets  indiquent  le  centre  de  la  voyelle.  (Dans  him  IIl 
ce  signe  manque  parce  que  la  courbe  de  la  mâchoire  n'est  pas 
lisible  sur  le  papier  noirci).  Dans  tous  les  cas,  excepté  peut-être 
boen  I  et  boen  II,  le  centre  de  la  voyelle  déjà  est  nasalisé, 
quoique  je  ne  fasse  pas  du  tout,  d'après  ce  qu'on  m'a  assuré, 
l'impression  de  parler  par  le  nez. 

Dans  10  cas  seulement  le  voile  du  palais,  qui  s'abaisse  pou] 
former  la  consonne  nasale,  n'a  pas  descendu  jusqu'à  mi-chemin  dan 
le  centre  de  la  voyelle,  tandis  que  dans  40  cas  il  a  descendu  plu 
bas.  Dans  9  de  ces  derniers  cas  le  vélum  a  même  atteint  le  poin 
le  plus  bas  dans  le  centre  de  la  voyelle. 

Quant  aux  consonnes  initiales  de  ces  mots,  il  n'y  a  entre  elle 
et  celles  des  mots  qui  ne  se  terminent  pas  par  une  consonn 
nasale,  aucune  diiférence  qui  vaille  la  peine  d'être  mentionné! 
maïs  le  t  final  après  une  consonne  nasale  a  un  vélum  plus  éle^ 
qu'après  un  son  non-nasal. 

Je  ne  puis  terminer  cet  article  sans  exprimer  mes  sentiments  c 
reconnaissance  envers  M.  le  Professeur  Dr.  H.  Zwaardemaker  Cj 
de  r  Université  d'Utrecht  et  M.  le  Professeur  Dr.  T.  Place 
l'Université  d'Amsterdam,  qui  ont  bien  voulu  m'assister  de  leu 
lumières  dans  mes  recherches  et  je  les  remercie  sincèrement 
l'obligeance  avec  laquelle  ils  ont  mis  à  ma  disposition  les  n 
sources  de  leurs  laboratoires. 
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NOTE  SUR  LES  CONDITIONS  LOCALES 

DANS  LESQUELLES  SE  SONT  FORMÉS  LES  DÉPÔTS 

paléoglaciaires  PERMO-CARBONIFÉRIENS 

DANS  L'AFRIQUE  AUSTRALE,  L'INDE  ET  L'AUSTRALIE 


PAR 


EUG.    DUBOIS. 


Nourelles  données  snr  le  phénomène  paléoglaciaire  dans 

FAfriqiie  australe*  —  Les  importantes  conclusioDs  où  est  con- 
duit CoRSTORPHiNE  en  considérant  les  faits  connus  concernant 
l'époque  paléoglaciaire  de  l'Afrique  australe  *)  et  que  j'ai  mention- 
nées dans  un  appendice  de  ma  deuxième  étude  sur  ce  phénomène 
viennent  d'être  confirmées  pour  le  Natal  par  W.  Anderson,  le 
géologue  du  gouvernement  de  cette  colonie  2).  Par  l'obligeance  de- 
M.  James  Geikie  j'ai  eu  l'occasion  de  prendre  connaissance  du 
premier  rapport  de  ce  géologue,  rapport  orné  de  belles  planches 
photographiques  représentant  le  conglomérat  paléoglaciaire  et  des 
roches  polies  et  striées  au  Natal.  Ce  conglomérat  affleure  à  Test 
et  à  l'ouest  dans  la  partie  orientale  de  la  colonie  entre  28^  et 
29""  30'  de  latitude  S.  Des  surfaces  striées  sont  signalées  en  sept 
endroits,  situés  entre  29M6'  et  29^31'  lat.  S  et  31°  6'  et  3r20' 
long.  E,  où  les  stries  ont  en  général  une  direction  de  l'ouest  vers 
l'est.   Rappelons  nous  que  dans  le  district  Vrijheid  du  Transvaal, 


*)  Voir  aussi:  The  Scottish  Geographical  Magazine.  Vol.  17,  (1901),  p.  57-74. 
^  Pirbt  Report  of  the  Qeological  Survey  of  Natal  and  Zuluîand  by  William 
AKDEBsoiTy  Ooverament  Oeologist,  p.  88—91.  Pietermaritzburg  1901. 
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à  une  centaine  de  kilomètres  au  nord  de  ces  localités,  Molengbaafp 
avait  signalé  une  direction  probablement  dans  le  sens  de  S  E  au 
N  W,  peut-être  dans  le  sens  invers.  Le  conglomérat  glaciaire  au 
Natal  repose  en  discordance  sur  les  grès  paléozoïques  anciens; 
correspondant  ici  au  conglomérat  glaciaire  du  nord  de  la  colonie 
du  Cap  et  du  Transvaal  il  est  dû  à  des  glaciers  terrestres. 

Dépôts  glaciaires  stratifiés  et  non-stratifiés.  —  Tandis  que 
dans  le  conglomérat  du  nord  de  l'Afrique  australe  (de  Prieska  à 
Vrijheid  et  Natal)  la  stratification  est  généralement  absente,  celui  du 
sud  (de  Matjesfontein  à  Grahamstown),  au  contraire,  est  nettement 
stratifié,  —  fait  important  sur  lequel  Corstorphine  a  insisté.  Il 
est  vrai,  que  dans  le  conglomérat  du  nord  des  parties  stratifiées 
alternent  avec  des  parties  non-stratifiées;  mais  il  a  été  très  bien 
mis  en  lumière  par  Molengraaff  que  les  premières  sont  des 
dépôts  analogues  aux  cailloutis  fluvio-glaciaires  et  autres  produits 
du  remaniement  des  matériaux  de  la  moraine  par  les  eaux  pro- 
venant de  la  fonte  des  glaces.  Molengraaff  insiste  aussi  sur  la 
parfaite  identité,  quant  à  sa  composition,  de  la  matière  des  couches 
d'Ecca  avec  le  ciment  du  conglomérat  de  Dwyka,  celui-ci  passant 
graduellement  dans  celles-là,  identité  déjà  observée  par  Griesbach 
et  SuTHERLAND.  Seulement  les  couches  d'Ecca  sont  entièrement 
stratifiées  et  généralement  dépourvues  de  blocaux.  Déposées  durant 
la  période  de  recul  et  de  fusion  des  glaciers,  elles  ne  sont  que  de 
la  boue  (durcie  aujourd'hui),  comme  elle  a  été  déposée,  soit  dans 
les  lacs  qui  caractérisent  le  paysage  morainique,  soit  dans  le 
champ  d'inondation  de  cours  d'eau  torrentiels,  pendant  la  période 
de  recul  des  glaciers  pléistocènes  ^). 

RoGERS  et  ScHvvARz  out  trouvé  à  ces  conglomérats  glaciaires 
dans  le  nord  de  la  Colonie  du  Cap  (districts  de  Prieska  et  Hope 
Town)  en  certains  endroits  aucun  signe  de  stratification  ;  en  d'autres 
endroits,  au  moins  48  kilomètres  vers  le  sud  des  premiers,  les 
blocs  étaient  enfermés  dans  un  ciment  schisteux,  nettement 
stratifié,  comme  si  des  glaces,  flottant  dans  Teau  ayant  un  fond 
de  boue,  les  y  avaient  laissé  tomber. 

Encore  300  kilomètres  de  plus  vers  le  sud  dans  la  Colonie  du 


*)  G.  A.  F.  Molengraaff,  On  the  glacial  origin  of  the  Dwyka  conglomerate. 
Transactions  of  the  Geological  Society  of  South  Africa,  Vol.  4,  Part  6,  N^  1. 
Johannesburg  1898  et:  Géologie  de  la  République  Sud-Africaine  du  Transvaal. 
Bulletin  de  la  Société  Géologique  de  France,  (4),  Tome  I,  (1901),  p.  67  sqq. 
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Cap  les  conglomérats  sont  partout  nettement  stratifiés  et  reposent 
en  concordance  sur  les  couches  plus  anciennes. 

Dans  rinde  les  couches  de  Talchir  '),  composées  en  général 
de  schistes  de  boue  fine  et  de  grès  fins,  sont  toujours  nettement 
stratifiées.  Au  sein  de  ces  schistes  et  grès  à  grains  fins  sont  irré- 
gulièrement répandus  des  cailloux  et  des  blocs,  surtout  vers  la 
base  de  la  série,  mais  très  fréquemment  aussi  à  quelques  centaines 
de  pieds  au-dessus  de  la  base.  Ces  cailloux  et  blocs,  de  toute 
dimension,  sont  toujours  roulés  et  ordinairement  arrondis.  Leur 
distribution  locale  est  très  irrégulière;  en  certaines  régions,  dans 
les  couches  de  Talchir,  on  n'en  trouve  aucun  sur  beaucoup  de 
kilomètres,  mais  en  général  il  y  en  a  quelques'uns  de  distance  en 
distance,  parfois  ils  sont  nombreux  dans  un  espace  circonscrit.  Ils 
ne  sont  que  très  rarement  rayés  et  dans  beaucoup  de  cas  ils  sont 
certainement  de  provenance  lointaine.  L'épaisseur  des  Talchirs  est 
de  240  mètres,  au  maximum.  D'après  les  géologues  de  l'Inde 
anglaise  la  formation  de  ces  dépôts  ne  peut  s'expliquer  qu'en 
admettant  que  les  blocs  fussent  d'abord  arrondis  par  des  torrents, 
puis  transportés  par  la  glace  dans  leur  situation  finale,  au  milieu  de 
la  boue  fine  et  plus  ou  moins  gréseuse  du  fond  d'un  lac  ou  d'une 
rivière  à  cours  lent.  Seulement  à  Pokaran  dans  le  Rajputana  et  près  de 
Chanda  au  centre  de  l'Inde  les  Talchir  beds  contiennent  de  nom- 
breux fragments  rayés  et  elles  reposent  sur  des  surfaces  polies  et 
striées.  Les  cailloux  et  blocs  rayés  sont  encore  plus  communs  au  Sait 
Range,  où  ils  sont,  en  outre,  si  remarquablement  facettés.  L'argile 
durcie  à  blocaux,  épaisse  de  12  à  47  mètres,  d'après  Noktling  et 
Wynne,  y  est  non-sti^atifiée.  A  part  ce  caractère  spécial  des  cailloux 
rayés  et  la  dureté  du  ciment,  il  existe  quant  à  la  structure  et  à  la 
composition  une  analogie  parfaite  entre  ce  dépôt  au  Sait  Range  et 
l'argile  à  blocaux  septentrionale  de  l'époque  pléistocène.  Au  Sait 
Range,  et  à  ces  endroits  rares  dans  l'Inde  où  l'on  trouve  beaucoup 
de  cailloux  rayés  et  aussi  des  roches  polies  et  striées,  nous  avons 
affaire  à  de  vraies  moraines  ;  généralement  les  Talchir  beds  en  diffè- 
rent considérablement,  et  pour  elles  un  mode  de  formation  comme 
se  le  sont  figuré  les  géologues  de  l'Inde  est  bien  probable.  Il  ne 
peut  pas  être  douteux  qu'elles  se  sont  formées  sous  l'eau  douce. 

Enfin  en  Australie  les  dépôts  paléoglaciaires  paraissent  pour  la 
plupart  avec  une  stratification  nette.  Ce  ne  sont  pas  seulement  ces 


')  Manual  of  the  Geology  of  India,  Second  Edition,  p.  167-160.  Calcutta,  1898. 
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dépôts  à  faciès  marin,  aux  environs  de  Newcastle  dans  la  Nouvelle- 
Galles  du  Sud  et  à  la  Tasmanie,  qui  par  ce  caractère  trahissent 
leur  formation  sous  Peau,  mais  surtout  les  dépôts  glaciaires  de 
Bacchus  Marsh  et  de  même  ceux  de  Hallets  Cove  et  de  Wild 
Duck  Oreek  sont  stratifiés.  Dans  le  profil,  que  Edgeworth 
David  ^)  a  donné  des  dépôts  paléoglaciaires  de  Bacchus  Marsh, 
non  moins  de  douze  couches  d'argile  durcie  à  blocaux,  dont  les  moins 
dures  présentent  elles-mêmes  une  stratification,  sont  figurées,  en 
alternance  avec  des  grès  et  des  conglomérats  parfaitement  stratifiés. 
Il  n'est  pas  douteux  qu'elles  ont  été  déposées  sous  l'eau  douce. 

Cause  de  la  prépondérance  des  dépôts  glaciaires  strati- 
fiés de  Pépoqae  permo-carboniférienne.  —  Les  dépôts  paléo- 
glaciaires de  FA^frique  australe,  de  l'Inde  et  de  l'Australie  sont 
donc  pour  la  plupart  stratifiés.  Voilà  un  fait  qui  doit  être  de  la 
plus  haute  importance  dans  tout  essai  pour  expliquer  le  mode 
de  leur  formation 

Il  semble  d'abord  inévitable  d'admettre  que  la  structure  et  la 
composition  de  ces  dépôts  glaciaires  stratifiés  ne  se  laissent  expli- 
quer qu'en  supposant  qu'ils  aient  été  formés  dans  des  grands  lacs, 
où  descendaient  des  glaciers  portant  les  cailloux  et  les  blocs. 

Ces  lacs  ne  pouvaient  être  des  lacs  morainiques,  devant  leur 
origine  aux  anciennes  moraines  formant  barrage  à  travers  des 
vallées,  ou  occupant  des  dépressions  dans  le  terrain  morainique, 
et  situés  dans  la  zone  périférique  de  la  région  glaciaire,  zone  où 
se  sont  fait  sentir  principalement  les  effets  de  transport  et  de  dépôt, 
paysage  morainique.  En  effet,  ce  terrain  morainique  n'existe  pas 
dans  les  régions  occupées  par  les  dépôts  glaciaires  stratifiés.  Ils 
ne  pouvaient  non  plus  être  des  lacs  à  fond  de  roche  {rock-basinSj 
Felsbecken  ou  Felswannen)  de  la  zone  centrale,  engendrés  par 
l'érosion  glaciaire,  zone  où  la  glace  a  surtout  agi  par  érosion, 
zone  des  polis  glaciaires,  paysage  à  roches  moutonnées;  puisque 
les  régions  qu'ils  occupaient  étaient  à  de  très  grandes  distances 
de  cette  zone  centrale  et  des  centres  primitifs  de  dispersion.  C'est 
ce  qu'il  s'ensuit  de  la  provenance  lointaine  des  blocs  dans  le  con- 
glomérat du  sud  de  l'Afrique  australe,  de  la  rareté  de  ces  blocs 
dans  les  Talchir  beds  de  l'Inde,  qui,  en  outre,  n'y  sont  que  très 
rarement  rayés. 


»)  Quarterly  Journal  of  the  Geological  Society  of  London,  Vol.  62,  (1896),  PI 
XII,  p.  800. 


FORMÉS  LES  DÉPÔTS  PALÉOGLACIAIRES  PERMO-CARBONIFÉRIENS,  ETC.    161 

Il  ne  semble  pas  douteux  qu'il  faut  chercher  ici  une  autre  cause 
qui  a  pu  engendrer  des  lacs  glaciaires.  En  effet,  pour  Tépoque  pléis- 
tocène,  Ton  a  indiqué  encore  un  troisième  moyen  par  lequel  des 
cavités  lacustres,  et  des  plus  grandes,  peuvent  avoir  été  formées, 
savoir  par  des  mouvements  du  sol  sous  la  glace.  Les  faits  observés 
en  Scandinavie,  où  les  graviers  de  plages  des  temps  glacîaii'es, 
avec  coquilles  marines  franchement  arctiques,  sont  aujourd'hui 
soulevés  à  des  hauteurs  progressivement  cioissanteg  vers  l'intérieur, 
c'est  à  dire  vers  le  centre  de  l'ancienne  nappe  glaciaire,  où  ils 
atteignent  environ  200  métrés,  ont  prouvé  à  de  Geer  que  l'invasion 
des  glaces  y  a  dû  déprimer  le  sol.  On  sait,  de  môme,  qu'avant 
les  invasions  des  glaces  boréales  dans  la  région  des  Grands  Lacs 
de  l'Amérique  septentrionale  cette  région  ne  formait  qu'un  ensemble 
de  vallées,  la  série  actuelle-  de  ces  mers  intérieures  devant  surtout 
son  existence  à  des  déformations  en  masse  du  sol  canadien.  Durant 
les  invasions  des  glaces,  toute  la  contrée  a  subi  une  dépression, 
évaluée  par  Spencer  à  500  mètres,  et  elle  était  alors  noyée  sous 
les  eaux  douces.  Cette  déformation  se  trouve  attestée  par  la  situa- 
tion d'anciennes  plages  marines,  dont  la  diÔérence  avec  les  plages 
actuelles  croît  constamment  du  sud  vers  le  nord,  de  New  Haven 
à  Montréal. 

Jamieson,  Warren  Upham,  Holst  et  autres  ont  supposé  que  le 
sol  se  fût  affaissé  sous  le  poids  de  la  glace.  Mais^  aussi  d'après 
l'hypothèse  thermique,  bien  plausible,  de  E.  de  Drygalski  *)  le 
sol  couvert  de  glace  devait  s'affaisser.  En  effet,  sa  température 
ne  pouvant  s'élever  au-dessus  de  zéro,  cette  glace  refroidit  le  sol 
dous-jacent  en  y  refoulant  les  isogéothermes  et  faisant  régner, 
jusqu'à  une  certaine  profondeur,  la  température  de  zéro.  C'est  au 
moins  de  5  à  10  degrés  que  la  surface  en  Norvège  et  au  Canada 
s'était  ainsi  refroidie.  Nécessairenient  un  tel  changement  thermique 
devait  avoir  pour  conséquence  une  certaine  contraction  du  sol 
et  l'on  a  montré,  que  la  cause  était  adéquate  à  l'effet  ;  la  contrac- 
tion de  la  surface  courbée  a  dû  se  traduire  par  un  abaissement 
de  plusieurs  centaines  de  mètres 

Or  le  changement  thermique,  qui  a  eu  lieu  dans  le  sol  de  certaines 
contrées  de  l'Afrique  australe,  l'Inde  et  l'Australie,  lors  de  son 
revêtement  par  les  glaces  de  l'époque  permo-carboniférienne,  ayant 


0  E.  VON  Dbyqalski,  Ueber  Bewegungen  der  Kontinenten  zur  Eiszeit.  Ver- 
bandluogen  des  VIII  Deutschen  Oeographentages,  p.  162.  Berlin,  1889. 
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probablement  été  de  3  à  5  fois  plus  considérable  que  celui  produit 
par  cette  invasion  des  glaces  boréales,  de  plus,  Técorce  terrestre 
étant  encore  moins  épaisse  et  par  conséquent  les  isogéothermes 
plus  seiTées,  cet  effet  devait  être  de  beaucoup  plus  important. 

En  tout  cas,  il  semble  hautement  vraisemblable  que  l'occupation 
de  ces  contrées  par  les  glaces  ait  eu  pour  conséquence,  soit  par 
leur  température,  soit  par  leur  poids,  des  affaissements  considé- 
rables du  sol.    , 

Si  donc  sur  ces  terres  un  régime  hydrographique  défini  s'avait 
établi  avant  l'occupation  par  les  glaces,  celle-ci  allait  le  renverser; 
l'abaissement,  de  quelques  centaines  de  mètres,  des  régions  couvertes 
par  les  glaces  devait  engendrer  près  de  leurs  bords  des  nappes 
lacustres,  dont  l'étendue  était  énorme,  bien  plus  grande  que 
celle,  en  général,  des  lacs  glaciaires  de  l'époque  pléistocène. 

Dans  ces  lacs  ou  mers  intérieures,  où  se  clarifiaient  les  eaux  de 
fusion  de  la  glace,  des  icebergs  se  détachaient  aux  extrémités  libres 
des  glaciers  qui  y  descendaient,  disséminant  dans  la  boue  du  fond 
les  blocs  qu'ils  charriaient.  La  rareté  relative  de  ces  blocs  et  leur 
accumulation  circonscrite  s'expliquent  aisément.  Pour  expliquer 
cependant  leur  transport  par  les  icebergs  nous  rappellerons  que 
des  blocs  et  cailloux,  du  gravier  et  de  la  boue  peuvent  avoir 
été  incorporés  en  vraies  couches  dans  la  base  des  glaciers,  comme 
il  est  actuellement  le  cas  dans  beaucoup  de  glaciers  au  Groenland, 
jusqu'à  trente  mètres  au-dessus  de  leur  fond. 

On  peut  comprendre  aussi  de  quelle  façon  les  blocs  dans  les 
Talchirs  de  Tlnde  ont  été  roulés  et  arrondis,  si  l'on  admet  que 
les  glaciers  n'y  fussent  que  relativement  faiblement  alimentés,  en 
conséquence  de  l'altitude  des  massifs  montagneux,  d'où  ils  descen- 
daient, inférieure  en  comparaison  de  celle  dans  l'Afrique  australe. 
Dans  cette  condition  les  extrémités  libres  des  glaciers  devaient 
subir,  dans  le  milieu  chaud  où  ils  arrivaient,  des  reculs  rapides, 
par  le  déplacement,  avec  les  saisons,  des  zones  de  précipitations 
abondantes  Les  glaciers  pendant  les  saisons  sèches  n'arrivant  plus 
aux  lacs,  les  gorges  qu'ils  avaient  alors  abandonnées  seraient  occupées 
par  des  torrents  (dont  l'ancienne  existence  a  déjà  été  supposée  par 
les  géologues  de  l'Inde)  capables  de  rouler  et  d'arrondir  les  cailloux 
et  les  blocs  y  apportés  par  les  glaciers  pendant  les  saisons  humides  ^). 


*)  Une  explication  analogue  à  été  donnée  déjà  par  W.  T.  Blanpord.  (Records 
Geological  Survey  of  India,  Vol.  20,  (1887),  p.  49). 
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Cependant  des  oscillations  réelles  dans  le  sol  de  la  contrée,  par 
lesquelles  Técorce  terrestre  dans  TAfrique  australe  descendait  en 
bloc,  mouvement  analogue  à  l'affaissement  réel  du  sol  dans  la 
région  Scandinave,  finlandaise  et  russe  de  Tépoque  postglaciaire 
pléistocène,  semble  avoir  été  une  des  causes  du  recul  final  des 
glaces  et  de  la  formation  des  couches  d'Ecca. 

L'autre  cause  de  ce  recul  a  probablement  été  la  diminution 
progressive  de  Ténergie  des  radiations  des  plus  courtes  longueurs 
d'onde  (celles  qui,  justement,  ont  mis  en  jeu  le  phénomène  paléo- 
glaciaire), s'ayant  sans  doute  fait  sentir  en  premier  lieu  et  long- 
temps avant  que  les  températures  sur  le  globe  subissaient  une 
influence  sensible  de  Taffaiblisseraent  général  du  rayonnement  solaire. 
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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  l'Institut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  l'honneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fora  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 
Haarlem,  janvier  1881. 
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TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GESELLSCHAFT 

ZU  HAARLEM, 

fur   das   Jahr    1903. 


Die  Direktoren  der  Teylerschen  Stiftung  und  die  Mitglieder 
der  Teylerschen  Theologischen  Gesellschapt  haben  in  ihrer 
Sitzung  vom  22  October  1902  das  folgende  Urteil  abgegeben  iïber 
die  zwei  vor  dem  1  Januar  desselben  Jahres  bei  ihnen  einge- 
gangenen  Abhandlungen  uber  Komposition  und  Ursprung  des 
vierten  Ëvangeliums.    . 

I. 

Die  hollândische  Antwort  un  ter  dem  Motto:  6  £>«  lovio  ôiâtofAi  ist 
gut  gemeint,  kann  aber  nicht  als  gut  gelungen  bezeichnet  werden. 
Der  Verfasser  ist  allem  nach  mehr  an  homiletische  als  an  streng 
wissenschaftliche  Arbeit  gewôhnt.  Die  Weise,  wie  er  die  Frage 
behandelt,  rauss  als  naiv  und  oberflâchlich  bezeichnet  werden. 
Keine  Spur  von  einem  tiefern  Eindringen  oder  einem  wirklichen 
Erfassen  der  eigentlichen  Problème.  Der  Verfasser  kennt  nicht 
einmal  die  neuere  Literatur  und  ahnt  nicht,  um  was  es  sich  bei 
dieser  Preisfrage  eigentlich  handelt.  Welchen  Nutzen  er  sich  von 
seiner  Arbeit  verspricht,  ist  nicht  einzusehen.  Denn  sie  steht  weit 
unter  dem  Niveau  der  zahlreichen  Arbeiten,  die  wir  iiber  das 
vierte  Evangelium  schon  besitzen.  Da  auch  Stil  und  Logik  in 
dieser  Arbeit  viel  zu  wunschen  ûbrig  lassen,  konnte  sie  fiir  den 
Preis  in  keiner  Weise  in  Betracht  kommen. 


IL 

Die  deutsche  Arbeit  unter  dem  Motto:  „Kônnte  îch  einst  etc." 
zeichnet  sich  jedenfalls  aus  durch  eine  gewisse  Originalitat.  Ihr 
Verfasser  hat  die  Absicht,  in  welcher  die  Frage  gestellt  wurde, 
begrîffen  und  einen  Versuch  gemacht,  um  durch  Unterscheidung 
von  zweierlei  Bestandteilen  innerhalb  des  vierten  Evangeliums  die 
Entstehung  desselben  zu  erklâren.  Dabei  ist  er  indessen  sonder- 
barerweise  der  Meinung,  der  Entdecker  dièses  Weges  zu  sein, 
wâhrend  sowohl  frûher  als  noch  in  der  letzten  Zeit  bereits  viele 
denselben  betreten  haben.  Eigentiimlich  ist  bei  unserem  Verfasser 
nur  das  Mittel,  mit  welchem  er  jene  Unterscheidung  zu  begriinden 
sucht.  Er  findet  im  vierten  Evangelium  einesteils  Kennzeichen  von 
grammatikalischer  und  syntaktischer  Art  (vornehmlich  Gebrauch 
und  Nicht-Gebrauch  des  Artikels  vor  den  Namen)  andernteils 
Kennzeichen  der  Tendenz,  der  Composition,  der  Kunstform,  die 
nach  seiner  Meinung  die  Unterscheidung  von  zwei  verschiedenen 
Bestandteilen  im  vierten  Evangelium  nothwendig  machen.  Gibt  man 
nun  auch  gerne  zu,  dass  das,  was  er  hier  vorbringt,  nicht  unin- 
teressant  und  wohl  auch  nicht  ganz  werthlos  ist,  so  liefern  dièse 
Argumente  unseres  Verfassers  doch  eine  viel  zu  schwache  und 
unsichere  Basis  fur  das  Gebâude,  das  er  darûber  errichtet,  nâmlich 
fur  die  Théorie  von  zwei  Quellen,  wovon  A  von  einem  Anhânger 
der  judaisirenden  Gnosis  ungefâhr  in  den  Jahren  100 — 120  ge- 
schrieben  sein  soU,  wâhrend  S  einem  Anhânger  der  hellenistischen 
Gnosis  in  den  Jahren  130—150  seine  Entstehung  zu  danken  haben 
soll.  Um  die  Quellenscheidung  hinreichend  zu  rechtfertigen,  hàtte 
der  Verfasser  viel  tiefer  in  das  literarische  und  vornehmlich  auch 
in  das  von  ihm  sehr  vernachlâssigte  theologische  Problem  des 
Johannesevangeliums  eindringen  miissen. 

Noch  ungiinstiger  muss  ùber  den  ùbrigen  Teil  der  Arbeit  geurteilt 
werden.  Statt  einer  ruhigen,  nùchternen  Untersuchung  bekommen 
wir  hier  eine  Reihe  phantastischer  Spielereien,  deren  Zugellosig- 
keit  besonders  aus  des  Verfassers  Behauptungen  iiber  den  Schluss 
des  Petrusevangeliums  und  aus  seinen  gematrischen  Berechnungen 
erhellt. 

Kann  der  erste  Teil  der  Arbeit,  auch  ohne  dass  er  befriedigt, 
noch  auf  eine  gewisse  Anerkenning  Anspruch  machen,  so  kônnen 
solche  Extravaganzen  nicht  stark  genug  verurteilt  werden.  Es 
konnte  darum   auch  dieser  Arbeit,  zumal  da  sie  auch  in  metho- 


discher  Hinsicht  nicht  einwandsfrei  ist,  der  Preis  nicht  zuerkannt 
werden. 


Zur  Beantwortung  vor  dem  1  Januar  1904  bleibt  die  schon  im 
vorigen  Jahre  gestellte  Frage  angeboten  : 

„HatmanGrundanzunehmen,  dass  dieMithras- 
Mysterien  in  ihrer  Verbreitung  von  Kleinasiën 
nach  dem  Westen  Einfluss  geûbt  haben  auf  die 
altchristlichen  Legenden,  Vorstellungen  und 
Gebrauche?  Wird  dies  verneint,  wie  bat  man 
dann  die  Verwand  tschaft  zu  erklâren?" 

Als  neue  Preisfragen  werden  angeboten: 

1.  um  beantwortet  zu  werden  vor  dem  1  Januar  1904: 

„Die  Gesellschaft  verlangt  eine  Untersuchung 
iiber  die  Absolutheit  des  Christentums  in  Zu- 
sammenbang  mit  seinem  historischen  Charak- 
ter,  speciell  mit  Riicksicht  auf  die  durch 
Trôltsch  angerechte  Discussion." 

2.  um  beantwortet  zu  werden  vor  dem  1  Januar  1905: 

„Die  Gesellschaft  verlangt  eine  Antwort  auf 
die  Frage:  Welche  Rolle  bat  das  Luthertum 
gespielt  im  Niederlândischen  Protestantismus 
vor  1618;  welchen  Einfluss  haben  Luther  und 
die  deutsche  Reformation  auf  die  Niederlande 
und  auf  Niederlànder  geûbt  und  wie  ist  es  zu 
erklàren,  dass  dièse  Richtung  gegenûber  anderen 
in  den  Hintergrund  getreten  ist?" 

Der  Preis  besteht  in  einer  goldenen  Médaille  von  /  400  an 
innerem  Werth. 

Man  kann  sich  bei  der  Beantwortung  des  HoUandischen,  Latei- 
nischen,  Franzôsischen,  Englischen  oder  Deutschen  (nur  mit 
Lateinischer  Schrift)  bedienen.  Auch  miissen  die  Antworten  voll- 
stàndig  eingesandt  werden,  da  keine  unvollstandige  zur  Preis- 
bewerbung  zugelassen  werden.  Aile  eingeschickte  Antworten  fallen 
der  Gesellschaft  als  Eigenthum  anheim,  welche  die  gekrônte,  mit 


oder  ohne  Uebersetzung,  in  ihre  Werke  aufnimmt,  sodass  die 
Verfasser  aie  nicht  ohne  Erlaubniss  der  Stiflung  herausgeben 
dûrfen.  Auch  behâlt  die  Gesellschaft  sich  vor,  von  den  nicht 
preiswiJrdigen  iiach  Gutfinden  gebrauch  zu  machen,  mit  Ver- 
schweigung  oder  Meldung  des  Namens  der  Verfasser,  doch  im 
letzten  Falle  nicht  ohne  ihre  Bewilligung.  Auch  kônnen  die 
Einsender  nicht  anders  Abschriften  ihrer  Antworten  bekommen 
als  auf  ihre  Kosten.  Die  Antworten  mûssen  nebst  einem  versie- 
gelten  Namenszettel,  mit  einem  Deiikspruch  versehen,  eingesandt 
werden  an  die  Adresse:  „Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer 
P.  TEYLER  VAN  DER  HULST,  te  Haarlem/' 
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LA   CONCHOIDE  ELLIPTIQUE 

ET 

LES  COURBES  QUI  EN  DÉRIVENT 

PAR 

J.  CARDINAAL. 


Première  partie. 
Considérations  générales. 

1.  Parmi  les  propriétés  des  courbes  planes,  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  singuliers  occupent  une  place  importante.  Dans 
les  traités  qui  s'occupent  principalement  des  courbes  d'un  ordre 
supérieur,  comme  ceux  de  Salmon  et  de  Clebsch-Lindemann,  on 
montre  comment,  à  Taide  de  Péquation  de  la  courbe,  on  peut 
déterminer  le  nombre  et  le  caractère  de  ces  points.  Mais  la  variété 
des  formes  dont  ces  points  sont  susceptibles  augmente  à  mesure 
que  Tordre  s'élève. 

On  le  voit  déjà  dans  le  point  double  qui  peut,  comme  on  le 
sait,  prendre  la  forme  d'un  point  crunodal,  d'un  point  isolé  ou 
d'un  point  de  rebroussement.  Le  point  triple  est  susceptible  d'un 
plus  grand  nombre  de  formes  encore,  formes  résultant  toutes  de 
changements  dans  l'équation  de  la  courbe.  Mais  il  est  souvent 
difficile  de  tracer  l'origine  d'un  point  singulier  compliqué  et  de 
bien  s'en  représenter  la  forme.  Un  moyen  d'y  parvenir  est  donné 
par  la  combinaison  de  la  méthode  cinématique  avec  la  méthode 
géométrique  ou  analytique;  c'est  pourquoi  je  me  propose  de 
donner  l'analyse  de  quelques-uns  de  ces  points  en  appliquant 
cette  combinaison  des  méthodes. 

2.  Choisissons,  comme  premier  exemple,  une  courbe  qu'on  peut 
définir  comme  une  extension  du  limaçon  de  Pascal.  On  l'obtient 
en  prenant  sur  une  conique  un  point  0;  une  droite  passant  par 
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0  coupe  la  courbe  en  un  second  point  A\  portons  sur  OA^  à 
partir  de  -4,  des  deux  côtés,  la  distance  AB^  =  AB2  =  l  et  sup- 
posons le  rayon  OA  mobile.  Le  point  B^{B^y  B^)  décrira  un 
lieu  géométrique  qui  sera  précisément  la  courbe  en  question.  Pour 
en  étudier  la  forme,  donnons  à  0  une  position  particulière;  par 
exemple,  faisons  coïncider  0  avec  un  des  sommets,  et  nous  aurons 
Tavantage  d'une  figure  symétrique,  sans  que  la  généralité  des 
considérations  en  soit  entamée.  Supposons  enfin,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  conique  soit  une  ellipse  et  que  le  point  0  coïncide 
avec  l'extrémité  du  petit  axe. 

3.  Commençons  par  un  examen  préalable  de  la  forme  de  la 
courbe.  Soit,  à  cet  efiet,  la  longueur  AB^  (Z),  supérieure  à  la  plus 
grande  corde  de  l'ellipse  qu'on  puisse  mener  de  0,  c.-à-d.  supérieure 
à  la  longueur  des  normales  issues  de  0.  La  courbe  obtenue  (Fig.  1) 
sera  située  entièrement  à  l'extérieur  de  l'ellipse;  au  premier  abord 


Fig.  1. 


elle  n'a  pas  l'air  d'avoir  un  point  singulier;  il  est  clair,  cependant, 
que,  comme  chez  le  limaçon  de  Pascal,  le  point  0  sera  singulier. 
Pour  en  saisir  la  nature,  il  faudra  choisir  pour  l  des  valeurs 
inférieures  à  la  précédente.  Il  est  évident  que  la  longueur  des 
normales   issues   de    0  jouera   un   rôle   dans   le  problème;  c'est 
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pourquoi  quelques  considérations  sur  ces  normales  en  précéderont 
la  discussion. 

4.  D'après  un  théorème  bien  connu,  les  pieds  des  normales 
abaissées  d'un  point  sur  une  ellipse  passent  par  les  points  d'inter- 
section de  Tellipse  avec  Thyperbole  d'Apollonius  par  rapport  à 
ce  point  En  choisissant  comme  point  de  concours  de  ces  nor- 
males l'extrémité  0  du  petit  axe,  on  verra  que  l'hyperbole 
d'Apollonius  dégénérera  en  deux  droites,  savoir  le  petit  axe  et 
une  perpendiculaire  à  cet  axe.  Le  petit  axe  représente  deux 
normales  coincidentes,  les  deux  autres  se  déterminent  par  les 
points  d'intersection  de  la  perpendiculaire  et  de  ] 'ellipse.  Exami- 
nons les  conditions  de  réalité  de  ces  points. 

Soit  l'équation  de  l'ellipse 


-   4-  ?-    =  1  ; 


et  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire  (a^uJ/i). 
L'équation  de  l'hyperbole  d'Apollonius  est 

c^  xy  -H  b^y^  x  —  a'^x^  3/  =  0. 

Pour  l'extrémité  du  petit  axe  on  a  a?i  =  0,  j/j  =  —  6;  il  s'ensuit: 

c^  xy  —  h^  x^=0  ou  X  =  0,  y  =  -y  ; 

c 

La  dernière  droite  coupera  l'ellipse  si  -j  <  6,  condition  équiva- 
lente à  a*  >  262. 

La  longueur  p  des  deux  normales  distinctes  issues  du  sommet 
0  se  calcule  facilement  comme  celle  du  rayon  du  cercle  bitangent 
à  l'ellipse  à  centre  0.  Choisissons,  à  cet  effet,  comme  axes  des 
coordonnées,  le  petit  axe  et  la  tangente  à  l'extrémité  0  du  petit 
axe.  L'équation  du  cercle  bitangent  aura  la  forme 

62a;2  H-  a2y2  ^2a^hy  '^X{y  —  qY  =  0, 
où  À  =  —  (a2  —  62)  =  —  c2  et  —  2a2  6  -h  2c2  g  =  0;  d'où,  enfin, 

a26     ^  a2 

Remarque.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  représentation  géo- 
métrique. Supposons  la  développée  de  l'ellipse  construite;  cette 
courbe  possède,  comme  on  le  sait,  deux  couples  de  points  de 
rebroussement  réels  dont   chaque  couple  se  trouve  sur  un  axe 

24* 
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de  Tellipse.  Les  points  de  rebroussement  sxir  le  petit  axe  peuvent 
être  situés  en  dehors  de  Tellipse,  en  dedans,  ou  bien  sur  cette 
courbe.  Dans  le  premier  cas,  les  normales  distinctes  issues  de 
l'extrémité  du  petit  axe  sont  réelles;  dans  le  second  cas,  eUes 
sont  imaginaires;  dans  le  troisième  cas,  elles  coïncident.  A  l'aide 
de  réquation  de  la  développée,  on  arriverait  de  même  aux  résul- 
tats déjà  obtenus. 

5.  Les  considérations  précédentes  mènent  à  une  classification 
de  la  forme  des  courbes.  On  distingue  d'abord  trois  groupes. 

Groupe  L  a^  >  2b^.  Les  deux  normales  distinctes  abaissées  de 
l'extrémité  O  du  petit  axe  de  l'ellipse  sont  réelles. 

Groupe  II.  a^  <  2b^.  Les  deux  normales  sont  imaginaires  con- 
juguées. 

Groupe  III.  a^=:2b^.  Les  deux  normales  coïncident  dans  le 
petit  axe.  Chaque  groupe  se  sub-divise  dans  les  cas  suivants: 

a.  La  longueur  l  qu'on  porte  sur  le  rayon  mobile,  à  partir  de 
son  point  d'intersection  avec  l'ellipse,  est  inférieure  à  celle  du 
petit  axe,  ainsi  l<  2b; 

b.  l  =  2b; 

c.  l  est  supérieure  au  petit  axe  26,  mais  inférieure  à  la  normale 

— ,  amsi  2b  <  l<      : 


d.   1  = 


a2 


l  >  — . 
c 


L'analyse  détaillée  de  chaque  groupe  révêlera  des  répétitions 
dans  la  forme  des  courbes;  elles  se  présenteront  naturellement. 
La  courbe  décrite  par  B  sera  appelée  dorénavant  conchoide  ellip- 
tique, à  cause  de  l'analogie  de  sa  genèse  avec  celle  de  la  conchoide. 


Deuxième   partie. 
Base,  roulante  et  courbe  bitangentielle. 

6.  Les  courbes  dont  les  noms  sont  placés  en  tête  de  cette  partie 
jouent  un  grand  rôle  dans  le  mouvement  du  système  plan  qu'on 
s'imagine  lié  à  la  droite  mobile.   Elles  jouissent  de  la  propriété 
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que  leur  forme  est  indépendante  de  la  longueur  L  Nous  ferons 
précéder  leur  analyse  à  celle  de  la  conchoide  elliptique  propre- 
ment dite. 

Fixons  d'abord  notre  attention  sur  le  lieu  géométrique  des 
pôles  appelé  la  base  du  mouvement.  Construisons,  afin  de  l'obtenir, 
pour  une  position  OA  du  rayon  mobile,  (Fig.  2),  le  pôle  P  du 
mouvement.   Il   se   détermine   comme   point  d'intersection  de  la 

Fio.  2. 


normale  AN  en  A  et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  0  sur  OA. 
La  base  est  le  lieu  géométrique  de  ces  pôles,  A  étant  variable. 
Le  degré  de  la  base  se  détermine  de  la  manière  suivante: 
Soit  donnée  une  droite  d.  D'un  point  D^  pris  sur  d  abaissons 
les  normales  à  l'ellipse;  soit  i)|-4,  une  d'elles.  Menons  la  droite 
OA^  et  élevons  la  perpendiculaire  de  0  sur  OA^,  elle  coupera  d 
en  un  point  D/.  Comme  D,  est  le  point  de  concours  de  quatre 
normales  à  l'ellipse,  on  voit  que  quatre  points  Dl^  i)i",  D^"^,  D^^^ 
correspondent  au  point  D^ 

Procédons  maintenant  en  sens  inverse  et  choisissons  par  exemple 
le  point  D{.  La  droite  D^'  0  étant  construite,  on  élève  sur  elle  la 
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perpendiculaire  OA^  et  mène  la  normale  A^N^  à  l'ellipse  en  il j; 
cette  droite  coupera  d  en  D,,  correspondant  à  D/.  On  en  déduit 
qu'à  chaque  point  D/  correspond  un  seul  point  Dj. 

Quand  un  des  points  D  coïncide  avec  un  des  points  D\  ce 
point  appartient  à  la  base.  Il  s'ensuit: 

Les  points  D  et  D'  engendrent  sur  la  droite  d  une  correspon- 
dance (1,  4);  il  y  a  donc  cinq  points  coïncidents;  la  base  est  du 
cinquième  degré. 

Il  est,  cependant,  à  remarquer  que  le  petit  axe  appartient  à  la 
base.  En  effet,  soit  D^  le  point  d'intersection  de  d  et  du  petit 
axe;  des  quatre  normales  issues  de  Db  deux  coïncident  dans  le 
petit  axe;  0- est  un  des  pieds  de  ces  deux  normales;  le  rayon 
correspondant  OA^  est  la  tangente  en  0  et  la  perpendiculaire 
coïncide  avec  le  petit  axe;  ainsi  un  des  points  D^  coïncide  avec 
Dj.  Cette  vérité  subsiste  pour  chaque  position  de  la  droite  d.  La 
base  est  ainsi  une  courbe  du  quatrième  degré.  Le  pôle  passera 
quatre  fois  par  le  point  0,  savoir  pour  les  normales  de  l'ellipse 
issues  de  0;  comme  un  de  ces  points  appartient  au  petit  axe 
qui  fait  partie  de  la  base,  la  courbe  biquadratique  aura  un  point 
triple  en  0. 

7  La  construction  des  tangentes  à  ce  point  triple  s'effectue 
facilement.  Reprenons  la  figure  2;  prolongeons  la  droite  OP  de 
l'autre  côté  de  P  et  portons  y  la  longueur  PO'  =  PO  ;  0'  sera  un 
point  du  cercle  d'inflexion  et  PO'  en  sera  une  corde.  Pour  le 
point  triple  P  coïncide  avec  0;  la  droite  O'P  est  donc  une 
tangente  du  cercle  d'inflexion  et  par  conséquent  de  la  base. 
Il  s'ensuit: 

Les  perpendiculaires  au  petit  axe  et  aux  deux  normales  distinctes 
issues  de  0  sont  les  tangentes  au  point  triple  de  la  base.  Quand 
a^  >  26^,  les  tangentes  sont  toutes  trois  réelles,  quand  a^  <  26*, 
deux  des  tangentes  sont  imaginaires. 

La  tangente  à  un  point  arbitraire  se  détermine  par  la  méthode 
de  Bobillier.  Supposons  encore  le  pôle  P  construit  d'après  la 
méthode  précédente,  (Fig.  3),  et  construisons  le  centre  de  courbure 
des  trajectoires  de  deux  points  du  système.  Soit  un  de  ces  points, 
A,  situé  sur  l'ellipse;  construisons  la  tangente  en  A  qui  coupe  le 
grand  axe  en  B;  soit  B'  le  point  d'intersection  de  la  normale  en  A 
avec  le  grand  axe  et  C  celui  de  BN  avec  la  parallèle  B' C  au 
petit  axe.  Le  centre  de  courbure  C  s'obtient  comme  point  d'inter- 
section de  ^iV  avec  la  perpendiculaire  menée  de  0'  à  AN.  Choisis- 
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sons,  comme  second  point,  0'  situé  sur  le  cercle  d Inflexion  et 
construit  comme  il  a  été  indiqué;  le  centre  de  courbure  de  la 
trajectoire  de  0'  est  à  Tinfini. 

Appliquons  maintenant  la  méthode  de  Bobillier,  en  menant 
AO'  et  en  construisant  le  point  d'intersection  Q  de  AO'  avec  la 
parallèle  à  OP  passant  par  G.  Menant  ensuite  une  droite  PQ  qui 

Fio.  3. 


fait  avec  PO  un  angle  OPQ  =  L  QPG^  et  ayant  soin  que  les 
angles  CPQ  et  OPQ'  soient  comptés  en  sens  inverse,  la  droite 
PQ'  sera  la  tangente  à  la  base. 

8.  La  forme  de  la  base  dépend  évidemment  de  la  grandeur 
relative  des  axes;  nous  l'examinerons  d'abord  pour  le  cas  a^  >  26^. 

Supposons  l'ellipse  placée  comme  précédemment  et  sa  développée 
construite,   le   point   O   est   situé   à  l'intérieur  de  la  développée. 


g 
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Faisons  maintenant  tourner  le  rayon  à  partir  du  petit  axe  et 
nous  verrons  sans  peine  que,  tant  que  le  rayon  vecteur  n'est  pas 
devenu  tangent  à  la  développée,  la  normale  est  située  à  l'extérieur 
de  l'angle  formé  par  ce  rayon  et  le  petit  axe  et,  par  conséquent, 
le  pôle  P  à  l'extérieur  de  l'ellipse.  Pour  la  tangente  à  la  déve- 
loppée la  normale  de  l'ellipse  et  le  rayon  vecteur  OA  coïncident, 
et,  quand  ce  rayon  poursuit  son  mouvement,  la  normale  est  située 
à  l'intérieur  de  l'angle  en  question  et  de  même  le  point  P.  Il 
s'ensuit: 

Quand  a^  >  26^,  le  pôle  P  peut  être  situé  aussi  bien  à  l'inté- 
rieur qu'à  l'extérieur  de  l'ellipse;  le  point  triple  0  ayant  trois 
tangentes  réelles,  la  base  aura  la  forme  d'un  trifolium  (Fig.  4). 

On  peut  déduire  des  considérations  précédentes  la  forme  de  la 
base  pour  a^  <  26 ^  ;  en  ce  cas  la  normale  est  toujours  située  dans 
l'angle  formé  par  le  rayon  OA  et  le  petit  axe;  tous  les  points 
de  la  base  se  trouvent  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  ou  bien,  s'ils  se 
trouvent  à  l'extérieur,  c'est  dans  le  voisinage  du  sommet  opposé 
à  0.  La  forme  de  la  base  est  celle  d'un  ovale  (Fig.  5). 

Quand  a^  =262,  la  forme  de  la  base  ressemble  à  celle  du  cas 
précédent.  Mais  le  caractère  du  point  triple  est  tout-à-fait  différent. 
Tandis  que,  pour  a^  <  26^  ce  point  était  composé  d'un  point 
crunodal  et  de  deux  points  isolés,  il  se  compose  maintenant  d'un 
point  crunodal  et  de  deux  points  de  rebroussement. 

9.  L'analyse  ne  fait  que  confirmer  les  résultats  géométriques 
obtenus.  L'équation  de  la  base  s'obtient  de  la  manière  suivante: 

Soit,  comme  auparavant,  l'ellipse  rapportée  à  des  axes,  con- 
sistant en  la  tangente  au  point  O  et  le  petit  axe  (Fig.  2).  Son 
équation  est 

62^2  4-a2y2  -2a262/  =  0. 
L'équation  du  rayon  OA  étant 

les  coordonnées  du  point  A  seront 

_  _2a26m  .        _     2a^bm^ 
^  ~  a^m^'-^  h^'  y  —  a^m^  -+-  62' 

L'équation  de  la  normale  au  point  {x^,  j/j)  est 

y—vi  =~  dy\  (^— ^i)'  ^^  ^'^^  y-yi=  -^ — -  i^-^i)- 
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Poui'  le  point  A  cette  équation  devient,  après  quelques  réductions, 

_     2a^bm^     _  a^m^  —  b^  f 2a^bm 

y       a^m^  +  62  —       262m       V      a 

ou  bien 

(I) y 


(  _    '^^^  \ 


aim^  —  62     _  gi  }(26»  —  a^)m^  +  b^  j 


a6*m    ^~  6(a%2  +  62) 

L'équation  de  la  droite  OP  est 

1 

y=  —  —  X. 

L'élimination  de  m  nous  fait  obtenir  l'équation 
qui  devient,  après  les  réductions, 


a2^2^-_62y2     ^^      (262 —a2)a;2 +622/2 
y  "^        97.2^,        ^—  T  ^         â2a;2  4-  623/2 


(II) ....  (a2a;2  h-  b^y^y  =  2a^by  \{2b^  —  a^)x^  4-  62y2 j. 

Cette  équation  permet  d'obtenir  les  résultats  précédents.  Qu'il 
suJBSse  d'en  donner  deux  exemples.  Posant  a;  =  0,  nous  voyons  que 

6*2/*=2a2633/3,  d'où 

3      n  2a2 

3/3=0,  3/  = -y. 

L'origine  est  donc  un  point  triple  et  la  base  coupe  l'axe  des 
y  en  un  point  situé  au  dessus  du  sommet  supérieur  de  l'ellipse; 
ce  dernier  point  est  réel  quel  que  soit  le  rapport  des  grandeurs  a 
et  b.  Examinons  en  second  lieu  la  réalité  des  tangentes. 

Posons  y  =  7nx  et  substituons;  nous  obtiendrons: 

(a2  H-  62m2)2  X*  =  2a^bma^  (262  _  a2  +  m262)  ; 
pour  une  tangente  m  =  0,  262  —  a2  +  m262  =  0. 


1^  a2  —  262 
m=± 5 . 

Ainsi  on  voit  qu'il  y  a  trois  tangentes  réelles,  ou  une  seule 
tangente  réelle,  selon  que  a^  >  262  ou  a^  <  262.  Quand  a^  =  262, 
les  trois  tangentes  coïncident  dans  l'axe  des  x,  ce  qui  s'accorde 
avec  les  considérations  géométriques. 

10.  Le  mouvement  est  complètement  déterminé  quand  on  con- 
Archives  viji.  25 
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nait  la  base  et  la  roulante;  déterminons  donc  cette  dernière 
courbe  qui,  elle  aussi,  est  indépendante  de  la  grandeur  L 

A  cet  effet,  reprenons  la  figure  2  et  concevons  qu'on  inprime 
au  triangle  rectangle  AOP  une  rotation  telle  que  la  droite  OA 
coïncide  avec  Taxe  OX  et  ensuite  une  translation  le  long  de  cet 
axe,  qui  fait  coïncider  le  point  A  avec  l'origine  0.  OA  coïncidant 
avec  OX  étant  la  position  initiale,  les  points  A^  ^0,  O^^P^ 
déterminent  le  mouvement  rétrograde  du  triangle  AOP,  qui  lui 
fait  reprendre  cette  position  initiale.  Pj  est  donc  un  point  de  la 
roulante  et  ses  coordonnées  sont  A^O^  et  O^P^.  Il  s'agit  donc, 
pour  obtenir  l'équation  de  la  roulante,  de  calculer  ces  coordonnées. 
Comme  on  le  voit,  la  construction  géométrique  de  la  roulante 
n'ofifre  pas  de  difficultés;  le  calcul  de  l'équation,  quoique  le 
principe  soit  de  même  assez  simple,  mène  à  quelques  complica- 
tions. La  figure  4  donne  la  forme  de  la  base  et  de  la  roulante 
pour  le  cas  a^  >  2b^,  la  figure  5  représente  les  mêmes  formes 
quand  a^  <2b-.  Il  serait  superflu  d'y  ajouter  le  cas  a^  =26*, 
puisque  les  formes  qui  s'y  présentent  ne  diffèrent  pas  sensiblement 
de  celles  de  a^  <  2b^  (comparez  §  8). 

11.  La  figure  4  montre  que  la  roulante  possède  des  points 
singuliers;  on  détermine  leur  nature  à  l'aide  de  l'équation  de 
la  courbe;  à  cet  efiet,  calculons  les  côtés  OP  et  OA  (Fig.  2)  du 
triangle  rectangle  AOP. 

L'équation  de  l'ellipse  étant,  comme  auparavant, 

62a.2 +^2y2  _2a%  =  0, 
et  celle  de  la  droite  OA 


y  =  7nXf 


on  a 


l'équation  de  AP  est  (I) 


a2^2  _62     _  a2j(262  — a^)m^4-6^i 
262m      ^~  b(a^m^^b^) 


et  celle  de  OP 


y  = X. 
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Les    coordonnées    du    point    P    s'obtiennent    en    substituant 
1 


m 


X  dans  l'équation  de  OP 


b^\_  0^1(26'— a')m2  +b^\ 


262       y—  h{a^m^  +b^) 


^~  (a2m2+62)2 

_  4a*62  [(262  —  gz)  m^  -t-  h'^\^  (1  +  m^) 

Posant  OA  =  a;,  OP  =  y,  on  obtient  l'équation  de  la  roulante 
en  éliminant  m;  la  dernière  équation  peut  être  remplacée  par 
l'équation  plus  simple 

a;8  _     m^ja^m^  +  6^)2 
j/2  ~  1(262  — a»)  m^  +62(2' 

Posons   m2  =jj   et   développons   la   valeur   de  OA^=x^   et  la 

a;2 
valeur  de  —j:  nous  obtiendrons: 

a»  («2  —  462)jj2  +  2a262  (a;2  —  2o2)p  +  fe*a;2  =0 
o»y»p3  +  J2a262y2  _  (262  _a2)a;2jp2  +  6*  |62y2_ 2(262— a2)x2tp 

—  6*a;2=0. 

L'addition  diminue  le  degré  de  la  seconde  équation  d'une  unité. 

a»t/2p2  ^  262  (a2y2  +  2a2a;2  —  262a;2  —  2a'') p  +  62  {b^y^  —  462a;2  — 

—  4a*  +  4a2a;2)  —  o. 

L'élimination  de  p  mène  au  déterminant 


-4b2 


y 


a*yi 


2a=62(x* -4o«)  aHx^-ih^)  2h^(a^y^ -{-2a^x^ -2h^x^ -2a'^) 

h'-x^  2a^(x^-2a^}     b^y^    ib^x^ -ia'^  +  '^a^x^      2(a«y2_(_2a«x* -26«a:« -2a*) 

0  6«a;«  0  b^y^-^b^x^-ia'^+ia^-x^ 

OU  bien,  en  développant, 

a»  |(a;2  —  462)  (623/2  —  462a;2  -  4a*  +  4a2a;2)  —  62a;2y2  j2  = 
(III)  462  |(x2— 462)  (a2y2  ^  2a2a;2 ._  262a;2—  2a*)  -  a^y\x^-  Sa*)}  x 
|o2(a;2_2a2)  (62^/2  ._462a;2  _  4^4  +4a2x2)  _  62a;2  (a22/2  + 

+  2a2a;2— 262a;2-2a*)i. 

L'équation   montre   que  la  courbe  est  du   huitième  degré.  Le 
développement  fait   disparaître   la   constante   et,   comme  x  et  y 

25* 


=0 
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y  paraissent  avec  des  exposants  pairs,  la  courbe  possède  à  l'origine 
un  point,  qui  sera  toujours  isolé.  En  examinant  les  intersections 
avec  les  axes  des  coordonnées,  on  trouve: 

x  =  0 

a*  I  —  4:b^{h^y^  —  4a*)P  =  46^  \—Ab^{a^y^  —  2a*)  -h  2a^y^  \ 

\a^  X— 2a2  (523/2— 4a*)  1 
16a*6*  (622/2  —  4a*)2  =  -  16a«62  (62^ 2;_ 4^*)  (^23^2  —262^2+4^252) 
b2y2  _  4a*  =  0;     62(b2y2  _  4^4)  =  _  a2(a23/2  _  26^3/2  n-  4a262). 

La  dernière  relation  revient  à  y^  =0,  le  point  isolé  0. 

En  outre  la  roulante  coupe  Taxe  des  y  en  deux  points  symé- 

2a2 

triquement  placés  par  rapport  à  0,  à  une  distance  -r-  ;  elle  est 

tangente  à  la  base  dans  un  de  ces  points. 

Calculons  de  même  les  points  d'intersection  avec  Taxe  des  X. 
Posons  y  =  0,  on  aura  : 

16a*(a;2  —462)2  (a2a;2  — 62a;2  —a''y  =  l6b^{x^—4.b^)  {a^x^  — 

—  62x2  —  a*)2  (2a2a;2  —  62a;2  _  4^*) 

équation  qui  donne  les  solutions 

a;2_  462=0;  (a^x^ —b^x^  —a^y  =0;  aHa;^— 462)  = 

62(2a2a;2— 62cc^— 4a*) 
ou  enfin 


X 


=  ±26;  (x+jy  =  0;    (a;-'*-')' =  0;  x' =  0. 


La  valeur  x^  =0  montre  que  le  point  0  est  un  point  double, 
les  valeurs  a;  =  ±  26  donnent  deux  points  symétriques. 

«2 Yj    =  0  et 

(a2\2 
a;2  -H  —  y  =0  donnent  les  deux  points  singuliers -Bj  etjBj  ^^°* 

on  doit  examiner  la  nature. 

La  figure  4,  de  même  que  la  relation  obtenue,  montre  que  les 

points  B^  et  B^  sont  doubles.  Les  particularités  d'un  de  ces  points 

se  montrent   encore   mieux  quand  on  détermine  Tintersection  de 

la  roulante  avec  une  parallèle  à  Taxe  OY  passant  par  £,.  Cette 

a2 
opération  revient  à  substituer  dans  (III)  x=  ±  —.  Une  première 

substitution  donne 
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a*  j(a;2  —  462)  x  62^2  _  h^x^y'^  j  ^  = 

i¥\{x^  -  462)xa22/2— a2y2(a;2_  2a^)\  ja2(x2  —  2a2)  x  52^2  _ 

qui  se  réduit  à 

16a*68y*  =  4a262y2(2a2  —  462)  x  a^b^y^-  2a*). 

(i2                    a2 
Il  s'ensuit  que  la  droite  »= —  ou  x  = coupe  la  roulante 

en  quatre  points  coïncidents.  Les  points  B^  et  B2  sont  donc  deux 
couples  de  deux  points  doubles  réunis  ou  bien  deux  points  tangen- 
tiels,  dont  les  tangentes  sont  parallèles  au  petit  axe  de  Tellipse, 
Quand  a^  =  262 ^  les  ovales  tangentes  à  la  courbe  dans  les  pointa 
B^  et  B2  deviennent  des  points,  quand  a^  <  262,  ils  disparaissent 
tout-à-fait.  La  fig.  5  fait  voir  la  forme  de  la  roulante  dans  le 
dernier  cas;  il  est  évident  que  la  forme  dans  le  second  cas  est 
analogue  à  celle  du  dernier. 

12.  Une  troisième  courbe,  enfin,  indépendante  de  la  longueur 
l  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  la  tangente 
double.  En  efiPet,  la  conchoide  elliptique  possède  des  tangentes 
doubles,  et,  en  vertu  de  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  au 
petit  axe  de  l'ellipse,  les  deux  points  de  contact  d'une  d'elles 
sont  de  même  symétriques  par  rapport  à  cet  axe,  ce  qui  exige 
que  la  tangente  double  soit  parallèle  au  grand  axe.  La  normale 
correspondante,  droite  passant  par  le  pôle  P,  est  donc  parallèle 
au  petit  axe. 

Étant  donné  le  pôle  P,  on  construit  donc  cette  normale,  en 
menant  de  P  la  parallèle  PT  au  petit  axe  (Fig.  6);  son  inter- 
section avec  le  rayon  vecteur  OA  sera  le  point  de  contact. 

13.  En  supposant  la  base  donnée,  on  obtient  la  courbe  en 
question  que  nous  appellerons  courbe  bitangentielle,  de  la  manière 
suivante  : 

Menons  par  0  un  rayon  qui  coupe  la  base  en  un  point  P,  et 
par  P  une  parallèle  au  petit  axe  de  l'ellipse;  cette  parallèle 
coupera  la  perpendiculaire  OT  à  OP  en  un  point  T  appartenant 
à  la  courbe  bitangentielle;  celle-ci  est  entièrement  déterminée 
quand  on  suppose  OP  mobile.  La  courbe  peut  donc  se  concevoir 
comme  l'intersection  des  rayons  d'un  faisceau  à  centre  0  et  de 
ceux  d'un  faisceau  de  rayons  parallèles.  Examinons  donc  la 
correspondance  de  ces  deux  faisceaux. 

Menons  un   rayon   OP^  ;  il   n'y   aura  qu'un  seul  point  d'inter- 
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section  Pj  avec  la  base;  à  un  rayon  OP,  correspond  donc  un 
seul  rayon  du  second  faisceau.  Mais  en  menant  une  parallèle  au 
petit  axe  de  Tellipse,  on  voit  qu'il  y  aura  quatre  points  d'inter- 
section Pj,  Pj;  ^3>  ^4  ®*;  P^^  conséqueut,  quatre  rayons  OP^,  OPj, 


Fio,  6. 


IN 


\ 


OP3,  OP,^  correspondants.  A  chaque  rayon  OP^  etc.  correspond 
une  seule  perpendiculaire  par  O.  Il  s'ensuit: 

Le  faisceau  à  centre  0  et  le  faisceau  de  parallèles  se  trouvent 
dans  une  correspondance  (1,4);  leurs  rayons  homologues  engen- 
drent donc  une  courbe  du  cinquème  degré.  On  voit  cependant, 
sans  peine,  que  le  petit  axe  fait  partie  de  la  courbe  bitangentielle, 
elle  est  donc  du  quatrième  degré  et  symétrique  par  rapport  au 
petit  axe. 

14.  L'équation  de  la  courbe  en  question  s'obtient  de  la  manière 
suivante. 

Soit  l'équation  de  la  base  (II) 
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et  celle  de  la  droite  OP 

y  =:mx. 
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On  en  tire: 


_  2a^bm  (26^  —  a^  +  M^ 


en  éliminant  m  entre  cette  équation   et  y  =.  —  -  -  a,  on  obtient 

réquation  de  la  courbe  bitangentielle. 

(IV)       (a^y^  -h62a;2)2  ^  2a%  \{2h^  —  a^)y^  4- 623.2  j  =0. 

Quand  a^  >  26^^  la  forme  de  la  courbe  est  celle  d'un  trifolium 
comme  c'était  le  cas  avec  la  base;  la  feuille  partagée  par  Taxe 
OY  en  deux  parties  symétriques  est  cependant  bien  moins 
allongée,  et,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  coupe  cet  axe  en 
un   point   situé   à   l'intérieur  de  l'ellipse.   0  est  un  point  triple^ 

Fio.  7. 


l'axe  OX  est  une 
les  valeurs 


des  tangentes,  les  deux  autres  sont  données  par 


Elles   prouvent   que   les   tangentes   sont   perpendiculaires   aux 
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tangentes  de  la  base  et  coïncident  avec  les  normales  distinctes  de 
Tellipse  issues  de  0  (fig.  6). 

La  courbe  bitangentielle  coupe  le  petit  axe  au  point  dont  la 


^  ^     X          26(a2— 262) 
distance  a  0  est  y  =  — ^^ • 


a^ 


;  valeur  toujours  positive  quand 


a^  >  26^  et  inférieure  à  26,  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque 
précédente. 

Fio.  8. 


La  ressemblance  de  la  base  et  de  la  courbe  bitangentielle  dis- 
paraît, quand  a^  =  26^  ou  a^  <  26^.  En  effet,  dans  le  premier 
cas  deux  des  tangentes  coïncident  dans  le  petit  axe  et  le  point 
triple  retient  donc  deux  tangentes  distinctes;  d'ailleurs  la  forme 
de  réquation 

(a2y2  +  hH^Y  =  —  2a^b^x^y 

montre  que  la  courbe  se  trouve  entièrement  dans  la  partie  du  plan 
située  du  côté  de  la  tangente  opposé  à  celui  où  se  trouve  l'ellipse. 
Le  même  remarque  s'applique  au  cas  où  a^  <  26^.  La  courbe 
change  sa  forme  mais  sa  position  par  rapport  à  la  tangente  reste 
la  même.  Les  figures  7  et  8  donnent  la  forme  de  la  courbe  dans 
ces  deux  derniers  cas. 


COURBES  QUI   EN   DÉRIVENT.  181 

Troisième  partie. 

CONCHOIDE    ELLIPTIQUE. 

15.  La  trajectoire  d'un  point  arbitraire  dans  le  mouvement 
considéré  est,  comme  on  le  sait,  une  conchoide  elliptique.  Exami- 
nons en  les  différentes  formes. 

Groupe  L  a^  >  2b^. 

Fio.  9. 


a.  l  <  26.  Concevons  un  faisceau  de  rayons  vecteurs  issus  du 
point  0  et  portons  sur  chaque  rayon  la  longueur  l  des  deux 
côtés  du  point  d'intersection.  Les  deux  points  B^  et  B2  décriront 
la  conchoide  elliptique.  La  transition  de  l'intérieur  de  l'ellipse 
et  inversement  aura  lieu  pour  la  corde  dont  la  longueur  est  =  l, 
La  conchoide  aura  donc  un  noeud  à  l'intérieur  de  l'ellipse;  la 
forme  exacte  de  ce  noeud,  cependant,  ne  sera  connue  que  lors- 
qu'on s'est  assuré  de  la  réalité  des  points  de  contact  de  la  tangente 
double  situés  à  l'intérieur  de  l'ellipse. 

Ces  points  de  contact  seront  réels  si  la  conchoide  coupe  la 
Archives  viii.  26 
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courbe  bitaDgentielle  en  des  points  réels,  ce  qui  exige  que  son 
point  d'intersection  avec  le  petit  axe  soit  situé  à  l'intérieur  du 
noeud  de  la  courbe  bitangentielle,  ou,  ce  qui  revient  au  même: 

26(a2  -  262)  ^  ^.       ,         , . 
_v /  >  26 — L  ou  bien 

r2  ' 


a' 


,      463 
l>  —T. 


a' 


463 


Comme  —  j-  <  26  quand  a^  >  26*,  la  condition  est  possible  et 

le  noeud  aura  la  forme  d'un  coeur  (Fig.  9). 

463 
On  voit,  sans  peine,  que,  quand  Z  <  — 3-,  les  points  de  contact 

463 
seront  imaginaires  et  que,  pour  Z  =  — y,  ils  Coïncideront;  la  con- 

CL 

choide  possède  alors  un  point  méplat. 

Fio.  io. 


En  outre,  la  conchoide  possède  une  tangente  double  à  l'exténear 
de  l'ellipse. 

6.  l  =  26.  })i\  point  0  comme  centre  décrivons  un  cercle  à 
rayon  =  26  ;  il  coupera  l'ellipse  en  deux  points,  et  sera  tangent 
à   l'extrémité  du  petit  axe  opposé  à  0.  Le  point  B  se  trouve 


GOURBKS   QUI    EN   DÉRIVENT. 


183 


d'abord  dans  Tintérieur  de  Tellipse,  ensuite  il  passe  à  Textérieur. 
Il  s'ensuit: 

La  conchoide  elliptique  possède  à  l'intérieur  de  Tellipse  deux 
noouds,   le   petit  axe   en  est  une  tangente  commune  et  devient 


Fia.  11. 


donc  une  tangente  de  rebroussement  de  la  courbe;  les  deux 
autres  tangentes  dans  le  point  0  sont  les  deux  cordes  de  l'ellipse 
à  longueur  26,  08  et  OS'.  En  0  il  y  aura  donc  trois  tangentes 
dont  une  est  de  rebroussement.  La  tangente  double  située  à  Tinté- 

rieur  de  Tellipse  est  toujours  réelle,  puisque   l  =  2b  et  2&  >  -^ 
La  figure  10  donne  la  forme  de  la  courbe. 


a' 


a^ 


c.  2b  <  l<  —.  En  décrivant  du  point  0  comme  centre  un  cercle 

à  rayon  2,  on  voit  qu'il  coupe  l'ellipse  en  quatre  points  réels;  la 
longueur  AB  qu'on  porte  toujours  sur  le  rayon  vecteur  mobile 
passera  quatre  fois  par  le  point  O;  ce  point  est  donc  quadruple; 
les  quatre  tangentes  sont  les  cordes  à  longueur  l  passant  par  0; 
elles  sont  donc  réelles.  La  courbe  possède  trois  noeuds,  dont 
deux  sont  situés  à  l'intérieur  de  l'ellipse.  La  figure  11  en  donne 
la  forme. 

d.  1  =  — .En  décrivant  de  0  comme  centre  le  cercle  à  rayon  l, 

26* 
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on  voit  qu'il  est  tangent  en  deux  points  à  l'ellipse;  la  courbe 
aura  donc  deux  tangentes  de  rebroussement.  Le  noeud  à  l'intérieur 
de  l'ellipse  a  entièrement  disparu;  il  n'y  a  qu'un  noeud  à  l'exté- 
rieur;  les   deux   tangentes   de   rebroussement   sont  les  cordes   à 


a 


longueur  —  passant  par  0.   Il  en   résulte   que  la   conchoide   et 
c 

la   courbe   bitangentielle    possèdent   deux   tangentes   coïncidentes 

(Fig.  12). 

Fio.  i% 


e.    Considérons   enfin   le   cas   où    l  > 


a^ 


Nous  retrouverons  la 


figure  1  et  nous  observons  que,  dans  la  construction  primitive, 
quatre  tangentes  passant  par  0  étaient  disparues.  La  conchoide 
possède  encore  deux  tangentes  doubles  réelles  puisqu'il  y  a  deux 
couples  de  points  d'intersection  réels  avec  la  courbe  bitangentielle; 
elles  sont  situées  toutes  deux  hors  de  l'ellipse. 

16.  La  géométrie  analytique  fait  obtenir  l'équation  de  la  con- 
choide elliptique.  Elle  s'obtient  de  la  manière  suivante: 

Soit  de  nouveau  l'équation  de  l'ellipse 
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OU  bien,  en  coordonnées  polaires 

_  _      2a^b  ain  Q    

ce  qui  donne  l'équation  de  la  conchoide  en  coordonnées  polaires 

_  2a^6^n0  , 

en  coordonnées  rectangulaires 


^  623.2    4.   ^2y2 

ou  bien,  en  faisant  disparaître  les  radicaux 

(V)       (62a;2  ^  ^22/2  —  2a262/)2  («2  +  2/^)  =  iH&'a;2  +  a22/2)2, 

courbe  du  sixième  degré  à  point  quadruple  en  0. 

L'équation  nous  fait  obtenir  sans  peine  les  conditions  de  réalité 
des  tangentes. 

Posons  y  =  7na;  Téquation  devient 

(62a;  +  a2m2a;  -  2a26m)2  (1  +  m^)  =  l^  (62  +  a2m2)2. 

Les  coefficients  directeurs  m  des  tangentes  sont  les  racines  de 
l'équation  en  m: 

4a*62m2  (1  +  m^)  =  P  (52  ^  a^m^y 
ou  bien 

a*  (462  _  ^2)  ^k  +  2a262  (2a2  —  ^2)  ^2  _  ^2^4  -  0. 

Soit  d'abord  i  <  26.  Le  premier  terme  est  >  0,  le  second  de 
même  >  0;  on  aura  donc  une  valeur  positive  et  une  valeur 
négative  pour  m^  ;  ce  qui  donne  deux  tangentes  réelles  en  0. 

Quand  l  =  26,  il  y  aura  deux  valeurs  réelles  de  m,  et,  à  cause 
de  la  disparition  du  terme  m*,  une  valeur  de  m  correspondant 
au  petit  axe  de  l'ellipse. 

Quand  l  >  26,  on  écrira  l'équation  de  la  manière  suivante  : 

a*  (P  _  452)  ^k  _  2a262  (2a2  -  ^2)  ^2  +  p^*  -  q. 

la  condition  de  l'égalité  des  racines  m^  est 

a*6*Z2  (/2  _  452)  =  ^45*  (2a2  _  i2)2  ^ 

ce  qui  donne 

1="-. 

c  -  . 
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C'est  le  cas  de  deux  tangentes  de  rebroussement;  qaand  l  > 


a^ 


a^ 


les  deux  valeurs  de  m*  deviennent  imaginaires,  quand  ^  <  -  les 

deux   valeurs   de  m^   sont  réelles  et  positives;  ce  qui  s'accorde 
avec  les  considérations  géométriques. 

17.    Groupe  IL   a^  <  2b^,   Dans  ce  groupe,  le  petit  axe  est  la 

Fio.  43. 


plus  grande  corde  qu'on  puisse  mener  de  O;  en  outre,  la  courbe 
bitangentielle  est  située  tout- à-fait  à  l'extérieur  de  l'ellipse,  ce  qui 
altère  la  forme  de  la  courbe.  Comme*  auparavant,  nous  passerons 
en  revue  difiérentes  formes. 

a.  l  >  26.  La  conchoide  possède  un  noeud  à  Tintérieur  de  l'ellipse. 
La  forme  de  ce  noeud  diffère  de  celle  du  cas  a  du  groupe  précé- 
dent, parcequ'il  ne  peut  admettre  de  tangente  double  (voyez  la 
figure  13).  Deux  des  quatre  tangentes  en  0  sont  réelles,  les  deux 
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autres  imaginaires  conjuguées.  Une  tangente  double  se  trouve  à 
rextérîeùr  de  Tellipse. 

6.  2  =  26.  Les  deux  tangentes  du  cas  précédent  se  réunissent; 
une  tangente  de  rebroussement  en  est  la  conséquence.  Le  noeud 
disparaît,  deux  tangentes  sont  imaginaires  et,  comme  auparavant, 
la  tangente  double  se  trouve  à  Textérieur  de  Tellipse  (fig.  14). 


a' 


18.  Dans  ce  groupe  la  différence  entre  les  valeurs  26  <  Z  <  — 


a^ 


et  l>  —  a  moins  d'importance,  puisqu'il  ne  passe  pas  par  0  de 
corde  plus  grande  que  25,  la  forme  de  la  conchoide  se  déduit 

Fig.  14. 


sans  peine  des  considérations  précédentes,  et  il  serait  superflu 
d'aiuilyser  et  de  oonsteuire  tous  les  cas;  fixons  cependant  l'atten- 
tion  SUT  un  cas  particulier. 
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a* 
Nous  avons  vu  que,  dans  le  groupe  précédent,  quand  /  =  — , 

la  conchoide  possède  deux  tangentes  de  rebroussement;  supposons 
maintenant  de   même  la  courbe  construite  pour  la  longueur  de 

i=   -.   En  reprenant  l'équation  en  m^  du  groupe  précédent  et 
en  y  remplaçant  l  par  —,  on  obtient: 

a*  (46^  —  ^^  m*  4-  2a2&2  {%x^  —  ^-)m2  —  ^  6*  =0 

qui  devient,  après  quelques  réductions, 

(a2  -  2fe2)2  m*  -  2&2  {qI  _  2&2)  m^  4-  6*  =  0 

ou  bien 

|(a2  — 2&2)m2  -.&2j2_0; 

puisque  a^  <  2i;2^  la  valeur  de  m^  est  négative. 

On  voit  par-là  que  les  deux  tangentes  de  rebroussement  sont 
devenues  imaginaires  conjuguées.  Quoiqu'on  ait  ici  un  cas  distinct, 
la  forme  de  la  courbe  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de 
la  figure  14. 

On  pourrait  encore  examiner,  si  l'équation  en  m^  nous  fait 
obtenir  les  autres  cas  de  la  courbe.  Cet  examen  ne  serait,  cepen- 
dant, qu'une  répétition  de  celui  du  groupe  précédent. 

19.  Groupe  III.  a^  =26^.  Il  suffit  de  s'occuper  de  trois  valeurs 
de  l,  l  <  2&,  l  =  2b,  l  >  2h;  nous  les  passerons  en  revue. 

Soit  d'abord  l<  2b  Ijsl  conchoide  possède  un  noeud  à  l'intérieur 
de  l'ellipse;  la  courbe  bitangentielle  étant  située  tout-àrfait  à  l'ex- 
térieur, le  noeud  n'aura  pas  de  tangente  double  ;  celle-ci  se  trouve 
à  l'extérieur  de  Tellipse;  la  forme  de  la  courbe  rappelle  celle  de 
la  figure  13. 

Le  cas  Z  >  26  n'offre  pas  de  difficultés,  mais  le  cas  le  plus 
remarquable  est  celui  où  l  =  26.  Alors  les  quatre  tangentes  du 
point  quadruple  0  coïncident,  et  on  peut  considérer  la  tangente 
résultante  qui  coïncide  avec  le  petit  axe  comme  deux  tangentes 
de  rebroussement  réunies.  La  forme  de  la  courbe  est  analogue  à 
celle  de  la  figure  14. 

L'équation  en  m^  confirme  ce  résultat.  En  eflTet,  en  posant 
r=26,  a^  =26^,  les  termes  en  m*  et  en  m^  s'évanouissent  et  il 
ne  reste  que  le  petit  axe  comme  tangente. 
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20.  Résumons  enfin  les  différents  cas  traités  et  distinguons  les 
d'après  la  réalité  des  tangentes  au  point  quadruple. 
1.  Conchoîde  elliptique  à  quatre  tangentes  réelles  en  0:  Groupe  L 


2b<l<—. 
c 


2.  Conchoide  à  deux  tangentes  réelles  et  deux  tangentes  imagi- 
naires en  0:  Groupe  I,  II,  III.  l  <  26. 

3.  Conchoide  à  quatre  tangentes  imaginaires  en  0:  Groupe  I, 

II,  III.  l>-. 

4.  Conchoide  à  deux  tangentes  réelles  et  une  tangente  de 
rebroussement  en  0  :  Groupe  I.  l  =  26. 

5.  Conchoide  à  deux  tangentes  imaginaires  et  une  tangente  de 
rebroussement  en  0:  Groupe  II.  Z  =  26. 

6.  Conchoide  à  deux  tangentes  de  rebroussement  réelles  en  0: 

Groupe  I.  Z  =  — . 

7.  Conchoide  à  deux  tangentes  de  rebroussement  imaginaires 
en  0:  Groupe  II.  î  =  — . 

8.  Conchoide  à  une  seule  tangente  de  rebroussement  en  0, 
comptant  double:  Groupe  III.  Z  =  2b. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  huit  cas  différents  dont  quelques-uns 
appartiennent  à  plusieurs  groupes  et  quelques  autres  sont  carac- 
téristiques pour  un  seul  groupe. 


Quatrième   partie. 
Extension  des  considérations  précédentes  à  l'hyperbole 

ET  à  LA  parabole. 

21.  Cette  partie  contient  un  aperçu  des  courbes  correspondantes 
à  celles  des  deux  parties  précédentes,  quand  on  remplace  l'ellipse  par 
une  hyperbole  ou  une  parabole.  Il  va  sans  dire  qu'il  serait  inutile 
de  répéter  toutes  les  considérations  géométriques  et  tous  les  cal- 
culs ;  maintes  fois  il  suffira  d'indiquer  le  résultat.  Passons  d  abord 
à  l'hyperbole. 

22.  En  choisissant,  comme  auparavant,  un  sommet  de  l'hyper- 
bole  comme  point  de  concours  des  différents  rayons  vecteurs  sur 

ARcmvES  VIII.  27 
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on  porte  les  longueurs  AB,  =  i4fî2  =  ^>  on  voit  que  les 
cordes  croissent  indéfiniment  à  partir  de  l'axe  réel,  ce  qui  fait 
que  Ton  n'aura  que  trois  cas  à  considérer  :  Z  >  26,  l<  26,  l  =  2é, 
26  étant  la  longueur  de  Taxe  réel.  Enfin,  on  peut  attacher  moins 
d'importance  à  la  division  en  groupes,  mise  en  avant  dans  la  pre- 
mière partie  de  cette  étude.  Le  cas  particulier  qui  mérite  d'être 
étudié  est  celui  de  l'hyperbole  équilatère. 

23.  Examinons  d'abord  la  base.  Comme  les  cordes  passant  par 
0  n'admettent  pas  de  longueur  maximum,  comme  c'était  le  cas 
de  l'ellipse,  le  point  triple  0  a  une  tangente  réelle  et  deux  tan- 
gentes imaginaires  conjuguées.  On  voit  ensuite,  facilement,  que  la 
base  aura  des  points  à  l'infini.  En  effet,  menons  par  0  la  parallèle 
à  une  des  asymptotes  de  l'hyperbole;  la  normale  correspondante 
sera  la  droite  à  Tinfini  et  la  perpendiculaire  à  la  direction  de 
l'asymptote  indiquera  la  direction  d'un  point  à  l'infini  de  la  base. 

Reprenons   l'équation   de  la  base  comme  elle  a  été  obtenue  (9) 

(a^a;^  4- 6^  2/2)2  =  2a2  ^y  |  (262  — a^)^;^  -h62y2j. 

On  en  déduit  l'équation  de  la  base,  pour  le  cas  de  l'hyperbole, 
de  la  manière  suivante: 

Qu'on  s'imagine  Thyperbole  tellement  placée  que  l'axe  OX  soit 
tangente  en  0  à  un  sommet  de  l'hyperbole  et  que  l'axe  imaginaire 
soit  représenté  par  l'équation  y  =  -+-  6.  L'équation  de  l'hyperbole 
devient. 

6^a?2_^2y2  ^  2a^hy  =  0 

Ainsi,  on  obtiendra  les  résultats  équivalents  à  ceux  de  l'ellipse, 
en  remplaçant  a^  par  —  a 2,  ce  qui  donne,  pour  l'équation  de  la  base: 

(VI)         (62  2/2— a2a;2)2  =  -  2a 2  62/  j  {a^  +2b^)x^  ^  h^y^\ 

Les  termes  du  quatrième  degré  appartiennent  exclusivement  au 
premier  membre;  les  quatre  points  d'intersection  avec  la  droite  à 
l'infini  sont  donc  donnés  par  l'équation 

(à2  2/2_a2a;2)2  =  0 

ce  qui  montre  que  la  droite  à  l'infini  est  une  tangente  double  de 
la  base;  les  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  don- 
nent la  direction  des  points  de  contact. 

24.  Après  cette  remarque,  il  n'est  pas  difficile  de  discuter  les 
propriétés  de  la  roulante,  dont  on  obtient  de  même  l'équation  en 
remplaçant  a'^  par  —  a'^,  La  figure  15  donne  la  forme  de  la  base 
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et  de  la  roulante,  comme  les  donnaient  auparavant  les  figures  4 
et  5  pour  Tellipse.  On  remarquera  que  l'équation  qui  donne  les 
deux  points  doubles  devient 

(_a2a;2— d2a.2_a4)2  =o 

les  deux  points  tangentiels  deviennent  donc  imaginaires. 
25.  L'équation  de  la  courbe  bitangentielle  devient 

(VII)    (A2  x^  —  a^  2/2)2  _  2a2  by  j  (26^  -r  a^)  y^  -hb^z^  \-0 

Elle  satisfait  aux  conditions  suivantes: 

La  courbe  se  trouve  entièrement  dans  la  partie  du  plan  qui  con- 
tient la  partie  positive  de  Taxe  OY;  elle  est  bitangente  à  la  droite 
à  rinfini  ;  la  direction  des  points  de  contact  est  donnée  par  les 
asymptotes  de  Thyperbole  ;  deux  des  tangentes  du  point  triple  sont 
imaginaires,  OX  est  la  tangente  réelle,  (fig.  16). 

25.  Considérons  maintenant  les  trois  cas  de  la  longueur  l  et 
examinons  la  forme  de  la  conchoide  hyperbolique  pour  chacun 
de  ces  cas. 

a.  l>  2b  Soit  OA  la  position  initiale  du  rayon  mobile  (fig.  17), 
B,  et  ^2  ^®s  deux  points  correspondants  de  la  conchoide.  Imprimons 
au  rayon  OA  une  rotation  autour  du  point  0  ;  le  point  B  passera 
par  0  quand  OA  devient  égal  à  l.  Tant  que  le  point  A  reste  sur 
la  branche  opposée  au  sommet  0,  on  aura  deux  points  B^  et  JBj 
situés  de  part  et  d'autre  de  cette  branche;  ces  deux  points  décri- 
vent deux  branches  asymptotiques  par  rapport  à  la  branche  de 
rhyperbole. 

La  rotation  continue  entraîne  cependant  la  conséquence  que  le 
point  A  ira  se  placer  sur  la  branche  de  Thyperbole  sur  laquelle 
0  est  situé;  la  courbe  complète  possède  donc  deux  branches  de 
plus  qui  se  croisent  au  point  0;  elles  sont  asymptotiques  à  la 
seconde  branche. 

D'après  la  construction,  les  quatre  tangentes  du  point  O  sont 
réelles;  elle  montre  en  même  temps  que  la  courbe  possède  des 
points  singuliers  à  Tinfini  En  ejBfet,  chacune  des  asymptotes  est 
tangente  en  deux  points  à  l'infini;  la  réunion  de  ces  deux  points 
constitue  donc  un  couple  de  deux  points  doubles  coïncidents  ou 
bien  un  point  tangentiel  La  courbe  possède  donc  à  Tinfini  deux 
points  tangentiels  ;  comme  le  point  quadruple  remplace  six  points 

27* 
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doubles,   le  nombre  total  des  points  singuliers  peut  être  évalué  à 
dix,  la  courbe  est  donc  unicursale. 

b.  l  <  26.  La  figure  18  montre  la  forme  de  la  conchoide,  dans 
ce  cas.  Ses  deux  branches  qui  côtoient  la  seconde  branche  de 
l'hyperbole  ne  diôèrent  pas  beaucoup  de  celles  du  cas  précédent; 
mais  une  des  deux  branches  qui  côtoient  la  première  branche 
présente  un  aspect  différent,  puisque  le  noeud  au  point  0  a  dis- 
paru. Deux  des  tangentes  sont  devenues  imaginaires 

c.  l  =  24.  Enfin  la  fig.  1 9  montre  la  forme  de  la  conchoide  quand 
deux  des  tangentes  en  0  i estent  réelles  et  que  les  autres  coinci- 
deut,  ce  qui  fait  qu'il  y  a  une  combinaison  de  tangentes  multiples 
et  d'une  tangente  de  rebroussement.  Elle  ne  suggère,  d'ailleurs, 
pas  d'autres  remarques  particulières 

26.  En  remplaçant  a^  par  —  a^,  Téquation  de  la  conchoide  hyper- 
bolique devient 

(VIII)     {6^  x^  _  a2  2/2  -f  2a2  byy{x^  4-  y^)  =  l^  {b^  x^  —  a^  y^y 

posant  y  =  rriXf  on  aura 

Les  tangentes  en  0  se  déterminent  par  les  valeurs  de  m  tirées 
de  l'équation 

l^  {b^  —  a^  m»)2  —  4  a*  *2  ^2  (i  ^  ^2) 

ou  bien 

a*  (l^  —  4  b^)  m*  —  2a2  b^  {l^  -h  2a2)  m-  -hb^l^-0 

supposant  l  >  2b. 

La  réalité  des  deux  valeurs  de  m^  exige 

(P    +2a2)2   >   ^2(^2   _4^2) 

ou  bien 

a*  4.  (a2  -h  ^2)  12  >  0, 

condition  qui  est  toujours  remplie  Comme,  d'ailleurs,  l^  i*  est 
positif  et  le  coefficient  de  m^  négatif,  les  deux  valeurs  de  m^  sont 
positives  et  les  quatre  valeurs  de  m  sont  réelles  c.-à-d.  les  quatre 
tangentes  en  0  sont  réelles 

Quand  l  <  2b,  on  écrira  l'équation  de  la  manière  suivante. 

a*  (4  A2  ^  ^2)  ^*  ^  2a2  «2  (^2  ^  2a2)  m^  -  AM^  =  0 
équation    qui  donne  pour  m^  deux  valeurs  toujours  réelles  dont 
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l'une   est  positive,  l'autre  négative,  ce  qui  donne  deux  tangentes 
réelles  et  deux  imaginaires. 
L'équation  d'une  asymptote  est 

b 
^      a 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  conchoide,  nous 
obtiendrons 

«2  +  ~  a;2  4.  ^  a;  +  A2  j=  ^2  ^4  P  (2a;  -h  a)^ 

et  nous  voyons  que  l'asymptote  a  seulement  deux  points  d'inter- 
section avec  la  courbe  et  que  quatre  points  se  trouvent  à  Tinfini, 
comme  on  devait  s'y  attendre 

27.  Remarquons  enfin  que,  si  Thyperbole  est  équilatère,  la  con- 
struction de  la  courbe  n'offre  pas  de  particularités,  qui  exigent 
une  discussion  spéciale.  Les  équations  de  toutes  les  courbes  décrites 
se  simplifient.  Nous  nous  bornerons  à  donner  celle  de  la  roulante. 
On  l'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  connue  (III)  a^  par 
—  a^  et  fe2  par  a^.  Elle  devient,  après  la  suppression  des  facteurs 
superflus: 

(IX)  j («2  _  4a2)  (2/2  —  8x2  _  4^2)  _  ^^  y^  j  2  =  4  | («2  -h  2a2)  y^  — 

—  («2— 4a^)(2/2  -f-4a;2  +  2a2)j  -h 

-h  |a;2(y2  -h  4fl;2  -h2a2)  — (a;2  +  2a2)  (y2  _8a;2_4a2)j 

équation  qui  se  simplifie  encore  par  le  développement  mais  que 
nous  préférons  conserver  dans  cette  forme. 

Les  constructions  décrites  suffiront  pour  comparer  la  conchoide 
de  l'hyperbole  à  celle  de  l'ellipse. 

28.  Appliquons  maintenant  les  considérations  précédentes  à  la 
parabole.  Comme  auparavant,  il  est  inutile  de  répéter  toutes  les 
constructions  de  l'ellipse;  remarquons  cependant  que  les  propriétés 
de  la  parabole  différent  essentiellement  de  celles  de  l'ellipse  et  de 
celles  de  l'hyperbole  et  que  la  forme  de  l'équation  permet  d'obtenir 
des  formules  simples  pour  les  diverses  courbes. 

29.  Les  courbes  qui  ne  dépendent  pas  de  la  longueur  l  s'obtien- 
nent sans  peine.  Soit  0  le  sommet  de  la  parabole  et  en  même 
temps  le  point  de  concours  des  droites  0^4,,  OA^  etc.,  où  la  sig- 
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nification   du   point  A^^  A^  --  -  est  la  même  qu'auparavant.  Les 

pôles    Pj,   Pj se  déterminent  par  l'intersection  des  normales 

en    A,,  A 2 avec  les  perpendiculaires  OP,,  OP^ à  OA^, 

OA2  . . . .;  ainsi,  la  construction  de  la  base  s'exécute  comme  dans 
le  cas  de  Tellipse.  (6) 

La  base  est  du  troisième  degré  ;  car,  en  répétant  le  raisonnement 
du  paragraphe  6,  on  voit  que  d'un  point  D,  de  la  droite  d  on  ne 
peut  abaisser  que  trois  normales  à  la  parabole  et  qu'ainsi  la  base 
ne  sera  que  du  quatrième  degré.  En  observant,  comme  auparavant, 
que  l'axe  de  la  parabole  fait  partie  de  la  base,  on  arrive  à  la 
conclusion  que  la  base  est  une  courbe  du  troisième  degré  (fig.  20). 

On  a  vu,  précédemment,  que  le  point  0  est  un  point  multiple 
de  la  base  et  que  les  perpendiculaires  aux  normales  issues  de  0 
sont  les  tangentes  à  ce  point;  ces  deux  normales  et  de  même  leurs 
perpendiculaires  sont  donc  imaginaires;  il  s'ensuit  que  la  base 
possède  en  0  un  point  isolé. 

L'analyse  nous  donne  sans  peine  l'équation  de  la  courbe.  Soit 
réquation  de  la  parabole: 

y^  =:2px 
et  celle  de  la  droite  OA: 

y  =  rrhx. 
Les  coordonnées  du  point  A  seront: 

2p  2p 

et  l'équation  de  la  normale  est  donnée  par: 

^      m  m\         m^/ 

La  substitution  m  = donne 

y 

en  réduisant 

x^  —2p{x^  4-  22/2)  =0. 
Cette  équation  confirme  les  résultats  géométriques. 
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30.    La   roulante   est   de  même  donnée  par  la  figure  20;  son 
équation  s'obtient  de  la  manière  suivante: 

m*       m^  m* 

Calculons  les  coordonnées  du  point  P: 
L'équation  de  la  droite  OP  est 


V  =  —   — 00 


et  celle  de  la  normale  du  point  A 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  de  P 

^  =  2jp (mj_  +  2)  _  2p{m^^2) 


0P2  =  V_(^l-tJHmi +J!) 


Posant   Oi4  2=y^,  OP^=x^  et  simplifiant,  on  aura  à  éliminer 
m  2   entre  les  deux  équations. 

^    ~  m*  y^  ~       ^^ 

qui  peuvent  s'écrire 

2/2  m*  -+-  (4  y 2  _  a?2)  m2  -h  43/2  =  0 
2/2  m*  — 42>2m2— 4^2  =:0 
d'où  l'on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équations  données, 
on  trouve: 

43/2(3/2+2,2)*^  4p2(y2+p2)(^2_4y2_4p2)_^2(^2_4y2_4p2)*=0 

et  enfin 

42/2  (2/2    -+.  p^y  =:p2  ^2  ^^.2  4y2  4p2). 
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La  roulante  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  OX  et  OF, 
possède  un  point  isolé  à  l'origine  et  deux  points  isolés  conjugués 
imaginaires  sur  Taxe  OX.  La  courbe  consiste  en  deux  branches 
qui  s'étendent  à  l'infini;  une  des  deux  moitiés  s'accorde  avec  le 
mouvement  dans  un  sens  donné,  l'autre  avec  le  mouvement  en 
sens  inverse.  La  droite  à  l'infini  coupe  la  roulante  en  six  points 
coïncidents.  (Fig.  20.) 

31.  Comme  la  base  est  du  troisième  degré,  on  peut  laisser  de 
côté  la  recherche  de  la  courbe  bitangentielle,  pour  discuter  immédia- 
tement la  forme  de  la  conchoide  parabolique  (fig.  21).  On  voit 
tout  de  suite  que,  quand  on  porte  sur  la  droite  mobile  OA  deux 
points  jBj  et  B^  tels  que  la  distance  AB^  =  AB^  devienne 
égale  à  Z,  il  en  résulte  une  courbe  à  deux  branches  qui  se  croisent 
au  point  0  et  forment  par  conséquent  un  point  crunodal;  elles 
convergent  vers  le  même  point  à  l'infini  que  la  parabole  et  les 
particularités  de  la  courbe  sont  visiblement  indépendantes  du 
rapport  entre  les  longueurs  l  et  p. 

On  arrive  facilement  à  Téquation  de  la  courbe  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  l'équation  de  la  parabole 

La  longueur  OB,  ou  OB^  est  donnée  par  la  formule: 

2pcos(p    ,  , 

Q  =  r-T ±  l 

sin^  (p 

où  fp  est  l'angle  de  OA  avec  l'axe  de  la  parabole. 

Cette  formule  est  en  même  temps  l'équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  polaires.  Transformée  en  coordonnées  orthogonales, 
elle  devient: 


qui  devient,  après  la  disparition  des  radicaux, 
{y^  —  2pxf{x^  ^y^)  =  l^y^. 
Cherchons  les  tangentes  au  point  0. 

(m^  x^  —  2px)^  (a-2  -f.  m^  x^)  =  P  m*  a:* 
(m2  X  —  2py  (1  -h  m2)  =  «2  7^*. 


COURBES   QUI   EN   DÉRIVENT.  197 

Les  tangentes  s'obtiennent  par  Téquation 

4p2  (1  -f-  m^)  —  P  m*  =  0    ou  bien 

•  On  voit  que  0  est,  comme  auparavant,  un  point  quadruple. 
Comme  le  dernier  terme  de  Téquation  est  négatif,  il  y  a  deux 
valeurs  réelles  pour  m^,  dont  Tune  est  négative  et  l'autre  positive, 
ce  qui  donne  pour  m  quatre  valeurs  dont  deux  sont  réelles  et 
deux  imaginaires.  Au  point  quadruple  il  y  a  donc  deux  tangentes 
réelles  et  deux  tangentes  imaginaires. 
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SUR  LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES 
PAR  L'ÉLECTRICITÉ 

PAR 

E.  Van  der  ven. 


II. 

Nous  avons  vu  (Arch.  Teyler,  T.  VIII,  p.  p.  93—119)  quft,  si 
on  veut  déterminer  de  la  manière  exposée  dans  le  chapitre  précé- 
ent  la  quantité  de  liquide,  que,  dans  un  temps  donné  un  courant 
iectrique  transporte  dans  la  direction  de  Tanode  à  la  kathode,  qu'alors 
observation  directe  nous  fournit  comme  telle  une  quantité,  qui 
st  le  résultat  de  l'action  de  deux  forces  concourantes.  La  pression 
ydrostatique,  qui  résulte  de  l'accumulation  inégale  des  ions  des 
eux  côtés  de  la  cloison  poreuse,  agit  toujours  dans  la  direction 
u  courant;  et  ce  n'est  qu'après  avoir  corrigé  le  résultat  de  chaque 
bservation  isolée  de  l'influence  variable  de  cette  pression,  qu'on 
ourra  faire  concourir  des  séries  d'observation  à  des  résultats,  dont 
erreur  probable  est  assez  petite  pour  en  déduire  une  règle  générale. 

C'est  en  agissant  ainsi  que  nous  avons  examiné  et  mis  hors  de 
oute  aucune,  la  validité  de  la  règle  posée  par  M.  G.  Wiedemann, 
Bien  la  quelle  l'intensité  du  transport  d'une  solution  de  sulfate 
e  cuivre  de  densité  quelconque  est  proportionnelle  à  l'intensité 
u  courant. 

M.  Wiedemann  a  aussi  tâché  de  déterminer  la  manière  dont  le 
ransport  de  solutions  salines  de  densité  difiPérente  dépend  de  leur 
ouvoir  conducteur  pour  le  courant  électrique;  mais  il  n'a  pas 
éussi  à  entrevoir  une  règle  générale,  qui  exprimait  le  rapport 
ntre  ces  deux  variables  *). 


*)  Pogg.  Ann,  163,  p.  p.  336-338. 
Archives  viii.  29 
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„Iin  Allgemeinen  zeigt  sich  jedoch",  dit  l'auteur,  , 
„die  bei  derselben  Intensitàt  des  Stromes  in  gleichen  Z 
„fortgefûhrten  Mengen  verschiedener  Flûssigkeiten  ud 
„grosser  sind,  je  bedeutender  die  Leitungswiderstiinde  ders( 
„fur  den  galvanischen  Strom  sind.'' 

Pour  le  démontrer,  il  donne  le  tableau  suivant  dont  la  col 


m 


-.-   contient  le  rapport  entre  la  quantité  de  liquide  transport 

l'intensité  du  courant,  la  colonne  %  les  parties  pour  cen 
sulfate  de  cuivre  cristallisé  comprises  dans  les  solutions  et  L 
lonne  r  leur  résistance  relative  au  courant. 


\ 

r 

m 

i 

m 

ri 

20.0 

26.3 

217 

825 

19.1 

26.9 

230 

855 

18.0 

27.3 

262 

960 

13.5 

31.4 

310 

987 

10.0 

37.2 

385 

1035 

7.3 

45.0 

501 

1113 

Tïh 

Comme  il  paraît  de  la  colonne  -^^  la  quantité  de  liquide  t 
portée  augmente-t-elle  en  effet  avec  la  résistance,  tandisqu'il 

'ÏYi 

de  la  colonne  — .-  que   cette   augmentation-là   va   plus   vite 

celle-ci.  Mais  d'un  rapport  simple  entre  m  et  r  il  ne  parait 
dans  ce  tableau  ;  non  plus  que  d'une  série  de  quatre  observai 
concernant  des  solutions  de  sulfate  de  zinc  d'autant  de  dei 
différentes,  que,  dans  le  but  de  trouver  un  tel  rapport,  M.  Fn 
a  faites  ^). 

Dans  son  manuel  célèbre  ^)  M.  Wiedemann  dit  sur  ce  suj 

„BeiFlussigkeiten  von  verschiedener  Leitungsfahigkeiter 
„sich  kein  so  einfaches  Gesetz;  indess  ist  nach  meinen 
„suchen  bei  verschieden  concentrirten  liôsungen  von  se 
„felsaurem  Kupferoxyd  die  menge  dor  ïibergefiihrten  Fli 
„keit  wenigstens  nahezu  dem  Salzgehalte  umgekehrt  pr 
..tional." 


^}  WiED.  Ann.y  T.  VII,  p.  59,  (1852). 

2)  G.  Wiedemann,  Die  Lehre  von  der  Electricitat,  II,  p.  169,  (1880). 
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Plus  loin  encore  ^),  quand  il  expose  la  manière  dont  on  peut 
léterminer  la  force  qui  fait  équilibre  au  transport  des  liquides 
)ar  Télectricité,  il  tâche  de  déduire  cette  proportionnalité  inverse 
)ar  raisonnement. 

^Endlich  ist  der  zur  Fortfiihrung  gleicher  Fliissiglceitsmengen 
„durch  eine  porôse  Wand  erforderliche  hydrostatische  Druck 
„ihrer  Zâhigkeits-constante  proportional. 

„Soll  also  der  Druk  der  Kraft  der  electrischen  Ueberfûhrung 
„das  Gleichgewicht  halten,  welche  dem  specifischen  Wieder- 
„stand  der  Lôsungen  nahezu  entspricht,  so  mûsste  der  letztere 
„der  Zâhigkeit  der  Lôsungen  ebenfalls  annâherend  proportional 
„sein.  Da  dieser  Wiederstand  innerhalb  enger  Grenzen  dem 
„Saltzgehalt  der  Lôsungen  umgekehrt  proportional  ist,  el>euso 
„wie  die  Zâhigkeit  der  Lôsungen,  so  stimmt  dieser  Satz  mit 
„dem  oben  ausgesprochenem  Résultat,  dass  die  Menge  der 
„electrisch  ïibergefûhrten  Flûssigkeitsmengen  bei  Kupfervitriol- 
„lôsungen  innerhalb  enger  Grenzen  dem  Salzgehalte  umge- 
„kehrt  proportional  ist." 

Je  n'ai  pu  réussir  à  trouver  la  publication  des  expériments 
lont  Tauteur  semble  parler  dans  les  passages  cités.  Peut-être  ausbi 
i-t-il  en  vue  les  résultats  compris  dans  le  tableau  ci-haut  com- 

Duniqué;  et  en  effet,  le  rapport  direct  entre  les  valeurs  de  —  : 


217 


230 


262 


310 


385 


501 


'accorde-t-il  mieux  avec  le  rapport  inverse  entre  les  valeurs  %: 
217    :    228    :    241     :    321     :    434    :    596, 

[u'avec  le  rapport  direct  entre  les  valeurs  r: 

217    :    222    :    225    :     259    :    307    :    371. 

Mais  il  ne  paraît  nullement  de  ces  résultats  qu'une  règle  si 
impie  vaudrait  généralement;  surtout  si  l'on  observe  que  la  dif- 
êrence  entre  les  densités  des  trois  solutions  (20,  19.1  et  18%), 
)our  les  quelles  l'accord  laisse  le  moins  à  désirer,  est  assez  petite 
)our  faire  partiellement  coïncider  les  régions  des  erreurs  probables 
les  résultats  relatifs. 

En  effet,  dans  le  cas  d'expériments  de  ce  genre,  dont  les  résultats 


>)  1.  c,  p.  175. 
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dépendent  de  nombre  de  circonstances  variables  (déplacement 
ions,  baisse  du  niveau  extérieur  pendant  les  expériments,  etc.) 
ne  peut  espérer  qu'en  combinant  des  observations  isolées,  d 
chacune  n'a  rapport  qu'à  une  solution  particulière,  on  déduira 
règle  qui  vaudra  pour  toutes  les  solutions  à  la  fois.  Même 
prenant  le  millieu  arithmétique  de  plusieurs  observations,  aj 
rapport  à  une  solution  particulière,  on  n'élimine  pas  ces  erre 
qui  pour  leur  plus  grande  partie  ne  sont  pas  accidentelles.  Il  i 
en  corriger  les  observations  individuelles;  et  c'est  la  circonsta 
heureuse  que  leur  source  principale  est  la  variation  de  la  diffère 
de  piessîon  des  deux  côtés  de  la  cloison  poreuse,  qui  permel 
soumettre  au  calcul  leur  influence  sur  les  termes  successifs  d' 
série  d'observations. 

Contre  la  manière  dont  j'ai  apporté  cette  correction  ^)  on  a 
l'objection,  qu'en  développant  la  formule  j'ai  supposé  constant 

(c       o  \ 
-pr7  =  -f^-l  ;  en  agissant  ainsi,  j'au 

négligé  l'effet  de  l'accumulation  de  sulfate  du  côté  de  l'anode 
la  densité  du  liquide  qui  remplace  celui  qui  s'écoule  du  côt^ 
la  kathode.  En  effet,  cette  influence  ne  se  laisse-t-elle  pas  po 
BOUS  une  règle  générale;  pour  y  remédier  j'ai  eu  soin  de  lin] 
le  maximum  du  volume  écoulé  v  de  manière,  que  la  supposi 

-p.;  — yj  =  0  soit  sans  influence  sur  les  décimales  des  cor 
tioiis  qui  sont  mises  en  compte. 


tP 


Pour  trouver  la  règle,  selon  laquelle  l'intensité  du  trans] 
d'une  solution  saline  par  le  courant  dépend  de  sa  densité  or 
son  pouvoir  conducteur,  fonction  de  cette  densité,  j'ai  entre 
trois  séries  d'observations,  en  me  servant  successivement  c 
courant  de  1,  2,  3  ampères. 

Chacune  de  ces  trois  séries  est  composée  de  trois  autres 
douze  observations  chacune,  se  rapportant  successivement  à 
solutions  de  30,  20,  10  parties  de  sulfate  de  cuivre  cristallisé 
100  parties  d'eau  distillée. 

L'appareil  dont  je  me  suis  servi  n'a  pas  été  démonté  dan 
cours  de  chacune  des  trois  séries,  entreprises  avec  un  courant 
même   intensité;    seulement,  pour  changer  la  solution,  les  d 


»)  Ârch.  Teyl&r,  T.  VIII,  p.  99, 


I 


$UB  LE   TRANSPORT   DES   LIQUIDES   PAR  L'ÉLECTRICITÉ. 


203 


ïompartîments  séparés  par  la  cloison  poreuse  ont  été  vidés  au 
noyen  d'un  siphon  et  de  nouveau  remplis,  jusqu'à  ce  que  la 
)ointe  de  Taiguille,  attachée  au  tube  d'écoulement,  touchait  à  la 
lurface  du  liquide  extérieur.  Et  ceci  a  été  aussi  le  cas  quand, 
intre  chaque  couple  de  séries  sur-nommées,  il  a  fallu  démonter 
'appareil  pour  nettoyer  les  électrodes  et  le  vase  poreux. 

C'est  de  cette  manière  et  en  ayant  soin  que  pendant  les  obser- 
rations  le  contact  de  la  pointe  de  Taiguille  avec  la  surface  du 
iquide  fût  rétabli  aussitôt  que,  par  suite  de  l'écoulement,  elle 
rétait  détachée,  j'ai  réussi  à  me  débarrasser  d'une  source  d'erreurs, 
[ui  a  recelé  la  règle  générale  à  la  vue  perçante  de  mon  savant 
lévancier. 


I. 


«  =  10'' 
I=i.02amp. 


Durée  do  Técoulement. 
9h.  lom.   Os-     — 


5  mars  1902. 


10 


11 


20 

51 

30 

77 

40 

78 

50 

55 

0 

12 

10 

29 

20 

26 

30 

13 

40 

52 

50 

6 

0 

16 

10 


11 


30  p.  de  sel  sur  100 

p.  d'eau. 

£q  10  minutes. 

ent. 

Gouttes. 

Gtouttes. 

Grammes. 

20m.5l8. 

6.45      = 

z     0.780 

30    77 

.71 

.812 

40    78 

.99 

.846 

50    55 

7.28 

.881 

0    12 

.54 

.912 

10    29 

8 

.78 

.941 

20    26 

8 

8.04 

.973 

30    13 

8 

.18 

.990 

40    52 

9 

.32 

1.007 

50      6 

8 

.65 

.047 

0    16 

9 

.85 

.071 

10    10 

9 

Total  :  94  gouttes. 

9.09 

.100 

Poids  du  liquide  écoulé 11.39    gr. 

„     d'une  goutte 0.121    „ 
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t        / 


«  =  10" 

7  =  4 .02  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

9h.  lOm.   08.     _         9h 
20    19 


2. 

6  mars  1902. 


10 


11 


30 

U 

40 

5 

50 

27 

0 

33 

10 

24 

30 

4 

30 

15 

40 

8 

50 

34 

0 

48 

10 


u 


lent. 

ao  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eau 

En  10  minutes. 

Gouttes      Gramm 

20" 

1.19s. 

10 

9.69      = 

:      1.17S 

30 

24 

10 

.92 

.m 

40 

5 

10 

10.33 

.25( 

50 

27 

U 

.61 

.28^ 

0 

33 

U 

.90 

.31? 

10 

24 

U 

11.34 

.37Î 

20 

4 

U 

.55 

.39) 

30 

15 

12 

.78 

.421 

40 

8 

12 

12.12 

.46' 

50 

34 

13 

.46 

.50f 

0 

48 

13 

.70 

.53' 

10 

44 

13 

13.05 

.571 

Total  :  137  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 16.63 

„     d'une  goutte 0.121 


gr- 


«  =  10° 
1—1.02  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

9h.  40m.  Os-     —         9!i 


3. 
7  mars  1902. 


10 


11 


50 

16 

0 

21 

10 

15 

20 

0 

30 

7 

40 

3 

50 

20 

0 

1 

10 

4 

20 

1 

30 

30 

10 


u 


ent. 

10  p.  de  sel  sur  100  p.  d'eau 

En  10  minutes. 

Gouttes.       Gouttes.     Gramn 

50"» 

16» 

18 

17.53      = 

=      2.12 

0 

21 

18 

.85 

.161 

10 

15 

18 

18.18 

.20< 

20 

0 

18 

.46 

.2» 

30 

7 

19 

.78 

.27! 

40 

3 

19 

19.13 

.31 

50 

20 

20 

.45 

.35 

0 

1 

19 

.62 

.37' 

10 

4 

20 

.90 

.4a 

20 

1 

20 

20.10 

.43! 

30 

30 

21 

.32 

.45< 

40 

13 

20 

.62 

.49. 

Total  :  230  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulée 27.83    gr. 

„     d'une  goutte 0.421    „ 
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II. 
1 


19" 

10  mars 

1902. 

2.05  amp. 
Durée  de  l'écoulement. 

30  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eau. 
En  10  minutes. 
Gouttes.        Grammes 

9h.  lom 

•    0»-    - 

9h.  20"-  8»- 

13 

12.83 

=      1.540 

20 

8 

30      0 

13 

13.18 

.582 

m 

0 

40    18 

14 

.59 

.631 

40 

18 

50    16 

14 

14.05 

.686 

50 

16 

10      0      5 

14 

.26 

.711 

10      0 

5 

10    21 

15 

.61 

.753 

10 

21 

20    19 

15 

15.05 

.806 

20 

19 

30    41 

16 

.43 

.852 

30 

41 

40    47 

16 

.84 

.901 

40 

47 

50    37 

16 

16.27 

.952 

50 

37 

11      0    19 

16 

.49 

.979 

11      0 

19 

10    29 

17 

.72 

2.006 

Total:  179  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 21.54    gr. 

„      d'une  goutte 0.120    „ 


19' 

2.05  amp. 

Durée  de  l'écoulement, 

9h.40m.    Qa.     _  91.. 

10 
10 


11  mars  1902. 


20  p. 


11 


50 

20 

0 

26 

10 

17 

20 

27 

30 

25 

40 

14 

50 

21 

0 

12 

10 

17 

20 

13 

30 

25 

11 


de  sel  sur  100  p.  d'eau. 
Eu  10  minutes. 


(Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes 

50"- 20s- 

18 

17.42 

=      2.142 

0    26 

18 

.82 

.192 

10    17 

18 

18.27 

.247 

20    27 

19 

.69 

.300 

30    25 

19 

19.06 

.344 

40    14 

19 

.36 

.371 

.50    21 

20 

.77 

.432 

0    12 

20 

20.30 

.497 

10    17 

21 

.83 

.562 

20    13 

21 

21.14 

.600 

30    25 

22 

.57 

.653 

40      3 

21 

.80 
attes. 

.681 

Total:  236  go 

Poids  du  liquide  écoulé 29.12    gr. 

„      d'une  goutte 0.123    „ 


' 
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12  mars  1902. 


U 

M 

il 

i. 


«  =  19' 

1  =  2.05  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

10  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  10  p.  deai 

Eu  10  minutes. 

Gtouttes.        Gramr 

9h.  40m 

.  O»-    — 

gh-so" 

38. 

35 

34.83 

4.1Ï 

50 

3 

10 

0 

10 

36 

35.58 

.2'i 

13      0 

10 

10 

8 

36 

36.12 

.33 

10 

8 

20 

15 

37 

.57 

.3Ï 

20 

15 

30 

14 

37 

37.06 

M 

30 

14 

40 

7 

37 

.44 

.4S 

40 

50 

7 

38 

38.00 

.5C 

50 

11 

0 

1 

38 

.38 

M 

11      0 

10 

7 

39 

.61 

.6S 

10 

20 

7 

39 

39.00 

M 

20 

30 

13 

40 

.60 

.7S 

30 

13 

40 

10 

40 

40.20 

.8S 

Total  :  452  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 54.24   gr 

„       d'une  goutte 0.120  „ 

III. 
1. 

17  mars  1902. 


a  =  27". 

/  =  3.04  amp. 

20  p.  de  sel  sur  100  p.  d'eau. 
En  10  minute 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grami 

9I1.  lOin 

•  0«-    — 

9h 

.20™ 

.16s. 

22 

21.43 

:      2.3i 

20 

16 

30 

17 

i-2 

.96 

M 

30 

17 

40 

10 

22 

22.26 

.4/ 

40 

10 

50 

18 

23 

.70 

M 

50 

18 

10 

0 

9 

23 

23.35 

.58 

10      0 

9 

10 

12 

24 

.88 

.6S 

10 

12 

20 

0 

24 

24.49 

.71 

20 

0 

30 

2 

25 

.92 

.7(1 

30 

2 

40 

13 

26 

25.53 

.83 

40 

13 

50 

9 

26 

26.17 

.90 

50 

9 

11 

0 

19 

27 

.56 

.94 

11      0 

19 

10 

21 

27 

.91 

.98 

Total:  291  gouttes 

Poids  du  liquide  écoulé 32  24   gr. 

„      d  une  goutte 0.111   „ 
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a  =  27° 
7=3.04  amp. 


2. 
18  mars  1902. 


Durée  de  l'écoulement 
9iL40ni.  Os-    —       gi». 


10 


11 


50 

10 

0 

10 

10 

5 

20 

7 

30 

3 

40 

7 

50 

2 

0 

5 

10 

2 

20 

7 

30 

5 

10 


11 


20  p.  de 

sel  sur  100  p.  d'eau. 
En  10  minutes. 

aent 

Gouttes. 

Gouttes.      Grammes 

50m. 

10«- 

29 

28.52    =      3.422 

0 

10 

29 

29.00               .480 

10 

5 

29 

.24               .509 

20 

7 

30 

.90               .588 

30 

3 

30 

30.20               .624 

40 

7 

31 

.80               .696 

50 

2 

31 

31.26               .751 

0 

5 

32 

.84               .821 

10 

2 

32 

32.16               .859 

20 

7 

33 

.71               .925 

30 

5 

33 

33.11               .973 

40 

10 

34 

.72             4.046 

Total:  373  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 44.89    gr. 

„      d'une  goutte 0.120  „ 

3. 

19  mars  1902. 


«  =  27° 

« 

1=3.04 

amp. 

10  p. 

de  sel  sur  100 

p.  d'eau. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.       Gouttes. 

Grammes 

9h  40m. 

09-       — 

9h.  50ni. 

6s. 

51 

50.50    = 

6.161 

50 

6 

10 

0 

5 

51 

51.09 

.233 

10      0 

5 

10 

7 

52 

.83 

.323 

10 

7 

20 

6 

52 

52.09 

.355 

20 

6 

30 

10 

53 

.65 

.423 

30 

10 

40 

6 

53 

53.36 

.510 

40 

6 

50 

6 

54 

54.00 

.588 

50 

6 

11 

0 

4 

54 

.18 

.610 

11      0 

4 

10 

9 

55 

.55 

.655 

10 

9 

20 

1 

54 

.73 

.677 

20 

1 

30 

8 

56 

55.35 

.753 

30 

8 

40 

0 

55 

.74 

.800 

Total  :  640  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 78.08    gr. 

„      d'une  goutte 0.122   „ 

Archives  vni. 
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n  — 


V 


Corrections  selon  les  formules: 

•  ^  et  a?=  y^Y-  (P-  p.  99  et  105). 


1  — 
2- 

3  — 

4  — 
5- 
fi  — 

7  — 

8  — 

9  — 

10  — 

11  — 

12  — 


0.780: 
.812 
.846 
.881 
.912 
.941 
.973 
.990 

1.007 
.047 
.071 
.100 


355 


I. 

1. 


x- 


1100-0.780  ____ 

11.777-0.999  ffl'—Q-^^Qg^ 


2 
4 
2 
9 
2 
16 
2 
_26_ 
2 

2 
49 
2 

2 
81 
2 

100 
2 

121^ 

2 
1U_ 

2 


=  0.999  . 0.030  gr.  =  0.030  gr. 

1.995  .060  „ 

2.989  .090  , 

3.980  .119  , 

4.968  .149  ^ 

5.952  .179  „ 

6.932  .208  ^ 

7.911  .237  ^ 

8.885  .267  „ 

9.852  .296  „ 

10.818  .-,25  „ 

11.777  .353  „ 


2. 


1  —  1 

[  1.172 :3i>5) 

2-1 

(   .200          ) 

3-1 

[   .250          ) 

4-1 

[   .284          ) 

5-( 

[   .319          ) 

6  — < 

.372          ) 

7  —  1 

[   .398          ) 

8-( 

[   .425          ) 

9  — ( 

[   Ml         ) 

10  — ( 

[   .508          ) 

11— < 

,   .537          ) 

12--( 

.579          ) 

1.579  — 1.172 
11.680-0.998  S'-  =  "-^^^  ^ 


1     


4-=  0.998.0.038  gr.  z=  0.038  gr. 


4 

'    2 
9 
'    2' 
_16_ 
'    2 

2 

_&^ 

2 

49 

_64_ 

2 
Jl 

2 
200 

2 

i^L 

2 
144 


1.993 
2.984 
3.971 
4.953 
5.930 
6.904 
7.872 
8.833 
9.788 
10.738 
11.680 


.076 
.113 
.151 
.188 
.225 
.262 
.297 
.336 
.372 
.409 
.444 
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3. 

2.495  —  2.121 


x  = 


nAU-ô,m^'-  =  ^-^^^sr- 


1  — 

2  — 
3- 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 

10  — 

11  — 

12  — 


2.121  : 
.160 
.200 
.234 
.272 
.315 
.353 
.374 
.408 
.432 
.459 
.495 


355 


2 

9 
~2~ 

16 

2 
25 

2 


-l-  =  0.998 .  0.034  gr.  =  0.034  gr. 

1.988  .OGS  , 

2.972  ,101  , 

3.954  .144  „ 

4.921  .167  „ 

5.883  .200  , 

6.838  .23a  , 

7.786  .265  , 

8.725  .2517  „ 

9.658  .328  , 

10.581  .'Sm  „ 

11.494  .391  , 


_*?. 

'  2 
64 
2 
81 
2 

100 
2"' 

m 

'2 

m 

2 


II. 


2.006—1.540  ,,,.-. 

"  =  1 1.593^0.99-8  ^^•-  =  '^•^^^  Sr. 


1- 

2- 

3 

4- 

5 

6 

7- 

8- 

9 

10- 
11 
12- 


1.540: 
.581 
.631 
.686 
.711 
.753 
.806 
.852 
.901 
.952 
.979 

2.006 


355 


4-  =  0.998 . 0.044  gr.  =  0.044  gr. 


_*_ 

■  2 
9 

■  2 
16 

•     2 

26 
'    2 

36 
'"2" 

19 
~2" 
^_ 
'     2 

81 
'    2 

100 

2 

121 

■  2 
IM 


1.991 
2.979 
3.962 
4.940 
5.911 
6.675 
7.833 
8.783 
9.725 
10.663 
11.593 


.088 
,131 
,174 
.217 
.260 
.303 
.345 
.38<i 
.438 
.469 
.510 
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2. 


2.681  - 
'^~  11.456- 

2.142 

■  0.997  ^ 

1  — ( 

2.142:35.5; 

.     1  _ 

'•    2    — 

:  0.997. 

0.052  gr. 

=  0.052 

2  — ( 

.192          ] 

.       4 

1.988 

.103 

3  — ( 

.247          ) 

9 
•    2 

2.972 

.155 

4  — ( 

.300          ] 

.      16 
'•    2 

3.948 

.205 

5  — ( 

[   .344 

1      28 
!•    2 

4.917 

.256 

6  — ( 

[   .371 

t      86 

5.880 

.305 

7  — 

(   .432 

k      49 

6.832 

.355 

8  — ( 

[   .497 

i      64 
'•    2 

7.775 

.404 

9  —  1 

[   .562 

»      81 
'•     2 

8.708 

.453 

10  — ( 

[   .600         ] 

.     100 
•  •-2- 

9.634 

.501 

11 -( 

[    .653 

>     121 
'•"2~ 

10.548 

.549 

12  — 

(   .681 

>     141 

11.456 

.595 

gr.  =  0.052  : 


1  — 

2  — 

3  — 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 

10  — 

11  — 

12  — 


4.180:355 
.270 
.334 
.388 
.447 
.493 
.560 
.606 
.636 
.680 
.752 
.824 


4.824  —  4.180           ^_„. 
^  =11.021 -0.994  g"- =  QQ^^ 

-l-  =  0.994 . 0.064  gr.  =  0.064  gr. 

-*-        1.976  .126  „ 

2.945  .188  „ 

3.901  .250  , 

4.844  .310  „ 

5.772  .369  „ 

6.686  .428  , 

7.585  .484  „ 

8.471  .542  , 

9.348  .598  , 

10.190  .652  „ 

11.021  .705  „ 


9 

■    2 

J6 

'    2 

-?L 
2 

86 
'    2 

49^ 
'    2 
J4_ 
•    2 

IL 
2 

100 

2 
121 

2 

144 
"2"" 
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III. 


1. 


X' 


2.987  -  2.379  ,.  p,.g  „,. 


1  — ( 

[  2.379  :  355  ) 

2  — ( 

,   .438          ) 

3-( 

[   .459          ) 

4  — ( 

[   .481          ) 

5  — 

(   .591          ) 

6  — ( 

[   .651          ) 

7  —  1 

[   -718          ) 

8- 

(   .766         ) 

9  — ( 

[   .834          ) 

10  — 

(   .905          ) 

11- 

(   .948         ) 

12-( 

[   .987          ) 

i-  =  0.997  . 0.058  gr.  =  0.058  gr. 


'    2 

4 

2 

9 

•    2 

J6 

'    2 

25 
'    2 

36 

2 
J9_ 
■    2 

'    2 

JL 
'    2 

100 

•~2~ 

121 
'    2 
144 


1.986 
2.969 
3.944 
4.909 
5.868 
6.813 
7.751 
8.676 
9.591 
10.498 
11.400 


.115 
.172 
.229 
.285 
.340 
.395 
.450 
.503 
.556 
.609 
.661 


a!  = 


4.064  —  3.422 


11.176-0.995 


gr.  =  0.061  gr. 


1 

2- 

3 

4 

5- 

6 

7- 

8- 

9- 
10 
11 
12 


3.422  :  355 

.480 

.509 

.588 

.624 

.696 

.751 

.821 

.859 

.925 

.973 
4.064 


l~=  0.995.0.063  gr.=  0.063  gr. 


.2 

4 
2 
9 
2 

16 
2 

2 
36 

2 

_*?- 
2 

64 

2 
81 

2 
100 

2 

m. 

2 
2 


1.980 
2.955 
3.919 
4.872 
5.811 
6.741 
7.656 
8.560 
9.447 
10.323 
11.176 


.125 
.186 
.217 
.307 
.366 
.427 


.539 
.595 
.650 
.704 
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X- 


6.800-6.161 
10.620  -  0^992 


gr.  =  0.0( 


l-( 

,  6.161  :  355  ) 

2  — ( 

[   .233          ) 

3-( 

[   .323          ) 

4  — ( 

.355          ) 

5  — ( 

[   .423          ) 

6  — ( 

[   .510         ) 

7  — 

(   .588          ) 

8  — ( 

[   .610          ) 

9  — ( 

[   .655          ) 

10-( 

[   .677          ) 

11— ( 

[   .753          ) 

12 -( 

[   .800         ) 

_1_ 

2    — 
_4_ 
2 
9 
2 

2 

26 

2 

86 

2 
J9_ 

2 
J4_ 

2 

81 
~2~ 
100 
'  2 

121 
2 

lU 
2 


0.992 . 0.066  gr.  =  0.066  gr. 


1.965 
2.920 
3.857 
4.774 
5.667 
6.543 
7.400 
8.24^ 
9.060 
9.849 
10.620 


.130 
.193 
.255 
.317 
.374 
.432 
.488 
.544 
.598 
.650 
.701 


Conclusion. 
I. 
1. 


7  =  1.02  amp. 

30  parties  de  sel  sur  100  p. 

d'eau. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.780 

gr. 

0.030  gr. 

0.7.50  gr. 

.812 

W 

.060   , 

52     n 

.846 

« 

.090    „ 

56   „ 

.881 

n 

.119   „ 

62    , 

.912 

» 

.149   „ 

63   „ 

.941 

i> 

.179   „ 

62   , 

.973 

w 

.208   , 

65   , 

.990 

n 

.237    „ 

53   , 

1.007 

n 

.267    , 

40   „ 

.047 

V 

.296   „ 

51    , 

.071 

n 

.325    „ 

46   , 

.100 

n 

.353   „ 

47   , 

Transpt.  par  le  courant  en 

2  tieures 

:  9.047  gr. 

SUR  LB  TBANSPOST   DE  LIQUIDES  PAR  l'ÉLECTRICITÉ. 


213 


II. 


7  =  2.05 

amp. 

Transport 
total. 

Transport 
par  la  pression. 

Transport 
par  le  courant. 

1.540  gr. 

0.044 

gr. 

1.496  gr. 

.582    „ 

.088 

« 

94   , 

.631    , 

.131 

Ht 

.500   „ 

.686   „ 

.174 

n 

12    . 

.711    „ 

.217 

n 

.494   , 

.753   , 

.260 

n 

93    , 

.806   „ 

.303 

n 

.503   „ 

.852   , 

.345 

n 

07    „ 

.901    , 

.386 

V 

15    . 

.952   , 

.428 

n 

17    , 

.979   , 

.469 

w 

10   „ 

2.006   „ 

.510   „ 
Transport  par  le  courant  en 

.496    „ 

2  heures:  18.037  gr. 

m. 


7=3.04  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

2.379  gr. 

0.058  gr. 

2.321  gr. 

.438   , 

.115   „ 

23   , 

.472    „ 

•  .172    „ 

00   , 

.520   „ 

.229   „ 

.291    „ 

.591    , 

.285   „ 

.306   , 

.651    , 

.340   „ 

10   „ 

.718   , 

.395   „ 

23   „ 

.766   „ 

.450   , 

16    , 

.834   , 

.503   „ 

31    , 

.905    , 

.556   „ 

49    „ 

.948   , 

.609   , 

39   , 

.987    , 

.661    , 

26   , 

Transport  par  le  courant  en  2  heures:  27.835  gr. 
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I. 


: 


i: 

I 


1=1.02  amp. 

20  parties  de  sel  sur  100  p.  d'eau. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant. 

1.172  gr. 

0.038  gr. 

1.134  gr. 

.200   „ 

.076   , 

34   , 

.250   „ 

.113   „ 

37    , 

.284   „ 

.151    „ 

33   , 

.319    „ 

.188    , 

31    , 

.372   „ 

.225    „ 

47    , 

.398   „ 

.262   „ 

36   , 

.425   , 

.297    „ 

28   „ 

.467   „ 

.336   „ 

31    , 

.508   „ 

.372   , 

36   , 

.537   , 

.409   , 

28   , 

.579   „ 

.444   „ 

35    , 

Transport  par  le  courant  en  2  heures:  13.610  gr. 


II. 


2. 


7  =  2.05  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant. 

2.143  gr. 

0.052   „ 

2.091   , 

.192   „ 

.103   „ 

89     n 

.247    , 

.155   „ 

92   , 

.300   „ 

.205   , 

95   , 

.344   , 

.256   „ 

88   , 

.371    , 

.305   « 

66   , 

.432   „ 

.355   , 

77    „ 

.497   „ 

.404   « 

93    „ 

.562   , 

.453   „ 

.109   , 

.600   , 

.503  „ 

.097    , 

.653   „ 

.549   , 

.104   „ 

.681    , 

.595   „ 

.086   , 

Transport  par  le  courant  en  2  heures:  25.087  gr. 
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III. 

2. 


7=3.04  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant. 

3.422  gr. 

0.063  gr. 

3.359  gr. 

.480   , 

.125   , 

55   „ 

.509   „ 

.186   „ 

23   « 

.588   , 

.247    „ 

41    » 

.624   „ 

.307    , 

17    „ 

.696   „ 

.366   „ 

30   , 

.751    „ 

.427    , 

24   „ 

.821    « 

.482   , 

39   „ 

.859   „ 

.539   , 

20   „ 

.925   , 

.595   , 

30   „ 

.973   , 

.650   , 

23   „ 

4.046   „ 

.704   „ 

42   , 

Transport  par  le  courant  en 

2  heures:  40.003  gr. 

3. 


1=  1.02  amp. 
10  parties  de  sel  sur  100  p.  d'eau. 


Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant. 

2.121 

gr. 

0.034 

gr- 

2.087  gr. 

.160 

n 

.068 

n 

.092   „ 

.200 

» 

.101 

n 

.099   „ 

.234 

n 

.134 

» 

.100   , 

.272 

«» 

.167 

« 

.105   „ 

.315 

n 

.200 

» 

.115   „ 

.353 

n 

.233 

n 

.120   „ 

.374 

V 

.265 

1» 

.109   „ 

.408 

n 

.297 

n 

.111    , 

.432 

1» 

.328 

n 

.104   „ 

.459 

» 

.360 

B 

.099   , 

.495 

n 

.391    „ 

Transport  par  le  courant  en 

.104   „ 

2*heures:  25.245  gr. 

Archives  viii. 
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II. 


7=2.0.5 

amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant. 

4.180 

gr. 

0.064 

gr. 

4.116  gr. 

.270 

n 

.126 

n 

.144   , 

.334 

» 

.188 

n 

.146   , 

.388 

» 

.250 

« 

.138   , 

.447 

n 

.310 

n 

.137   „ 

.493 

V 

.369 

n 

.124   , 

.560 

w 

.428 

w 

.132    n 

.606 

n 

.484 

w 

.122   , 

.636 

w 

.542 

w 

.094   , 

.680 

n 

.598 

n 

.082   , 

.752 

V 

.652 

» 

.100   , 

.824 

n 

.705    „ 
Transport  par  le  courant  en 

.119   , 

2  heures:  49.454  gr. 

III. 

3. 

7=3.04  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

6.161  gr. 

0.066  gr. 

6.095  gr. 

.233   „ 

.130  „ 

.103   „ 

.323   „ 

.193   „ 

.130  , 

.355   „ 

.255    „ 

.100  „ 

.423   „ 

317    , 

.106   , 

.510   „ 

.374   « 

.136   , 

.588   , 

.432   „ 

.156   , 

.610   „ 

.488   „ 

.122   , 

.655   „ 

.544   , 

.111    . 

.677    „ 

.598   „ 

.079   , 

.753   „ 

.650   „ 

.103   , 

.800   „ 

.701    „ 

.099   . 

Transport  par  le  courant  en  2  heures:  73.340  gr. 
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30  p.  de  sel 

20  p.  de  sel 

10  p.  de  sel 

sur  100  p.  d'eau. 

sur  100  p.  d'eau. 

sur  100  p.  d'eau. 

I,  1  .  .  .  8.87  gr. 

I,  2  .  .  .  13.26  gr. 

I,  3  .  .  .  24.75  gr. 

II,  1  .  .  .  8.80  „ 

II,  2  .  .  .  12.24  „ 

II,  3  .  .  .  24.12  , 

III,  1  .  .  .9.16  „ 

III,  2  .  .  .  13.16  „ 
38.66  gr. 
±0.06gr.   ^  Ï2.88  gr. 

III,  3  .  .  .  24.13  „ 

26.83  gr. 
^   8.94  gr. 

73.00  gr. 

3  — 

±  0.22  gr.    24.23  gr.  ±  0.14  gr 

Ces  trois  quantités  sont  en  raison  de: 

1000    :     1441     :    2722. 

Sur  130,  120,  110  grammes  des  trois  solutions  dont  nous  nous 
sommes  servis  il  y  a  30,  20,  10  grammes  de  sulfate  de  cuivre, 
ou  bien,  (comme  leurs  poids  spécifiques  sont  respectivement:  1.183, 
1.122,  1,064)  sur  109.9,  107.0,  103.4  cM^.,  équivalant  à 

27.3,    18.7,    9.7  grammes 
sur  100  cM3. 
Les  inverses  de  ces  nombres  sont  en  raison  de: 

1000 


1460 


2814. 


.Donc  il  paraît,  en  ayant  égard  aux  erreurs  probables  des  valeurs 
comparées,  que 

les  poids  de  solntions  de  snlfate  de  culrre,  transportés 
lans  Panlté  de  temps  par  an  conrant  électrique  d'inten- 
dté  constante,  sont  en  raison  inverse  des  poids  de  sulfate 
;ontenns  dans  Fanité  de  yolnme. 

Selon  M.  Kohlrausch  *)  les  pouvoirs  conducteurs  pour  le  courant 
le  solutions  de  sulfate  de  cuivre,  contenant  respectivement  15%, 
L0%,  5%,  de  sel  anhydre  (CuSO^),  sont  en  raison  de  395  :  300  : 
177;  comme  le  sulfate  crystallisé,  dont  nous  nous  sommes 
lervis,  est  constitué  pour  64%  de  sel  anhydre,  nos  solutions  en  con- 
iennent  respectivement  19.2,  12.8,  6  4  gr.  sur  130,  120,  110  gr., 
5.-à-d.:  14.77%,  10.67%,  5.82%.  Leurs  pouvoirs  conducteurs  sont 
lonc  en  raison  de  380  :  313  :  197  et  les  inverses  de  ces  nombres 
în  raison  de 

1000     :     1214     :     1929; 

le  sorte   qu'un   rapport   simple   et  général   entre   Tintensité   du 


*)  P.  Kohlrausch  und  Grotrian,  Pogg.  Ann.^  157,  p.  248. 
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transport  et  le  pouvoir  conducteur  du  liquide  transporté  parai 
ne  pas  exister. 

Le  rapport  trouvé  entre  l'intensité  du  transport  des  liquides  € 
leur  poids  spécifique  ne  peut  être  sans  influence  sur  la  correctior 
que  nous  avons  à  apporter  aux  données  directes  de  Tobservatior 
Car,  si,  en  commençant  nos  recherches,  nous  avons  supposé  que 
pendant  leur  cours,  le  déplacement  des  ions  fait  augmenter  régulie 
rement  la  pression  hydrostatique  du  liquide  extérieur,  il  nous  paraî 
maintenant  que  Tefîet  de  cette  pression  est  contrecarré  par  1 
faitj  que  Tintensité  du  transport  par  le  courant  lui-même  diminu 
avec  la  densité  du  liquide. 

Cependant,  cette  circonstance  ne  change  rien  au  caractère  de  1 
correction  à  apporter  aux  observations  successives  d'une  mêm 
série,  parceque,  pour  tant  que  l'intensité  du  courant  est  cor 
stante,  l'action  des  deux  causes  de  variabilité  du  transport  es 
constante  aussi.  Elle  ne  fait  que  diminuer,  d'une  manière  dépen 
dante  de  Tintensité  du  courant,  le  poids  d'un  liquide  de  densit 
donnée  qui,  dans  les  séries  successives,  est  transportée  dans  lunit 
de  temps  par  des  courants  d'intensité  difîérente. 


I 

I 


Si,  dans  le  but  de  voir  jusqu'à  quel  point  les  règles,  dont  pou 
les  solutions  de  sulfate  de  cuivre  la  valeur  a  été  démontrée  pa 
les  récherches  précédentes,  s'étendent  sur  les  solutions  de  quelqu 
autre  sel  du  même  base,  l'on  choisit  comme  tel  le  nitrate  d 
cuivre,  on  se  trouve  très  borné  dans  le  choix,  et  des  poids  spéc 
fiqués  des  solutions  à  transporter,  et  de  l'intensité  des  couranl 
qui  les  transporteront.  Car,  tandisque  le  transport  d'une  solutio 
d'un  poids  spécifique  quelque-peu  élevé  est  à- peu-près  nul, 
paraît  que  si,  pour  accélérer  le  transport,  on  renforce  l'intensil 
du  courant,  il  y  surviennent,  du  coté  de  la  kathode,  des  actior 
secondaires,  souvent  accompagnées  d'un  développement  de  ga 
qui  fausse  les  données  de  l'observation. 

O^est  pour  cette  raison  que  dans  les  trois  séries  de  l'exame 
suivant  je  me  suis  servi  successivement  d'un  courant  de  1,  1.5,  2 
ampères  et  de  solutions,  qui  ne  contiennent  respectivement  qv 
10,  7.5,  5  parties  de  nitrate  de  cuivre  cristallisé  {CuN^  Og  -h  3  ^5 
sur  100  parties  d'eau  distillée. 
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1. 


«  — 10" 

18 

juin  1902. 

I  =  1.02  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

10  p. 
Gouttes. 

de  sel  8ur  100  p.  d'eau. 
En  10  minutes. 
Gouttes.        Grammes 

9h.    0°»-    Os-     — 

9h- 

lOm.     68. 

2 

1.98 

0.238 

10      6 

20       0 

2 

2.02 

.242 

20      0 

30   161 

3 

.09 

.251 

30  261 

40  230 

2 

.11 

.253 

40  230 

50    183 

2 

.17 

.260 

50  183 

10 

0   118 

2 

.24 

.269 

10      0  118 

10     44 

2 

.28 

.274 

10     44 

20   223 

3 

.31 

.277 

20  223 

30     97 

2 

.53 

.303 

30     97 

40   184 

3 

.62 

.314 

40  184 

50     25 

2 

.72 

.326 

50     25 

11 

0     75 

3 

.77 

.332 

TotâT:  Wgouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 3.36    gr. 

„      d'une  goutte 0.120    „ 


m 


-s 


2. 


«=  10" 

20  juin 

1902. 

I  —  1.02  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

7.5  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eau. 
En  10  minutes. 
Gouttes.       Grammes 

lOh.   on>-   0»-    — 

10b 

•10n>-1198- 

3 

2.50      = 

:      0.305 

10  119 

20 

193 

3 

.67 

.326 

20  193 

30 

25 

2 

.78 

.339 

30     25 

40 

51 

3 

.88 

.351 

40     51 

50 

54 

3 

.99 

.365 

50     54 

11 

0 

27 

3 

3.14 

.383 

11      0     27 

10 

172 

4  • 

.22 

.393 

10  172 

20 

118 

3 

.30 

.403 

20  118 

30 

39 

3 

.45 

.421 

30     39 

40 

116 

4 

.55 

.433 

40  116 

50 

18 

3 

.59 

.438 

50     18 

12 

0 

64 

4 

.71 

.453 

Total  :  38  gouttes 

Poids  du  liquide  écoulé 4.64    gr. 

„       d'une  goutte 0.122    „ 


.  ^^, 


1-.i  ; 


n 


\t 
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3. 


a  =  10' 

21  juin 

1902. 

J  =  1.02  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

5  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eau 
Eu  10  minutes. 
Gouttes.         Gramm 

9h.    0™ 

•        08-       — 

9» 

.  10m 

•   488- 

3.70      = 

:      0.43; 

10 

48 

20 

94 

.72 

.43, 

20 

94 

30 

130 

.77 

.44 

30 

130 

40 

143 

.92 

.451 

40 

143 

50 

146 

.98 

.461 

50 

146 

10 

0 

143 

4.02 

.471 

10      0 

143 

10 

143 

.21 

.49: 

10 

143 

20 

70 

.31 

.50- 

20 

70 

30 

16 

.40 

.51i 

30 

16 

40 

87 

5 

.47 

.52; 

40 

87 

50 

137 

5 

.62 

.54 

50 

137 

11 

0 

163 

5 

.80 

.56! 

Total:  51  goutles. 

Poids  du  liquide  écoulé 5.98 

„      d'une  goutte 0.117 

II. 


gr 


V 


I  'li: 


u  =  14°. 

23  juin 

1902. 

/  =  1.48  amp. 

10  p.  de  sel  sur  100 
En 

p.  d'eau. 
10  minutes 

Duiée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Gramm 

9'>-30'° 

•  50''-    — 

9h.  40m.  468. 

3 

3.02 

0.35< 

40 

46 

50      15 

3 

.16 

.37; 

50 

15 

10 

0    130 

4 

.36 

.39( 

10      0 

130 

10      54 

3 

.43 

.40i 

10 

54 

20    138 

4 

.51 

.41^ 

20 

138 

30      40 

3 

.59 

.42^ 

30 

40 

40      83 

4 

.73 

.44< 

40 

83 

50    101 

4 

.88 

.45Î 

50 

101 

11 

0    106 

4 

.97 

.46J 

11      0 

106 

10    102 

4 

4.03 

.47( 

10 

102 

20      80 

4 

.15 

.49( 

20 

80 

30      42 

4 

.27 

.5W 

Total:  44  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 5  19   gr. 

„      d  une  goutte 0.118  „ 


/ 
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a  =  14° 
7=1.48  amp. 


Durée  de  récoulement 

Qm.      08.     _ 


10 

18 

20 

17 

30 

132 

40 

75 

50 

7 

0 

43 

10 

61 

30 

53 

30 

30 

40 

106 

50 

49 

7.5  p.  de  sel 

sur  100 

p.  d'eau. 

En  10  minutes. 

aent 

Oouttes.       Gouttes. 

Grammes 

10m 

•      188- 

4 

3.88    = 

0.477 

20 

17 

4 

4.01 

.491 

30 

132 

5 

.20 

.517 

40 

75 

4 

.42 

.543 

50 

7 

4 

.51 

.555 

0 

43 

5 

.72 

.581 

10 

61 

5 

.85 

.5»7 

20 

53 

5 

5.07 

.624 

30 

30 

5 

.20 

.640 

40 

106 

6 

.33 

.656 

50 

49 

6 

.52 

.679 

0 

76 

6 

.74 

.708 

Total:  58  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 7.110  gr, 

„      d'une  goutte 0.123    „ 


24  juin 

1902. 

a  =  14° 

1=  1.48  amp. 

5  p.  de  sel  sur  100 

p.  d'eau. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

(ïouttes. 

Grammes 

2h.    0™-   Os-     — 

2^.10" 

•  738. 

6 

5.35    = 

0.631 

10 

73 

20 

21 

5 

.47 

.645 

20 

21 

30 

67 

6 

.58 

.658 

30 

67 

40 

93 

6 

.75 

.679 

40 

93 

50 

0 

5 

.92 

.699 

50 

0 

3 

0 

83 

7 

6.15 

.726 

3      0 

83 

10 

49 

6 

.36 

.750 

10 

49 

20 

0 

6 

.53 

.771 

20 

0 

30 

31 

7 

.66 

.786 

30 

31 

40 

39 

7 

.92 

.817 

40 

39 

50 

29 

7 

7.12 

.840 

50 

29 

4 

0 

0 

7 

.36 

.868 

Total:  75  gouttes. 

Poids  du  liquide  écoulé 8.86    gr. 

„      d'une  goutte 0.118   „ 


222 


SUR   LE   TRANSPORT   DES   LIQUIDES   PAR   l'ÉLECTRïCITÉ. 


I    \ 


III. 


a  =  23" 

7  =  2.52  amp. 


25  juin  1902. 


I 


Durée  de  l'écoulement. 

10  p. 
Qouttes 

de  sel  sur  100  p.  d'eai 

En  10  minutes. 

Gouttes.       Gramn 

2h.   o-i 

>.  Os-     — 

2h 

•  10" 

'•38s- 

5 

4.70      = 

z      0.55 

10 

38 

20 

51 

5 

.89 

.5^ 

20 

51 

30 

45 

5 

5.05 

.59 

30 

45 

40 

13 

5 

.18 

.63 

40 

13 

50 

72 

6 

.46 

.64 

50 

72 

3 

0 

93 

6 

.85 

.6* 

3      0 

93 

10 

98 

6 

.98 

.7C 

10 

98 

20 

84 

6 

6.14 

.72 

20 

84 

30 

44 

6 

.43 

.7â 

30 

44 

40 

69 

7 

.72 

.75 

40 

69 

50 

73 

7 

.92 

.81 

50 

73                  4 
Poids  du 

0     62 

Te 
liquide  éco 

7 

7.14 

)utte8. 
8.39    gr. 

.84 

ttal: 
ulé 

71  g( 

» 

d'une  goutte  . . 

0.113   „ 

a  =  23° 

( 
i 

Z. 
26  juin 

1902. 

7=2.52  amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

7.5  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eai 

En  10  minutée 

Gouttes.      Grami 

9h.    0" 

•    08.        — 

9h 

•  ion 

•60«- 

7 

6.36      = 

:      0.77 

10 

60 

30 

5 

6 

.61 

.8C 

20 

5 

30 

16 

7 

.87 

.89 

30 

16 

40 

4 

7 

7.14 

.87 

40 

4 

50 

48 

8 

.45 

.90 

50 

48 

10 

0 

65 

8 

.78 

.94 

10      0 

65 

10 

60 

8 

8.07 

.9S 

10 

60 

20 

33 

8 

.38 

1.0i 

SO 

33 

30 

50 

9 

.75 

.06 

30 

50 

40 

48 

9 

9.03 

.10 

40 

48 

50 

32 

9 

.25 

.12 

50 

32 

11 

0 

50 

10 

.71 

.18 

Poids  du 

Total: 
liquide  écoulée 

96  gouttes, 
r. . . . .  11.74    gr. 

» 

d'une  goutte  . 

•   •    • 

.... 

0.122    „ 

SUR  LE   TRANSPORT   DES   LIQUIDES   PAR   l'ÉLECTRICITÉ, 
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«  =  23° 

27  ji 

ciin   1902. 

7  =  2.52amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

5  p. 
Gouttes. 

de  sel  sur  100  p.  d'eau. 
En  10  mîDutes. 
Gouttes.       Grammes. 

9h.  0"-  08 

•     — 

9h 

•   10ra.63« 

10 

9.05      = 

1.068 

10     63 

20    55 

9 

.12 

^7 

20     55 

30    33 

9 

.34 

.102 

30     33 

40    52 

10 

.69 

.143 

40     52 

50    48 

10 

10.07 

.188 

50     48 

10 

0    21 

10 

.47 

.234 

10      0     21 

10    34 

11 

.77 

.270 

10     34 

20    27 

11 

11.13 

.313 

20     27 

30    47 

12 

.61 

.370 

30     47 

40    47 

12 

12.00 

.416 

40     47 

50    27 

12 

.41 

.4M 

50     27 

11 

0    38 

13 

.77 

.507 

Total:  1 

129  gouttes. 

Poids  du 

liquide 

écoulé . 

•   •   •   • 

15.22    gr. 

» 

d'une  goutte 

.... 

0.188    „ 

Corrections  selon  les  formules: 

n  — 

V 

V  ■ 

%2 

2 

et  ;r^ 

q-p 
n'  —  l 
I. 

-.(p. 

p.  99  et  105). 

1. 

0  332 

""""  11.934 

-  0.238 
-1.000  ^■~ 

0.0086  gr 

1  — 

(0.238: 

425 

')).4-  = 

=  l.OOO  X  0.0086  gr.  =  O.tKK»  gi-. 

2  — ( 

[   .242 

1.999 

.017  , 

3— 

(   .251 

)•    2 

2.997 

.026  , 

4-( 

[   .253 

t      16 

;•  2 

3.994 

.034  , 

5-( 

[   .260 

V      28 
'•    2 

4.991 

.043  , 

6  — ( 

[   .269 

\      36 
/•    2 

5.984 

.052  , 

7  — < 

[   .274 

i      49 
'•     2 

6.983 

.060  „ 

8  — < 

[   .277 

V      61 

7.975 

.069  „ 

9-< 

[   .303 

)•    2 

8.966 

.077  , 

10  — ( 

[   .314 

\     100 
)•     2 

9.955 

.086  , 

11  — < 

[   .326 

Y      121 
>'    2 

10.945 

.095  , 

12-( 

[   .332 

V      144 
)--2- 

11.934 

.103  , 

0  Le  vase  poreux,  dont  je  me  suis  servi  pour  ces  observations,  avait  un 
olume  V  =  425  cM^ 

Archives  vin.  32 
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2. 


0.463- 
*~  11.923- 

0.305 

-1.000  S'-' 

1  — ( 

[0.305:42.5 

>     1 

'  •    2 

=  1.000X0.0136 

gr.  =  ( 

}.014  gr. 

2  — ( 

[   .326          ] 

.       4 
1-    2 

1.999 

.027    „ 

3  — ( 

[   .339          ) 

9 

2.9% 

.040   , 

4  — ( 

[   .351          ] 

,      16 

3.993 

.054   „ 

5  — ( 

[   .365          1 

1      26 

4.989 

.068   , 

6  — ( 

.383          ] 

\      86 
1-    2 

5.984 

.081    . 

7  — ( 

[   .393          ] 

1-    â 

6.977 

.095   „ 

8  — ( 

[   .40{          ] 

i      64 

7.970 

.108    , 

9  — ( 

[   .*21          ] 

1      81 

8.960 

.122    , 

10  — ( 

[   .433 

.     lOO 

9.949 

.135    „ 

11  — 

[   .438 

.   m 

'•""2~ 

10.938 

.149   „ 

12- 

[  .453         ] 

,     144 

11.923 

.162   , 

1 

2- 

3- 

4 

5 

6- 

7- 

8- 

9 

10 

11 

12 


0.433  : 
.435 
.441 
.458 
.466 
.470 
.493 
.504 
.515 
.523 
.541 
..562 


425 


3. 


a;  = 


0.562  —  0.433 


11.905  —  1.000 


gr.  =  0.01 


1 

2 

=  1.000X0.012  gr. 

4 
2 

1,998 

9 
-y 

2.995 

16 

3.991 

25 
~2~ 

4.987 

86 

5.980 

49 
2 

6.972 

64 

2 

7.962 

81 
2 

8.951 

100 
-y 

9.938 

121 
2 

10.923 

144 
2 

11.905 

0.012  gr. 

.024  , 

.036  „ 

.048  , 

.060  , 

.072  , 

.084  , 

.0%  , 

.107  , 

.119  , 

.131  , 
.143   , 


là 
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TT. 

1. 

0.504- 
'^"11.915- 

■  0.356  ^  _ 

- 1.000  ^-  "" 

1  — ( 

0.356:425] 

1    . 

•    2     ■ 

=  1.000  A  0.0136 

gr.  =0.014  gr. 

2  — ( 

[   .373          ] 

L         4 

)--r 

1.998 

.017     „ 

3  — ( 

[   .396          ] 

1-    3 

2.996 

.041     „ 

4  — ( 

[   .405          ] 

16 

3.992 

.054    , 

5-< 

[   .414          ] 

l'-s- 

4.988 

.068    „ 

6-( 

[   .424         ] 

,      86 

1-    2 

5.984 

.082    , 

7  — ( 

[   .440         ] 

,      49 

6.975 

.095    „ 

8  — ( 

'   .458          ] 

V      64 

7.966 

.109    , 

9  — ( 

[   .468         ] 

\      81 
'•    2 

8.955 

.122    , 

10  — ( 

[   .476         ] 

.     100 

1-  a 

9.944 

.135    , 

11  — ( 

[   .490         ] 

,    m 

1-    2 

10.930 

449    „ 

12  — ( 

[   .504          ] 

.     144 

11.915 

.162    , 

=  0.0136  gr. 


2. 


0.706 
'*'~li:881 

—  0.477 

—  0:999  ^• 

=  0.021  gr. 

i  — ( 

[0.477:425] 

I.  a    . 

=  0.999X0.021 

gr.  =  0.021  gr. 

2-1 

[   .491 

1      4 

l'a 

1.998 

.042 

n 

3  — ( 

[  .517          ] 

1-    2 

2.995 

.063 

n 

4  — ( 

.543         ] 

,      16 

3.990 

.084 

V 

5  — ( 

[   .555          ] 

i    as 

4.984 

.105 

n 

6  — ( 

[   .581          ] 

i     86 

5.976 

.125 

» 

7  — ( 

[   .597          ] 

6.966 

.146 

n 

8  — < 

[   .624         ] 

i     84 

7.953 

.167 

n 

9  — ( 

[   .640 

i     81 
1-    2 

8.939 

.188 

Ht 

10  — ( 

[   .656         ] 

.     100 

9.923 

.208 

n 

11  — ( 

[   .679         ] 

.    m 

I--2 

10.903 

.229 

» 

12  — ( 

[  .706         ] 

}•  a 

11.881 

.250 

» 

32* 
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3. 


x  = 


0.868  —  0.631 
11.853  —  0.999 


gr.  =  0.0 


1  — ( 

0.631  :  425  ) 

2  — ( 

.645          ) 

3  — ( 

.658          ) 

4  — ( 

.679          ) 

5  — ( 

.699          ) 

6-( 

.726          ) 

7  — ( 

[   .750          ) 

8-1 

[   .771          ) 

9  — 

(   .786         ) 

10  — ( 

[   .817          ) 

11  — 

(   .840          ) 

12  — 

(   .868          ) 

1_ 

•    2 

2 
_9_ 

2 

W 

2 
J5^ 

2 

86 
~2" 
JQ_ 

2 

_?*- 
2 

_81_ 
'    2 

200 
'    2 

121 
'    2 

144 


=  0.999  X  0  022  gr.  =  0.022  gr. 


1.997 
2.993 
3.987 
4.981 
5.969 
6.957 
7.942 
8.925 
9.904 
10.880 
11.853 


.044 
.066 
.088 
.110 
.131 
.153 
.175 
.197 
.218 
.240 
.261 


III. 


0.843  —  0.555   _^^ 
11.858  — 0.999  ^'"^ 


1  — 

(0.555:425 

i     1 

2-1 

[   .577          ] 

'•    2 

3  — ( 

[   .592          ] 

1      9 
•  •    2 

4  — 

(   .622          ] 

1     u 
'•    2 

5- 

[   .644 

i      26 
'•     2 

6  — ( 

[    .684          ] 

,      86 

'•    2 

7-( 

[   .703          ] 

1      *^ 
'•    2 

8-( 

[   .725          ] 

,      64 
'•    2 

9-< 

[   .759          ] 

,      81 
'•    2 

10  — ( 

(   .793          ] 

,     100 
'•    2 

il  — ( 

[   .817          ) 

,     121 

'•    2 

1^  — ( 

.843          ) 

lu 

•    2 

:  0.999  X  0.027  gr. 

=  0.027  gr 

1.997 

.054    , 

2.994 

.081     , 

3.988 

.108    „ 

4.981 

.135    , 

5.973 

.162    , 

6.959 

.189    „ 

7.945 

.207    , 

8.928 

.241     „ 

9.907 

.268    „ 

10.884 

.394    , 

11.858 

.420    , 
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1.185  ~ 
"*""  11:799- 

0.776 
0.999  ^'*'" 

1  — < 

[0.776:425] 

>     1 

'•     2 

=  0.999  X  0.038  gr. 

=  0.038  gr. 

2-( 

[   .806          ] 

.       4 

1-    2 

1.996 

.076    „ 

3  — ( 

[   .838         ] 

,       9 

'•  a 

2.991 

.114    , 

4  — ( 

[   .871 

'  •    2 

3.983 

.152    , 

5  — ( 

[    .909          ] 

i      25 

'•  a 

4.974 

.189    „ 

6  — ( 

.949         ] 

\      36 
'•    2 

5.960 

.226    , 

7-( 

[   .984 

>      19 
'•~2~ 

6.943 

.272    , 

8  — ( 

,  1.022          ] 

'•   .2 

7.923 

.301     , 

9-( 

[   .068 

i      81 

8.898 

.338    , 

10  — 

(   .102 

.     100 
'•    2 

9.870 

.374    , 

11  — 

(   .129 

,     121 
f-    2 

10.839 

.413    , 

12 -( 

.185          ] 

I--2- 

11.799 

.448    , 

=  0.018  gr. 


3. 


z  = 


1.507  —  1.068 
11.745  -  0.999 


gr.  =  0.041  gr. 


1  — 

2  — 
3- 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 

10  — 

11  — 

12  — 


1.068: 
.077 
.102 
.143 
.188 
.234 
.270 
.313 
.370 
.416 
.464 
.507 


425 


1 

~2~ 

=1  0.999  X  0.041  gr. 

4 
2 

1.995 

9 
2 

2.988 

16 
2 

3.978 

25 
2 

4.965 

86 
2 

5.948 

49 
2 

6.927 

64 
2 

7.901 

81 
~2~ 

8.870 

100 
2 

9.833 

121 
2 

10.792 

144 
2 

11.745 

:  0.041  gr 

.082  , 

.123  , 

.164  „ 

.204  , 

.244  „ 

.284  , 

.326  , 

.364  „ 

.404  „ 

.443  , 

.483  „ 
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I 


Transport 
total. 

0.238  gr. 
.242    , 
.251    , 
.253   , 

.260  . 

.269  , 

.274  , 

.277  „ 

.303  , 

.314  , 

.326  , 


Conclusion. 
I. 
1. 
/  =  1.02  amp. 
10  parties  de  sel  sur  100  p. 

Transport 
par  la  pression. 
0.009  gr. 
17   , 


34 
43 
52 
60 
69 
77 


d'eau. 


95 
.103 


Transport 
par  le  courant. 
0.229  gr. 
25  , 
25  , 
19   , 
17   , 
17   , 
14  , 
08  . 


31 


Transpt.  par  le  courant  en  2  heures:  2.668  gr. 

IL 

1. 

7=1.48  amp. 

Transport 

Transport                           Transport 

total. 

par  la  pression.                   par  le  courant 

U.356  gr. 

0.014  gr.                              0.342  gr. 

.373   , 

27    „                                     46  , 

.396   , 

41    „                                     55  , 

.406   , 

54   „                                     51   , 

.414   , 

68   „                                     46  , 

.424   , 

82   „                                     42  , 

.440   , 

95   ,                                     45  „ 

.458   , 

.109   ,                                     49  , 

.468    , 

22   ,                                     46   , 

.476   , 

36   ,                                     41    , 

.490   , 

49   ,                                     41   . 

.504   , 

62    „                                     42  , 

Transport  par  le  courant  en  2  heures:  4.146  gr. 
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III. 


1  =  2.52 

amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.555  gr. 

0.027 

gr. 

0.528  gr- 

.577    , 

.054 

» 

23    „ 

.592    , 

.081 

w 

11    . 

.622   , 

.108 

n 

14    . 

.644   , 

.135 

w 

09    , 

.684  „ 

.162 

w 

22    „ 

.703   , 

.189 

» 

14    „ 

.725  „ 

.207 

n 

18    . 

.759   , 

.241 

n 

18   . 

.793   , 

.268 

» 

25    , 

.817   , 

.294 

» 

23    n 

.843   , 

.320   , 
Transport  par  le  courant  en 

23    , 

2  heures;  6,228  gr. 

I. 


7=1.02  amp. 

7.5 

parties  de  sel  sur  100  p. 

d'eau. 

Transport 

Transport 

Transpoi't 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.305  gr. 

0.014  gr. 

0.291  gr. 

^26   , 

27   , 

97    , 

.339   , 

40   , 

99   , 

.351    „ 

54   , 

97    , 

.365   , 

68   , 

97    , 

.383   , 

81    . 

92    , 

.393   , 

95   , 

98   , 

.403  , 

.108   , 

95   „ 

.♦21    , 

.122   , 

99    n 

.433  , 

.136   , 

98   „ 

.438  , 

.149   , 

98   „ 

.453  , 

.162   , 

91    , 

Transpoit  par  le  courant  en 

2  heu 

■es:  3.552  gr. 

2S0 
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II 


2. 


7=  1.48  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.477  gr. 

0.021  gr. 

0.456  gr. 

.491    , 

42    „ 

49  , 

.517    , 

63   , 

54  , 

.543   , 

84   , 

59  , 

.555    , 

105   „ 

50  , 

.581    . 

25   , 

56  , 

.5J»7    , 

46   „ 

51   , 

.624   , 

57    „ 

57   , 

.640    , 

88   , 

52  , 

.r>56  , 

208   , 

48  „ 

.m  , 

29   , 

50  „ 

.706   , 

50   „ 
Transport  par  le  courant  en 

56  „ 

2  heures:  5.438  gr. 

III. 

2. 

7=2.52  amp. 

Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.776  gi-. 

0.038  gr. 

0.738  gr. 

*806    ^ 

.076   , 

30  , 

.838   , 

.114   , 

24   , 

.871    , 

.152   , 

19    . 

.90VI    , 

.189   , 

20   , 

.949    , 

.226   , 

23   , 

.984  „ 

.272   „ 

12   , 

1.022   ., 

.301    , 

20  , 

.068    , 

.338   , 

30   „ 

.102   , 

.374   „ 

28   , 

.129   „ 

.413   , 

16  , 

.185   , 

.448   „ 
Transport  par  le  courant, en 

37   , 

2  heures:  8.697  gr. 
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Transport 
total. 

0.631  gr. 
45   „ 
58  , 

79  „ 

99  , 

.726  „ 

60  , 

71  , 

86  , 

.817  „ 

40  , 

68  . 


I. 

3. 

/=1.02  amp. 

5  parties  de  sel  sur  100  p.  d'eau. 


Transport 

Transport 

Transport 

total. 

par  la  pression. 

par  le  courant 

0.438  gr. 

0.012 

gr- 

0.421  gr. 

35   , 

24 

n 

21    n 

41    , 

36 

» 

05   „ 

58   , 

48 

n 

10     n 

66   , 

60 

» 

06   „ 

70   „ 

72 

n 

.398   , 

93   , 

84 

» 

.409   , 

.504   „ 

96 

» 

08   „ 

15   , 

.107 

» 

08   , 

23   , 

19 

n 

04   , 

41    . 

31 

» 

10     n 

62   , 

43    , 

Transport  par  le  courant  en 

19     n 

2  heures:  4.919  gr. 

n. 

3. 

/=1.48  amp. 

Transport 
par  la  pression. 

0.022  gr. 

44  , 

66  , 

88  „ 

.110  „ 

81  „ 

63  „ 

75  , 

97  „ 

.218  „ 

40  , 

61  . 


Transport 
par  le  courant. 
0.609  gr. 
.611   „ 
.592   , 
.591    , 
.589   , 
.595    , 
.597   „ 
.596   „ 
.589   , 
.599   „ 
.600  , 
.607    , 


Transport  par  le  courant  en  2  heures:  7.175  gr. 
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\4 


ra. 

3. 


1=2.52 

amp. 

Dransp 

K)rt 

Transport 

Transport 

total 

par  la  pression. 

par  le  couran 

1.068 

gr. 

0.041 

gr- 

1.027  gr. 

.077 

V 

.082 

<f 

0.995  „ 

.102 

^ 

.123 

^ 

.979  , 

.143 

9) 

.164 

W 

.979   , 

.188 

« 

204 

•» 

.984   . 

.234 

ft 

.244 

w 

.990   , 

.270 

n 

.284 

« 

.986   , 

.313 

» 

.326 

w 

.987    , 

.370 

ft 

.364 

» 

1.006  , 

.416 

ft 

.404 

fV 

.012   , 

.464 

» 

.443 

» 

.021    „ 

.507 

» 

.483   , 

Transport  par  le  courant  en 

.024   , 

2  heures:  11.900  gr. 

10  p.  de  sel 
sur  100  p.  d'eau 


Transport  par  ampère  en  2  heures. 


I.  1  . 

II,  1  . 

III,  1  . 


2.616  gr. 

2.801    , 

2.471    „ 


7.5  p.  de  sel 
sur  100  p.  d'eau. 


1,2 

II,  2 

III,  2 


3.482  gr. 

3.674    , 

3.451    „ 


7.888  gr. 

2.629  gr.±  0.06  gr. 


II,  3 

ni,  3 

10.607  gr. 
3.536  gr.±  0.05  gr. 


5  p.  de  sel 
sur  100  p.  d'eau. 
I,  3  .  .  .    4.822  gr. 


3 


4.848 
4.762    „ 

14.432  gr. 

4.8Ilgr.  +  ( 


Ces  trois  quantités  sont  entre  elles,  comme 

1000     :    1345    :     1830. 

Sur  110,  107.5,  105  grammes  des  trois  solutions,  dont  not 
sommes  servis,  il  y  a  10,  7.5,  5  grammes  de  nitrate  de  c 
c'est-à-dire  —  comme  leurs  poids  spécifiques  sont  entre  elles  < 
1.065  :  1.064  :  1.030  —  sur  103.3,  102  8,  101.9  cM».,  équivi 

9.09,    6.98,    4.76  grammes 

sur  100  cM!». 
Les  inverses  de  ces  nombres  sont  entre  elles  comme 

1000    :     1323    :     1909; 
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d'où  il  suit,  en  ayant  égard  aux  erreurs  probables  des  valeurs 
comparées,  que  la  règle,  dont  pour  le  sulfate  de  cuivre  la  validité 
a  été  prouvée  plus  haut,  Tant  anssl  pour  le  nitrate. 

Comme  Ton  voit  il  y  a  une  différence  remarquable  entre  les 
quantités  de  solutions  de  densité  égale  des  deux  sels,  transportées 
dans  l'unité  de  temps  par  l'unité  de  courant;  d'une  solution  de 
sulfate  de  cuivre,  contenant  10  parties  de  sel  sur  100  parties 
d'eau  un  courant  d'un  ampère  transporte  (pag.  217)  en  deux 
heures  24  23  grammes,  contre  2.65  grammes  d'un  solution  ana- 
logue de  nitrate. 

J'ai  en  vain  tâché  de  découvrir  la  cause  de  cett^  différence. 
D'abord  j'ai  craint  qu'elle  devrait  être  attribuée  à  ce  que  je  me 
suis  servi  pour  ces  expériences  d^un  autre  vace  poreux  (voir:  la 
DotiB,  pag.  223)  ;  celui  dont  je  m'était  servi  pour  les  solutions  de 
sulfate  de  cuivre  s'étant  cassé. 

Pour  m'en  assurer  j'ai  fait  passer  un  courant  de  2  ampères, 
successivement,  pendant  deux  heures,  par  une  solution  de  sulfate 
et  de  nitrate  de  cuivre,  contenant  chacune  5  parties  de  sel  sur 
100  parties  d'eau.  J'ai  trouvé  alors  que  le  courant  seul  a  trans- 
porté: 

de  la  solution  de  sulfate  de  cuivre  .  .  .  105.18  grammes, 
„   nitrate    „        „       ...       9.61 

Ces  deux  quantités  étant  en  raison  de  10.9  à  1  et  celles  tantôt 
nommées  en  raison  de  9.2  à  1,  nous  retrouvons  ici  une  différence, 
si  non  égale,  du  moins  analogue  ^). 

De  sorte  qu'il  ne  me  reste  qu'à  rechercher,  s'il  existe  une 
différence  de  même  ordre  entre  l'intensité  du  transport  des  solu- 
tions d'un  sulfate  et  d'un  nitrate  d'un  autre  base  métallique  que 
le  cuivre. 


')  La  différence  doit  être  attribuée  à  ce  que  le  second  terme  de  la  correction 
n'a  pu  être  appliquée  h  ces  observations  de  contrôle,  dont  la  durée  n'a  pas  été 
subdivisée  en  des  périodes  de  dix  minutes  chacune. 


Haarleh,  31  Aug.  1902. 
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SURFACES  ALGEBRIQUES 
RENFERMANT  UN  NOMBRE  FINI  DE  DROITES 

PAR 

J.   DE  VRIES. 


Droites  multiples. 

§  1.    Si  on  désigne  par  -4^  une  fonction  homogène  en  x,  y,  du 
degré  fc,  l'équation 

.  .  .  -f-  (^p/-^  -h  A^-'-'  z""'-'  -^  ,  .  .  .  '^A\z^-Al)^0 

représente  une  surface  de   Tordre  n  ayant  pour  droite  multiple 
d'ordre  q  Taxe  OZ. 
Le  nombre  de  termes  de  cette  équation  est  égal  à 

(71  -h  1)  -h  2n  -h  3  (n  -  1)  -h -r  (n  —  g  ■+-  1)  (g  H-  1)  = 

{n  —  q  +  1)  (n  -h  1)  H-  -ji'^  —  ?  +  1)  (^  —  ç)  (^—  1)  — 

-~y(n-g  -h  l){n  —  q)(n  —  q—  l)  = 
w^{n  -  q-^  l){n'^  -^nq—  2q^  -h  ôn-h  q-^  6). 
Or  Téquation  générale  du  degré  n  renferme 

-^(71+  l)(n^  2)  (71  +  3) 

termes. 
Le  nombre  de  termes  qui  manquent,  est  donc  égal  à 
Akchives  VIII.  34 
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SURFACES   ALGÉBRIQUES    RENFERMANT 
1 


7r(7i      \){n  -h  2){n  -+-  3) 


6 


(n 


1) 


1 


(n2  -h  ng  —  2g2  ^  5n -h  q  +  6)  =  -^  q{q  -\-  1)  (3n  —  2ç  -^ 

Par  conséquent,  pour  une  surface  de  l'ordre  n,  la  conditim 
renfermer  une   droite  donnée,   d'ordre  q,  équivaut  à  la  conditm 

passer  par  -^qiq-^  1)  (3n  —  2g  4-  5)  points. 

§  2.  Supposons  qu'une  surface  S"^'''^\  de  Tordre  (.u  +  y -f 
contienne  la  droite  m,  d'ordre  f*,  et  la  droite  n,  d'ordre  v. 

Il  est  clair  qu'on  peut  la  faire  passer  encore  par  un  non 
de  points  égal  à 

-^(/i  +  /'  -h  2)(^-hrH-3)(/i-4-A^-h4)— 1— -^-iu(/i-4-  l)(/4  +  3/'-ff 


6 


— -g-r  {^  -f  1)  (3/i  +  ^  +.  8)  =  Su/'  +  3u  -h  3^  -+-  3. 

Pour  ^  =  /w,  ce  nombre  se  réduit  à 

2^2  4-  6/4  4-  3  =  (^  -h  1)  (2u  4-  2)  4-  (2.a  -h  I). 

II  en  résulte  qu'une  surface  S"  "^^  peut  renfermer  deux  drc 
d'ordre  /*  et  (,u  -h  1)  droites  arbitraires. 

Au  lieu  de  ces  droites  simples  on  peut  prendre  (/i  4-  2)  drc 
arbitraires  à  condition  que  deux  d'entre  elles  se  coupent. 

Ou  bien  on  peut  faire  passer  la  S^'^^  par  deux  droites  z*^^' 
(u  4-  2)  droites  qui  forment  un  (/*  -h  2)-latère  gauche. 

Si  l'on  a  r=,u— -1,  on  peut  encore  prendre  arbitrairen 
^  (2/i  4-  4)  =  (2iM  4-  1)  (/*  4- 1)  4-  (/*  —  1)  points;  donc,  la  surface 
peut  renfermer,  outre  les  droites  multiples,  (/*  4-  1)  droites  simi 

De  même  on  trouve  qu'une  surface  S^"  ~  ^  possédant  une  dr 
^i^^""  et  une   droite  (/*  —  2)^^^  peut  passer  par  ^  droites  arbitrai 

En  général,  la  surface  S^  +  '  +  ^  peut,  si  .u  >  r,  renfermer  au  m( 
{t'  -f-  2)  droites  simples. 

En  effet,  on  a 

2  /4 1'  4-  3  (/i  4-  A'  4-  1)  =  (i'  4-  2)  (m  4-  i'  4-  2)  4-  (.u  *»  4-  /i  —  y^  — v  — 

et  le  nombre  ^  v  -{-  ^  —  v'^  —  v  —  1  est  positif  pour  ^  >  v. 

Remarquons  que  ;S"^  "'"^  peut  contenir  un  nombre  de  drc 
qui  surpasse  {y  4-  2) 
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Par  exemple,  elle  renfermera  (i'  -+-  3)  droites  si  Ton  a 
iii^  —  p^  -  2r  — 3  >0,  ou  bien  ^  —  i.  >  3 

§  3.    Revenons  à  l'équation 

^:+«-t^+<-i)+  •  •  •  +«'^"-'-H ....  +0=0, 

qui  représente  une  surface  S""  avec  la  droite  g^^°  OZ. 

Supposons  que  Taxe  0  Y  soit  une  droite  d'ordre  r  située  sur 
S^  r  étant  <  q. 

Alors  la  substitution  2  =  0  doit  fournir  une  équation  de  la 
forme  x  f  {x^y)  -=  Q.  Il  en  suit  que  les  termes  a;*^"^  y'^'^S 
.v'^y^'"^^^^  ....  xy^~^,  y''(p  =  ÇjÇ  "^  Ij  •  •  •  '^ — l,7i)  manque- 
ront; or,  le  nombre  de  ces  termes  est  égal  à  r{n  —  q  -h  1). 

En  posant  a;  =  0,  l'équation  doit  se  réduire  à  la  forme 

Par  conséquent,  il  faut  encore  supprimer  les  termes  où  figurent 

n—li    8        n-ii    2        n—'S 

y      z,  y      z,  y      z, 

y         2J,y         z     , y         z, 

y    ^    f    y     2?    , y    z, 

n-r-l     r-1        n  -r-1    r-2  «,«-»"- 1  « 

y       ^,y       2;, y       z. 

g     r-1         g     r-2  a 

y  2:    ,  y  «    ,    î/  2;. 

Le  nombre  de  ces  termes  est  égal  à 

14-24-34-  .  .  .  4-  (r  -  2)  -h  (71  —  g  —  r  -h  2)  (r  —  1). 
En  somme,  le  nombre  des  termes  de  l'équation  est  diminué  de 

Y(^  —  1)  (^  —  2)  4-  (n  —  g  —  r  4-  2)  (r  —  1)  4-  r  (n  —  g  4-  1)  = 

(n-g  +  l)(2r-l)-  2^(r-l). 

Donc,  ime  siurface  S"  renfermant  une  droite  cCordre  q  et  une  droite 
d'ordre  r  qui  se  rencontrent,  peut  passer  encore  par  un  nombre  de 
points  défini  par 

-g  (71-  54-  l){n^  -^nq-'lq'^  4- Dti  4- g  — 12r4- lî2)  4-  ^{r—''l){r'^\). 

34* 
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En  particulier,  si  Ton  a  q  +  r=  n,  ce  nombre  est  égal  à 
-g  (r  +  l)(3gr-hr2  -h  6g  —  4r  4- 6). 

§  4.    Supposons   maintenant  que,   de  plus,  Taxe  OX  soit 
droite  multiple  d'ordre  8,  s<r<q. 

Alors   le   premier  membre  de  l'équation  doit  être  divisible 

x"  y\  si   Ton  pose  z=Q.  Donc,  les  polynômes  A^  ne  contiend 
que  les  termes 


n—s     H  n—s—\     s-\-\ 

«       ,'/  ,    a--  il     , 

n— S— 1     s 
X  il  ,    .    .    .    . 


r     n—r 

X  y    , 


r     n-r-1 

«  y       , 


r     H 

X  y  . 


Les  polynômes  -4^^^^  j,  .  .  .      ^4^  manqueront. 

Les  substitutions  a;  =  0  et  j/  =  0  doivent  réduire  l'équation  res 
tivement  à  y^ z  ^f  {ii,z)=0  et  à  x^ z  i  (a;, '£)  =  0.  Par  conséqi] 
les  termes  suivants  disparaîtront: 


n-l  n-2 

a;      2:,  a;      2: , 


n-2    2  n-;3    2 

«      2:  ,  a:      z  , 


X 


q 
X^  Z, 


n-s-\-\    H-l 


n-l  n-2 

y     ^y  y     2: , 

n-2    2 
i/  2:    ,    .    . 


n-r+l     r-1 


q     s— 1 

a;  2;      ; 


y'z, 


q     2 
î/    2. 


9     r-t 


n— g    n-g 


+ ..  +a:)=( 


Le  nombre  des  termes  de  Téquation 

<+(<-i^ +  <-:)+•  •  •  .   +(A 
est  diminué  de 

(n—r— 54-  2)(r-hs)  4-  -ô-('^  "^^  +  ÇK^  "^^  —  3  —  1)  *^■ 
-f  -i(s-l)(27i- 2g-5H-2)  +  -^(r~  1)  (Sn  — 2g-r4-2). 

Par  suite,  une  surface  S^  renfermant  trois  droites  multiple 
Vordre  g,  r,  s  qui  ont  un  point  en  commv/a,  peut  passer  pai 
nombre  de  points  arbitraires,  donné  par  V expression 
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-g  (7i-g-+-l)(7i2  -^qn  —  ^q^  ^^^q  —  Qr  —  68+  18)  + 

-h(r2  -i-r«4-«2)H-— ç(g+  I)  — (ii-+-2)(rH-«)  -  1. 

Observons  que  le  point  de  rencontre  des  trois  droites  multiples 
est  un  point  ç^^®  de  la  surface. 

§  5.    Considérons  un  monoïde  /S**  doint  le  point  multiple  d'ordre 
{n  —  1)  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées. 
Il  résulte  de  l'équation 

/n(^i2/>2^)-^-/n-i(^i2/»^)  =  0 

que  le  point  {n  —  1)^^*^  absorbe  un  nombre  de  constantes  défini  par 

lin  +  1)  (71  +  2)  (71  +  3)  — ^(n  +  1)  (n-h  2)  -  ^n  (ti  -h  1)  =  (n  -f  1)3. 

Puisque 

n^  -f-  271  =  n(n  4-  1)  -h  71, 

on  peut  mener  le  monoide  par  n  droites  arbitraires,  ou  bien  par 
(n  H-  1)  droites  dont  deux  se  rencontrent,  ou  encore  par  (71  4-  2) 
droites  formant  un  (71  h  2)-latère  gauche. 

Il  va  sans  dire  que  le  monoïde  renferme  les  71  (71  —  1)  droites 
d'intersection  des  cônes 

Supposons  que  la  surface  renferme  les  n  droites  arbitraires  c^. 
Alors  la  droite  a^^  menée  par  0  qui  s'appuie  sur  c^  et  c^  est  située 
entièrement  dans  la  surface 

Donc,  {n(n  —  1)  droites  a,  issues  du  point  (71  —  l)^^*",  rencon- 
trent chacune  un  couple  de  droites  c,  et  chaque  droite  0  coupe 
(n  —  1)  droites  a. 

Si  le  monoïde  contient  un  (n  -h  2)-latère  de  droites  c,  il  y  a 
^  (n  -h  2)  (71  —  1)  droites  a  dont  chacune  s'appuie  sur  deux  droites 
c,  tandis  que  chaque  droite  c  est  rencontrée  par  (71  —  1)  droites  a. 

Considérons,  par  exemple,  une  surface  cubique  à  point  double 
0;  on  peut  la  mener  par  les  cinq  droites  arbitraires  Cjg,  c^,  C15, 
^24>  C35  (notation  de  Schlufm).  Alors  le  point  double  supporte  les 
droites  a,,  a^,  a^,  a^,  a^   qui  s  appuient  respectivement  sur  les 

couples    Cjoj    ^15»    ^Uy    ^2Ay    ^16»    ^36  î    ^2A}    ^12»    ^35 >    ^34' 
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§  6.  Supposons  qu'une  surface  S^  soit  douée  de  deux  poi 
multiples  d'ordre  (n  -  1),  0  et  Q.  Prenons  un  tétraèdre  de  ri 
rence  dont  deux  sommets  coïncident  avec  0  et  Q.  Alors  S"" 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 

K  (^^  y)  +  ^n-i  (^'  y)^^  ^n-i  (^»  y)  ^  -^  ^n-2  (^'  y)  ^^ = o. 

Il   en   résulte   que   la  droite   OQ  (»  =  0,  y  =  0)   est  une  dn 
multiple  d'ordre   [n  —  2),   de  sorte  que  tout  plan  mené  par 
contient  une  conique  située  sur  S"^. 

En  considérant  S"  comme  un  monoïde  dont  0  est  le  pc 
multiple,  on  trouve  que  les  droites  a  qui  se  croisent  en  0,  s 
définies  par  les  deux  relations 

ou  par 

^.  i^y  y)  ^n-2  (^'  y)  =  ^K-i  (^>  y)  ^\-i  ^^'>  y)- 

La  symmétrie  de  cette  équation  montre  que  chacun  des  {2n  - 
plans  déterminés  par  elle,  contient  encore  une  droite  qui  pa 
par  le  point  Q. 

Outre  ces  (2n  —  2)  coniques  dégénérées,  la  surface  renferme  enc 
(n  —  2)  couples  de  droites  dont  Tune  coïncide  avec  la  droite  ( 

§  7.    Puisque   Téquation    de   S"   contient    (4n  —  1)    paramèl 
arbitraires,  il  semble  que  pour  n  >  3  la  surface  peut  être  me; 
par  trois  droites  arbitraires  c^,C2,c^.   Elle  serait  alors  le  lieu 
coniques  tracées  par  0  et  Q  qui  s'appuient  sur  c^.C2jC^. 

Or,  ce   lieu  est  une  surface  du  quatrième  degré.  En  effet, 
deux  transversales  des  droites   0Q,c^,C2,c^   constituent  avec 
deux  coniques  dégénérées,  de  sorte  que  OQ  est  une  droite  dont 
par   suite,   tout   plan    mené   par   OQ  donne  une  intersection 
quatrième  degré,  et  0,  Q  sont  des  points  triples. 

Il  en  résulte  qu'une  surface  S"  à  deux  points  {n  —  If^^^  0 
passant  par  c^,C2,c^,  se  composera  d'une  S'^  et  de  (n  —4)  pL 
ayant  en  commun  la  droite  OQ. 

Observons  que  cette  surface  S^  doit  dégénérer  en  un  plan 
une  aS^,  si  les  droites  Cj  et  C2  ont  un  point  en  commun;  en  ef 
le  plan  mené  par  ce  point  et  par  la  droite  OQ,  contient  alors 
faisceau  de  coniques  qui  vérifient  les  conditions. 
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§  8.  Considérons  maintenant  une  surface  S"  aux  points  {n  -  l)^^""** 
0  et  Q,  contenant  les  droites  arbitraires  c^  et  Cj. 

L'hyperboloïde  défini  par  les  droites  OQ,  Cj  et  c^  marque  sur  S^ 
un  groupe  de  n  droites,  parmi  lesquelles  se  trouvent  les  transver- 
sales ajo  et  6i2»  de  c^  it  c^,  menées  par  0  et  Q. 

F.es  plans  (0,  cj  et  (0,  Cj)  ont  en  commun  avec  S",  outre  la 
droite  a^g,  deux  groupes  de  {n  —  2)  droites  d  et  a". 

De  même,  les  plans  (Q,  Cj)  et  {Q^c^  marquent  sur  la  surface 
respectivement  (n  —  2)  droites  V  et  (n  —  2)  droites  6". 

Tandis  que  chaque  droite  a'  rencontre  une  droite  6",  et  que 
chaque  droite  a"  s'appuie  sur  une  droite  h\  les  droites  a^g  et  h^^ 
sont  coupées  respectivement  par  une  droite  6q,  menée  par  0  et 
par  une  droite  a©  contenant  le  point  0.  En  résumé,  la  surface 
renferme  (Sn—  4)  couples  de  droites. 

§  9.  Supposons  maintenant  qu'une  surface  S**  admette  le  point 
(w  -  Xf"  0  et  la  droite  {n—2f'  OZ.  Alors  elle  peut  être  définie 
par  une  équation  de  la  forme 

Les  droites  que  ce  monoïde  renferme  encore,  sont  déterminées 
par  les  relations 

^„  +  ^«-i^  +  ^„-2^'=0    et    C„.,+^„.,.  =  0, 

OU  bien  par  l'équation 

^«  K-,  -  K-r  Cn-.  K-,  +  ^K-.  cl  -X  =  0, 

qui  montre  que  le  nombre  des  droites,  issues  de  0,  est  égal  à 
(371  -  4). 

Puisque  l'équation  de  la  surface  contient  {on  —  2)  paramètres 
arbitraires,  il  semble  que  S^,  pour  n  >  5,  peut  être  menée  encore 
par  quatre  droites  C|, 02,03,04. 

Or,  cette  surface  se  composera  d'une  S^  et  d'un  groupe  de  plans 
ayant  en  commun  la  droite  multiple  l. 

En  effet,  considérons  le  lieu  des  coniques  situées  dans  les  plans 
menés  par  l,  tracées  par  0  et  rencontrées  par  les  droites  Cj, 0^,03, c^. 

Supposons  que  la  droite  c^  s'appuie  sur  l;  alors  le  plan  (fcj 
renferme  un  faisceau  de  coniques  tracées  par  0  et  s'appuyant  sur 
c,,C2,C3.  Comme  chacune  de  ces  coniques  coupe  deux  fois  la 
droite  c^,  le  plan  (/cj  appartient  deux  fois  au  lieu. 
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En  écartant  ce  plan  double,  on  retrouve  la  surface  S*  i 
points  triples  0  et  (i,  cj. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  S^  à  dn 
quadruple  l  et  au  point  quintuple  0. 

§  10.  Considérons  une  surface  S"^  au  point  {n  —  1)^^^  0  et  i 
droite  (n  — 2)^^®  l,  renfermant  les  droites  arbitraires  c^jC^jC^. 

Parmi  les  droites  situées  sur  S"*  se  trouve  la  transversale 
de  Cj  et  C2,  menée  par  0;  de  même  les  transversales  Ojg  et  033 

couples  Cj,  C3  et  Cj,  c^  appartiennent  à  S^. 

Le  plan  (Oc^)  marque  encore  {n  —  3)  droites  a;  de  même, 
plans  (Ocj)  et  (OC3)  contiennent  respectivement  {n  —  3)  dro 
a"  et  (n  —  3)  droites  a*'. 

En  somme,  nous  avons  signalé  3  -«-  3  (n  —  3)  =  (3n  ~  6)  dro 
par  0,  tandis  que  le  calcul  antérieur  a  fourni  le  nombre  (3n  — 
Les  deux  droites  restantes  se  trouvent  visiblement  dans  les  pi 
qui   unissent   la    droite    l   aux  deux  transversales   du   quadru 

^l>    ^2j    ^3>    ^' 

Il  va  sans  dire  que  chaque  plan  qui  réunit  la  droite  l  à  1 
droite  a  marque  sur  S^  une  droite  simple  6. 


Surfaces  particulières  avec  une  droite  multiple. 

§  11.  Soient  données  la  droite  l  et  ^n(n-hS)  droites  a: 
traires    c^. 

Cherchons  Tordre  de  la  surface  formée  par  les  courbes  pla 
(T'  du  n*^  degré,  situées  dans  les  plans  menés  par  l  et  s'appuy 
sur  les  droites  c. 

Cela  revient  à  déterminer  le  nombre  f{n)  de  courbes  CT  r 
contrées  par  { (n  4-  1)  (n  4-  2)  droites  arbitraires  c. 

D'après  le  principe  de  la  conservation  du  nombre,  il  suflSt 
considérer  le  cas  spécial  où  (n  +  1)  des  droites  Ck{k=  1,2,3, 
n  -h  1)  s'appuient  sur  Taxe  l 

Il  est  clair  que  le  plan  mené  par  l  et  une  de  ces  droites 
renferme  une  courbe  C  qui  rencontre  c,  en  n  points,  tan 
qu'elle  coupe  les  autres  droites  c  une  fois;  elle  remplace  doD( 
courbes  satisfaisant  aux  conditions. 

Toute  courbe  C"   qui   rencontre    les    droites   c,,r.>,...c     ,i 
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Taxe  l,  se  décompose  en  l  et  une  courbe  C**~^  s'appuyant  sur  les 
droites  c^  (p  =  n  -^  2,  n  -h  Z,  .  .  .  .  |(7i  +  1)  (n  -f-  2)).  Le  nombre 
de  ces  courbes  est  représenté  par  f{n—  1). 
Par  suite  on  a  la  relation 

f{n)  =  n{n-^i)  -+-/(n  — 4). 
De  même,  on  aura 

/(n^l)  =  (7l-l)7l  4-/(71-2), 


/(2)     =2.3        4-/(1). 

Puisque  /(l)  désigne  le  nombre  de  droites  s'appuyant  sur  quatre 
droites  i,c,, 03,03,  on  arrive  à  Péquation 

f{n)  =  71 .  2  4-  7I2 . 4  4-  713 .  2  =  g-n  (n  4-  1)  (nn-  2). 

Par  conséquent,  on  a  le  théorème: 

Le  lieu  des  courbes  planes  du  ri^  ordre  dont  les  plans  appartiens 
nent  à  wnfaisceau^  et  qui  s  appuient  sv/r  ^n{n  -^S)  droites  arbitraires^ 
est  une  swrface  de  C ordre  |  71  (71  4-  1)  (ti  4-  2),  ayant  pour  droite 
multiple  d'ordre  ^  71  (71^  h-  37i  —  1)  Vaxe  du  faisceau. 

Convenons  de  ncymmer  ce  lieu  une  sv/rfa/^  axiale. 

En  observant  que  la  correspondance  entre  les  intersections  des 
courbes  avec  l'axe  possède  in{n  —  l)(n^  4-3n  — 1)  coïncidences, 
on  peut  énoncer  le  théorème: 

La  su/rface  engendrée  par  une  cov/rbe  plane  du  nîT^  ordre  s^ appuyant 
mr  |7i(7i4-3)  —  1  droites  et  en  touchant  une  autre  droite  est  de 
Vordre  ^71  (71  —  1)  {n^  -h  37i  —  1). 

§  12.    En  particulier,  on  a,  pour  7^  =  2, 

Les  coniques  qui  coupent  deux  fois  la  droite  donnée  l  et  s'appuient 
sur  les  dnq  droites  arbitraires  0^,02,03,04,05,  forment  tme  swrface 
axiale  du  hvAtième  ordre^  avec  la  droite  sextuple  l. 

Cette  surface  renferme  les  transversales  a^^^  et  6^^^  des  quatre 
droites  0^,  c^,  c^  et  l.  Les  plans  qui  unissent  ces  transversales  à 
Taxe  l  marquent  sur  8^  respectivement  deux  droites  que  nous 
désignerons  par  b^^  et  a^^. 

Il  est  clair  que  la  surface  contient  dix  couples  de  droites 
Km^  Kj)  ^*  d^^  couples  de  droites  (6^,^,  aj.  ') 


0  Je  viens  de  voir  que  cette  surface  a  été  étudiée  par  M.  Stuyvaebt,  dans 
Archives  viii.  35 
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§  13.  La  surface  axiale  de  Tordre  f{n)  que  nous  venons 
définir,  se  décomposera  si  une  des  directrices,  Cj,  rencontre  Fax 
Car  alors  le  plan  (CjZ)  est  coupé  par  les  autres  directrices 
\  n  {n  H-  3)  —  1  points,  et  chaque  C  tracée  par  ces  points,  rej 
sente  n  courbes  du  lieu,  parce  qu'elle  rencontre  n  fois  la  dn 
€^.  Par  suite,  le  plan  (c,Z)  appartient  n  fois  au  lieu. 

On  en  déduit  le  théorème  suivant. 

Les  courbes  planes  du  ri"^  degré,  situées  dans  les  plans  d^v/a  f 
ceau  à  Vaxe  l,  qui  rencontrent  l  en  s  points  fixes  et  s'appuient 
I  n  (?i  -h  3)  —s  droites  arbitraires,  forment  v/ae  surface  axiale  d'&i 
ln{n+  l)(n  -t  2)  —  m. 

L'axe  l  eM  une  droite  multiple  d'ordre  in{n^  -f-Sn  —  1)  —m 
les  s  points  fixm  sont  des  points  multiples  d'ordre  in{n^  -h  3n  - 

STl  —  1- 

Pour  71  =  2,  5  =  1  nous  retrouvons  la  surface  axiale  du  sixii 
degré  avec  un  point  quintuple  O,  une  droite  quadruple  l  et  quî 
directrices  CuC^^c^jCi^  (§  9). 

Elle  renferme  quatorze  couples  de  droites  simples,  c'esirà-c 
huit  transversales  de  l  et  de  trois  directrices,  a^gs,  6123;  (^mi 
0^14  1  ^vu^  %in  ^^uî  rencontrées  respectivement  par  huit  droites  6^, 
/j^,  ^tiî  ^^'z^  ^2î  '^tJ  ''i  passant  par  0;  puis  six  transversales  d 
nouple  de  directrices  menées  par  0  qu'on  peut  désigner 
a,^,  Qit^y  a^^,  a.^t  a.^,  a^^  et  qui  sont  respectivement  coupées  par 
droites  6.^ ,  h,^,  h,^,  h^.^,  b^^,  b^^  dont  chacune  s'appuie  sur  deux  di 
triées  et  sur  Taxe  L 

Pour  n  =  2,  s  =  2  nous  rentombons  sur  la  surface  axiale 
quatrième  degré  avec  deux  points  triples,  0  et  0,  considérée  au 

Elle    contient   quatorze    droites   simples:    en    premier   lieu 
transversales  a^^  et  fei^^  des  droites  Z,  c,,C2  et  c^;  puis  les  trî 
versales  a^^.a^.^.a^  d'un   couple  de  directrices,  menées  par  0, 
lesquelles   s'appuient  respectivement  les  droites  63,62»^!»  ^^ 
même,  les  droites  A,.j,  613,  623>  issues  de  Q  et  coupées  par  les  dro 
a^,  a^,  aj,  menées  par  0. 

§  14.    Au    lieu    d'une   surface   axiale   formée   par  des  cour 


sa  dissertation  inaugurale  „  Étude  de  quelques  surfaces  algébrique  engenà 
par  dm  cmirbe*'^  du  second  et  du  troisième  ordre^*'  Gand,  1902,  p.  15  —87.  C 
trouve  une  représentation  de  S«  sur  un  plan. 
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générales,  considérons  la  surface  engendrée  par  les  courbes  C**, 
situées  dans  les  plans  menés  par  Taxe  i,  s'appuyant  sur  2n  droi- 
tes c^  et  a^^ant  un  point  d'ordre  (n  —  1)  sur  la  directrice  d. 

Afin  de  déterminer  le  degré  de  cette  surface,  ce  qui  revient  à 
chercher  le  nombre  de  courbes  qui  s'appuient  sur  (2n  h-  1)  droites 
Cj^  et  sur  la  directrice  multiple  d,  nous  supposerons  que  les  droi- 
tes c  .1,  c^  .  o, .  • -c,.  . ,  rencontrent  Taxe  l 

Ija  courbe  C*  qui  se  trouve  dans  le  plan  (Cg,^,^^^»  y  coupe  les 
droites  c^jC2,C2f .  .c^n  ®t  passe  {n  —  1)  fois  par  la  trace  de  la  droite 
dj  remplace  n  courbes  vérifiant  les  conditions  du  problème.  Eu 
égard  aux  (n  -h  1)  plans  (c^Z),  nous  arrivons  à  un  nombre  de 
n(n-i-  1)  solutions. 

Si  une  courbe  (T  dégénère  de  manière  qu'elle  contient  l'axe  l, 
la  courbe  supplémentaire  C""^  se  décompose  en  {n  —  1)  droites  t 
qui  se  croisent  sur  d.  Pour  construire  une  telle  figure,  nous  déter- 
minons une  transversale  t^o  ^^s  droites  c^^c^jdet  /,  et  y  ajoutons 
les  (n  —  2)  droites  <3,  <4, . . .  <„  ^^  pl^^n  {t^^^  qui  unissent  la  trace 
de  d  aux  traces  des  droites  C3,  c^, . . . .  c„. 

D  est  clair  qu'on  obtient  par  ce  procédé  un  nombre  de  solu- 
tions égal  à  71 2  .  2. 

En  somme,  nous  avons  obtenu  (n  +  l)  n  +  n  {n  —  1)  =  2n^ 
solutions.  D'où  résulte: 

La  surface  axiale,  engendrée  par  des  courbes  d^ordre  n,  ayant  un 
point  d'ordre  (n —  1),  est  du  degré  2n^.  Elle  renferme  une  directrice 
d'ordre  {n  —  1),  2n  directrices  simples  et  une  droite  d'ordre  n  {2n  —  1). 

Remarquons  que,  pour  /i  =  2,  on  retombe  sur  la  /S^,  lieu  de 
coniques. 

La  surface  d'ordre  2n^  qui  vient  d'être  défini  renferme  un 
nombre  de  courbes  G**  décomposables. 

En  efiÎBt,  soit  f^^  ^^^  transversale  du  quadruple  c^yC2,d,l;  dans 
le  plan  (t^^l)  on  pourra  tracer  une  courbe  CT"^  ayant  sur  d  un 
point  d'ordre  {n  —  2)  et  s'appuyant  sur  les  droites  C3, . . .  Cg^.  Cette 
courbe  forme  avec  la  droite  t-^^  une  courbe  C"  située  sur  la  surface. 

Puis,  il  y  a  visiblement  2{n — 1)^  courbes  C'*~\  situées  dans 
des  plans  du  faisceau  (i),  s'appuyant  sur  2n  —  1  droites  c  et 
ayant  un  point  d'ordre  {n  —  2)  sur  la  droite  d.  Dans  le  plan 
d'une  telle  courbe  la  jonction  des  traces  de  d  et  de  la  dernière 

35* 
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directrice  c  forme  avec  C"  ~    une  courbe  décomposable  du  systè 
Le  nombre  de  droites  simples  qui  s'appuient  sur  les  droites  i 

Hples  l  et  dj    est  douG  égal  à  2^ .  2  (n  —  1)^  -h  {2n)2  .2  ou  bit 

2n{2n'  —  2n  +  1), 

En   particulier,  la  surface  axiale  S^^,  lieu  de  cubiques  à  no( 

renferme  78  droites  et  78  coniques  s'appuyant  sur  la  droite  doi 

d  et  la  droite  d^ordre  quinze  l. 

§  15*  Considérons  maintenant  le  lieu  des  courbes  C"  dans 
plans  du  faisceau  (l)  qui  ont  un  point  d'ordre  k  sur  la  dror 
et  s'appuient  sur  |  ti  (tu-  3)  —  {k{k  -^  1)  droites  c. 

En  y  ajoutant  encore  une  droite  c,  afin  de  déterminer  le  d( 
/^  (n)  de  la  surface,  nous  arrivons  aux  relations  suivantes 

/,(n)=n(n+l)4-/,(ri-l), 
f^{n-l)  =  {n~l)n+f,{n-2), 

f^Xk  +  2}  =  (fc  H-  2)  (fc  +  3)  ^f^(k  +  1). 

Or, /^{fc+1)  désigne  le  degré  de  la  surface  axiale,  lieu 
courbes  C^^^  douées  d'un  point  d'ordre  k.  C'est  donc  le  non 
2(fc+  1)^. 

En  observant  que  nous  avons  trouvé 

f(k^i)=i{k-^l){k'^2){k  +  S), 

et  que  ce  nombre  surpasse  le  nombre/^  [k  -\- 1)  de^  {k  -h  l)  k{k- 
noUH  pouvons  énoncer  le  théorème  complémentaire: 

La  surface  axiale  douée  d'une  directrice  d'ordre  k  est  du  c 
4  n  {n  -h  1)  {n  +  2)  -  -«  (jt  -h  1)  ifc  (A:  —  1). 

En  particulier,  il  en  résulte  qu'une  directrice  double  a  1' 
de  diminuer  le  degré  de  la  surface  de  deux  unités. 

§  16,  D'une  manière  analogue,  on  peut  déterminer  l'ordre/^ 
de  la  surface  axiale  avec  deux  directrices  doubles.  On  obtient  i 
une  suite  d'équations  terminée  par 

Ici  f^.,{é)  représente  le  nombre  de  quartiques  ayant  quatre  pc 
en  commun  avec  l'axe  i,  s'appuyant  sur  neuf  directrices  c 
ayant  dct^  points  doubles  sur  les  droites  d^  et  d^. 
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En  supposant  de  nouveau  que  les  droites  Cg,  Cg,  c^,  Cg,  Cç^  ren- 
contrent Taxe  i,  il  s'agit  de  considérer  des  cubiques  décomposables 
ayant  des  noeuds  sur  d^,  dj  ^*  s'appuyant  sur  c,,  Cj,  C3,  c^. 

Or,  ces  conditions  sont  vérifiées  en  premier  lieu  par  toute  conique 
qui  rencontre  les  six  droites  d^^  d2j  c^,  c^j  c^jC^,  complétée  par  la 
jonction  de  ses  intersections  avec  d|,  djî  ^^^^  nous  fournit  huit 
cubiques  dégénérées. 

Puis,  une  transversale  des  droites  Z,  dj,  dj  ®*  ^4  P^^t  ^^^^  com- 
binée avec  la  conique  qui  la  rencontre  sur  d,,  dj  et  s'appuie 
sur  c,,  Cj  et  C3. 

De  cette  manière,  on  obtient  encore  huit  solutions. 

Donc,  au  lieu  du  nombre  /(3)  =  20,  il  faut  écrire  f^^  (3)  =  16, 
de  sorte  que  la  surface  axiale  avec  deux  directrices  doubles  est  de 
l'ordre  |  n  (n  -h  1)  (71  +  2)  —  4. 


§  17.  Le  nombre  des  courbes  du  quatrième  ordre  dans  les 
plans  du  faisceau  Z,  ayant  des  noeuds  sur  les  droites  dj,  d^,  ^3 
et  recontrant  les  droites  Cj,  Cj,  C3,  c^,  Cg,  Cg,  ne  peut  être  déter- 
miné par  le  procédé  employé  jusqu'ici. 

En  effet,  si  les  droites  Cj,  C3,  0^,05,  Cg  coupent  l'axe  l,  il  s'agit 
de  construire  des  cubiques  à  trois  points  doubles.  Or,  on  obtient 
une  telle  figure  en  combinant  une  droite  double  rencontrant  Z, 
dj,  dj  et  d^,  avec  une  droite  arbitraire  qui  s'appuie  sur  cette 
transversale,  sur  l  et  sur  c,.  Par  conséquent,  cet  arrangement  des 
droites  c  est  trop  spéciale,  pour  qu'on  puisse  utiliser  le  principe 
de  la  conservation  du  nombre. 

Toutefois,  une  légère  modification  nous  permettra  de  déterminer 
le  nombre  cherché. 

Supposons  que  les  droites  c^,  c^,  Cg  et  d^  rencontrent  l'axe  l 

Dans  le  plan  (djZ),  considérons  le  réseau  de  quartiques  passant 
par  les  traces  de  Cj,  Cj,  C3,  c^,  Cg,  Cg  et  ayant  des  noeuds  sur. 
d,,  dj.  Le  lieu  des  points  où  une  courbe  du  réseau  a  un  troisième 
noeud,  est,  comme  on  sait,  une  courbe  du  neuvièriie  degré.  Par 
suite,  le  plan  {d^l)  contient  neuf  quartiques  ayant  un  troisième 
noeud  sur  ^3. 

11  va  sans  dire  que  chacun  des  plans  (c^l),  (c^l),  (c^l)  renferme 
une  courbe  qui  représente  quatre  solutions  du  problème. 

Quant  aux  quartiques  décomposables,  on  aura  affaire  avec  des 
figures  constituées  par  l'axe   l  et   une  cubique  dégénérée,  menée 
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par  le  point  (^,^3),  ayant  des  noeuds  sur  d^,  d^   et  s'appuj 
sur  Cj,  C2,  C3. 

Ces  conditions  sont  satisfaites  d'abord  par  chacune  des 
coniques  qu'on  peut  tracer  par  le  point  (^,^3)  de  sorte  qu'( 
rencontrent  les  droites  d^,  d^,  c,,  Cj,  c^  (§  13),  pourvu  qu'o 
ajoute  la  jonction  de  ses  intersections  avec  d,,  dj- 

En  second  lieu,  considérons  la  transversale  de  d^  et  d^  m( 
par  le  point  (^,^3);  elle  forme  une  cubique  dégénérée  ave 
conique  qu'elle  coupe  sur  d^,  d^  et  qui  s'appuie  sur  Cj,  Cj,  c. 

Enfin    on    arrive   à   six   nouvelles  figures  en   construisant 
transversale  des  droites   /,  d^,  dj?  ^;t  (^  =  1»  2,  3)  et  la  conique 
passe  par  le  point  {lA^),  s'appuie  sur  les  droites  c^  c^etrenoo 

la  transversale  sur  d,   et  dj. 

En  résumé,  le  nombre  de  quartiques  vérifiant  les  conditionÉ 
problème  est  égal  à9-H  12  4-64-1-1-6  =  34. 

Il  en  résulte  que  la  surface  axiale  avec  trois  directrices  dm 
est  de  Vordre  |  n  (n  -h  1)  (n  4-  2)  —  6. 


( 


§  18.  D'une  manière  analogue,  on  peut  déterminer  Tinflui 
de  d  directrices  doubles. 

Soient  données  la  droite  l,  d  droites  d  et  y,^  =  y  ^  (^  +  3)  - 
droites  c. 

Pour  déterminer  le  nombre  g)  (n,  d)  des  courbes  C*  dont  le  ] 
passe  par  l,  qui  s'appuient  sur  (/„-+-  1)  droites  c  et  ont  un  p 
double  sur  chaque   droite  d,  nous  supposons  que  ^0  droites 
(n  -H  1  —  2^q)  droites  c  rencontrent  l'axe  L 

Alors  il  y  a  trois  groupes  de  courbes  vérifiant  les  condit 
du  problème:  (1)  courbes  dans  un  plan  (id),  (2)  courbes  dans 
plan   (Zc),  (3)  courbes  C^  décomposables  contenant  la  droite  l 

(1)  Dans  un  plan  (Zdj)  il  y  a  un  réseau  de  courbes  C*  pas 
par  les  traces  des  (/„  H-  1)  droites  c  et  ayant  un  noeud  dan 
trace  de   chacune  de   {S — 1)   droites  d;   en  effet,  on  a 

[  1  (7^  4.  1)  (n  -f-  2)  —  35]  -f-  3  (r5  —  1  )  =  1 71  (n  -H  3)  —  2. 

Or,  ce  réseau  renferme  3{n — 1)  courbes  ayant  un  noeud 
dj  ;  par  suite  le  groupe  (1)  contient  3(71  —  1)^0  courbes  s 
faisant  aux  conditions. 

(2)  Dans  un  plan  (Zc,)  on  peut  mener  une  courbe  C  pai 
traces  des  7^  droites  c  et  deux  fois  par  chaque  trace  d'une  di 
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d;  en  effet,  on  a  y^  4- 35  =  |7i(7H- 3).  Remarquons  que  cette 
courbe  rencontre  n  fois  la  droite  Cj,  de  sorte  qu'elle  représente  n 
solutions  du  problème. 

(3)  Si  Taxe  l  fait  partie  d'une  C^  décomposable,  la  courbe  com- 
plémentaire passe  par  3^^  points  de  h  s'appuie  sur  (y^  -^  1)  — 
(n  4- 1  —  23 q)  droites  c  et  a  des  noeuds  sur  {S  —  ^o)  droites  d. 

Puisqu'on  a  3^  ^{y^  -f  1)  — (n  -h  1  —  2<îo)  -^^(3—3^)  =  i-n(n 4- 1), 
il  y  a  un  nombre  fini  de  ces  courbes  (T  ^  ^  qu'il  faut  désigner  par 
ç)(n—  l,<î  -  3q)  —  ^0  (^  —  !)• 

En  effet,  le  nombre  (p{n—l,3  —  3q)  se  rapporte  au  cas  où 
aucune  des  directrices  simples  rencontre  l'axe  l;  si  une  d'elles 
s'appuie  sur  l,  le  degré  de  la  surface  axiale  est  diminué  de  {n  —  1) 
unités  (comparez  le  §  13). 

Par  conséquent,  nous  avons  obtenu  la  relation 

^p{n,Ô)  =  Z{n—l)3^'^{n'hl~28^)n'i-(p{n—l,8  —  3^)  —  {n—\)3^, 
ou  bien 

<p{n,3)  =  <p{n—l,d  —  3^)  4-  n  (tih-  1)  —  2^^. 

En  appliquant  cette  formule,  on  arrivera  enfin  à  un  nombre 
(f{p,0)  relatif  à  un  groupe  de  courbes  C^  sans  points  doubles; 
il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  fp{p,0)  par /(j^). 

En  comparant  la  formule  de  réduction  avec  la  relation 

f(n)=f{n—l)  -hn(7i-i-  1), 

relative  aux  cas  des  courbes  générales,  on  obtient  visiblement 
l'équation 

q>{n,3)=f{n)-23. 

Par  exemple,  le  degré  de  la  surface  axiale  engendrée  par  des 
quintiques  à  six  noeuds  se  détermine  par  la  suite  suivante: 

<p  (5,6)  =  (f  (4,3)  -h  5.6  —  3.2, 
*)  (4,3)  =  y  (3,1) -4- 4.5 -2.2, 
(^(3,1)  =  9)  (2,0) -h  3.4  — 1.2, 
g)  (2,0)  =  f  (2)  =  2.3 +  1.2. 

Il  en  résulte  (f  (5,6)  =  f{6)  —  6.2  =  58. 
Nous  pouvons  maintenant  énoncer  le  théorème  suivant: 
Le   lieu  âes  courbes  dHordre  n,  situées  dans  les  plans  d^wn  faisceau 
(i)i  ayant  des  points   doubles  sur   3   droites   d   et  s'appuyant  sur 
J  n  {n  +  3)  —  ^3  droites  c,   est  une  surfer  axiale  d^ordre  q>  (n,  3)  = 
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in{n 


1)  (n  +  2)  —  23,    avec    â    droites    doubles    d   et  une  d 
rmiltiple  l  d'ordre  ff  (n/))  —  n. 


§  19,  Supposons  qu'une  directrice  double  d  rencontre  Ta: 
Alors  tout  point  de  d  peut  être  considéré  comme  un  noeud  d 
courbe  C"  située  dans  le  plan  (Id)  et  vérifiant  les  conditions  i 
tioiinelles.  Donc,  ce  plan  appartient  à  la  surface  axiale,  et  le 
des  courbes  ayant  un  noeud  dans  le  point  d'intersection  L 
droites  d  et  l,  sera  une  surface  d'ordre  q>{n^d)  —  1,  ayante 
un  point  multiple  d'ordre  <p  (n,  S)  —  {n  —  1). 

Eu  égard  au  théorècne  du  §  13,  on  arrive  donc  à  Tén 
suivant  : 

Le  lieu  des  c&wrbes  du  n"""  degré  qui  rencontrent  la  droite  l 
points  Jixes  et  ont  des  noeuds  en  Sj  points  fixes  de  i,  tandis  qu 
sajqmient  sur  |  n  (n  H-  3)  —  ZS  —  s  — 3^2  directrices  simples  et  i 
directrices  doubles ^  est  une  surface  axiale  de  V ordre  Jn(n-f-l)(n 
—  2S  —  ns  —  s,. 


I  20*     Supposons  maiïitenant  qu'une  surface  axiale  soit  er 
drée  par  des  courbes  d'ordre  (a  -+-  r),  douées  d'un  point  d'ordre 
d'un  point  d'ordre  r,  respectivement  situés  sur  les  droites  m 
soit  /i  >  t\ 

Alors  le  nombre  de  directrices  simples  doit  être  égal  à 

[  {fi  +  /')  («  +  *^  +   3)  —  J  a  (/4  +    1)  —  I  /;  (/;  -h  1)  =  /!/;  H-  /i  -h 

Afin  de  déterminer  le  degré  de  la  surface,  ou,  ce  qui  re^ 
au  même,  le  nombre  t(f  0*  -{-y;  fi,y)  des  courbes  sappuyani 
m,  71  et  sur  (;*  -t-  1)  (*'  4-  1)  droites  simples,  supposons  de  nou 
que  [w  -h  r  +  I)  de  ces  droites  rencontrent  l. 

II  est  clair  que  chacune  de  ces  droites  est  (u  -h  v)  fois  ce 
par  Tunique  courbe  située  dans  le  plan  qui  l'unit  à  l'axe  /. 

Outre  ces  (/^  +  *)  (/*  h-  ^  +  1)  solutions  propres  on  a  les  coi 
impropres  dont  fait  partie  Taxe  l 

Puisque  la  courbe  complémentaire  d'ordre  (i^  -h  y  —  1)  doit  \ 
un  point  ^^^^  et  un  point  y^^\  elle  se  composera  d'une  droite 
s'appuie  sur  les  directrices  multiples  m,n  et  d'une  courb 
degré   (^a  -h  *^  --  2)   avec  un  point  (/i  —  1)^^®  et  un  point  {y  — 

Or,  il  y  a  un  nombre  de  ip  {fi  -h  p  —  2;  fi  —  1,  i'  —  1)  coi 
qui  s'appuient  sur   les  /i  p  directrices  que  l  ne  rencc 


a 


#  +  *^ 
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pas.  La  droite  complémentaire  unit  les  traces  de  m  et  n  sur  le 
plan  de  la  courbe  correspondante. 

Puis,  il  peut  arriver  que  cette  droite  coupe  une  des  i*p  direc- 
trices; le  plan  qu'elle  détermine  avec  l  renferme  alors  une  courbe 
d'ordre  (a  -+-  f  —  2)  passant  par  les  traces  des  {fip  —  l)  autres 
directrices  et  ayant  des  points  multiples  d'ordre  (,a  —  1)  et  (r  —  1) 
sur  m  et  n. 

Il  est  visible  qu'il  y  a  2.ur  solutions  impropres  de  cette  espèce. 

Donc,  on  a  la  suite  suivante  de  relations: 

VC'^  +  *'?  A*,*')  =  (a*-*-^)  (A*-t-yH-  l)-t-2iii  l'-f-  V  if^-^-P  -  2;  ^  -  1,  y  -  1), 


rp{j*-p-^4](i^p-^2,2)  =  (j*-p^)(jA-.p+i)-^22{ii-p-{.2)-{^iy(ji-p^2;fi^ 

Or,  il  est  évident  que  l'on  a  (§  14) 

tp{f^-P^2;(i-p-^l,\)^2{f^-p-^2)\ 

Le  nombre  des  relations  étant  {p  —  1),  il  en  résulte  visiblement, 
pour  fi  —  !'=«, 

^,ij.^p;ii,p)^{p-l){e'-^lSé+28)M'^^^){p-2){Se^lQ^ 

^-2(.  +  2)^ 

Pour  i'  =  1 ,  on  retrouve  naturellement  le  nombre  connu 

V.0.  +  l;/i,l)  =  2(^-hl)^ 
Pour  z'  =  2,  on  aura 

V;0i  +  2;.u,2)  =  3(/i-t-l)(M  +  2). 

Pour  p  =  Sy  on  trouve 

,pCa-t-3;^,3)  =  4(^  +  l)(M-t-3). 
Supposons  qu'on  ait  en  général 

il,{fi-^v  -2;  fA  -  ly p  -'l)=zPfi{fi'^p  -2). 

Parce  que 

ip{fi^v;fi,p)  =  (fi-\-v){fi-{-p-\-\)'{-^{l*-\-p  '-2;fA  -l,p  -l), 

il  en  résulte  la  relation 

V  (m  +  ï'  ;  M,  »')  =  (m  +  y)  (m  -t- 1  )  (^  -H  1  )• 

Par  conséquent  nous  avons  obtenu  le  théorème  suivant: 
Archives  viii.  36 
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La  surfdce  axiale  engendrée  'par  des  courbes  d^ordre  (^  -h  v)  ave 
point  d'ordre  fi  et  im  point  d'ordre  v,  est  du  degré  {fi  -H  v)  (/*  4- 1)  (v  - 

§  21.  Soit  maintenant  n  >  fi  -h  v^  et  considérons  la  surface  a: 
formée  par  des  courbes  d'ordre  n  ayant  un  point  fi^^^  et  un  poin 
On  arrive  d'abord  aux  relations 

tp{n]fi,v)=n{n-hi)'^  ilf{n  —  l]  /i,v), 


1//  (/i  -H  V  -h  1  ;  ^,  v)  =  (^  4-  V  H-  1)  (^  4-  V  4-  2)  H-  V^  (/t  +  v;  .a,  v), 

qui   ont  la  même   forme   que  les  relations  correspondantes  ( 
fonction  f(n). 
Donc,  on  aura 

ip  {n;  fi,v)  =  xp{fi-hv;fi^v)  ^f{n)  —f{f*  -H  v). 

Or,  on  a 

/(^H-v)-V'(^  +  v;^,v)  =  j(^  +  v)(^  +  vH-l)(^  +  v4-2)-(Ai-t-v)(^+l)(v 

Par  suite,  on  trouve  finalement 
v;(7i;^,v)  =  ^n(7i+l)(n  +  2)-^(/.  — l)^(^-f  l)-i(v— l)v(v 

En  comparant  cette  relation  avec  la  formule  du  §  15,  od 
que  les  corrections  dues  aux  deux  droites  multiples  sont  r 
ellement  indépendantes. 

§  22.  Examinons  encore  Tinfluence  d'une  directrice  cuspida 
Soit  donné  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  n  ayant  des  n< 
en  un  point  N.  Les  couples  de  tangentes  en  N  forment  une 
lution  dont  les  rayons  doubles  représentent  les  tangentes  à 
courbes  qui  ont  un  point  de  rebroussement  en  N.  Donc,  un  fai 
de  courbes  C'*,  avec  {(n^  -h  3n  —  8)  points  de  base  simples 
point  de  base  double,  renferme  deux  courbes  avec  un  poi 
rebroussement. 

Si,  pour  n  :=  3,  quatre  points  de  base  sont  placés  sur  une  d 
chaque  courbe  se  compose  de  deux  droites  fixes  et  une  < 
variable.  Donc,  les  rayons  doubles  de  Tinvolution  coïncide 
il  y  a  une  cubique,  formée  par  une  droite  simple  et  une  ( 
double;  cette  cubique  remplace  deux  courbes  à  point  de  rel 
sèment. 
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Cela  posé,  cherchons  le  degré  du  lieu  des  courbes  CT  dans  les 
plans  menés  par  Z,  ayant  des  points  de  rebroussement  sur  la 
droite  r  et  rencontrant  \{n^  +  3n —  8)  droites  c. 

En  y  ajoutant  encore  une  droite  c,  et  en  suppossant  que  (71+  1) 
des  droites  c  s'appuient  sur  Taxe  l,  on  voit  en  premier  lieu,  que 
chaque  plan  {le)  contient  deux  courbes  (T  qui  représentent  2 n  solu- 
tions du  problème,  puisqu'elles  rencontrent  Tune  des  droites  c  en 
n  points. 

Les  autres  courbes  vérifiant  les  conditions,  doivent  dégénérer  en 
l  et  en  une  C*  ~  ^  avec  un  point  de  rebroussement  sur  r  en  rencon- 
trant \{n—  \){n  +  2)  —  3  droites  fixes. 

Par  suite,  on  obtient  la  relation  suivante: 

F{n)  =  2n{n-¥\)  +  F{n  —  \), 

Eu  l'appliquant  à  plusieurs  reprises,  on  arrive  finalement  aux 
formules 

i^(4)  =  2.4.5-i-i^(3), 

i^  (3)  =  2.3.4  +  ^(2). 

Ici  F  (2)  désigne  deux  fois  le  nombre  des  droites  qui  s'appuient 
sur  Z,  r  et  deux  autres  droites;  c'est  donc  4. 
Maintenant  on  trouve  facilement 

i?' (n)  =  I n (714- 1  ) (n-i-  2 )  —  1 2. 

Evidemment,  chaque  directrice  c  est  un  droite  double  de  la 
surface  et  la  directrice  r  est  doublement  cuspidale.  Finalement, 
Taxe  l  est  une  droite  multiple  d'ordre  F{n)  —  2  n. 

§  23.  Revenons  à  la  surface  axiale  d'ordre /(n.).  Soit  G^  une 
courbe  gauche  quelconque,  d'ordre  p,  Cj  une  directrice  de  la  surface. 

Il  est  clair  que  pf{n)  courbes  C"  dont  les  plans  passent  par 
Taxe  /,  sont  rencontrées  par  G^  et  par  les  |  n  (71  -h  3)  directrices  c. 

Considérons  maintenant  la  surface  engendrée  par  les  courbes 
CT  qui  s'appuient  sur  G^  et  sur  1 71(71-+-  3)  —  1  droites  c;  ce  sera 
visiblement  une  surface  d'ordre  pf(n). 

Puisque  tout  plan,  mené  par  l,  contient  p  courbes  C,  l'axe  l 
sera  une  droite  multiple  d'ordre  pf{n)—pn,  tandis  que  chaque 

directrice  c  est  une  droite  p^^^. 
Il  est  visible  qu'on   peut,  de  la  même  manière,  remplacer  une 

36* 
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I 


des  directrices  c  de  la  nouvelle  surface  par  une  courbe  gauche 

En  continuant  d'appliquer  ce  procédé,  on  arrive  finaleme 
une  surface  d'ordre  /  (n)  Upj.,  [A:  =  1  jusqu'à  À:  =  ^  n  (n  4-  3)],  foi 
de  courbes  C"  qui  s'appuient  sur  |  n  (n  -h  3)  courbes  gauches 
dre  Pj^  et  rencontrent  n  fois  Taxe  l. 

Il  va  sans  dire  que  cette  nouvelle  surface  axiale  se  decomp( 
si  les  directrices  ont  des  points  en  commun. 

En  retournant  à  la  surface  axiale  avec  tme  directrice  ce 
(?'',  nous  supposons  que  cette  courbe  rencontre  {p  —  1)  fois  1 
alors  tout  plan,  mené  par  l,  renferme  une  courbe  C*.  Parce 
la  courbe  G^  rencontre  la  surface  axiale  d'ordre  f{n)  enpf{ 
—  {p  —  l)lf{n) — n]  points  situés  hors  de  l'axe  l,  la  non 
surface  axiale  sera  d'ordre  f{n)  -{- {p  —  i)n. 

Si  la  directrice  G^'  a  un  point  en  commun  avec  une  dro 
le  plan  qui  unit  ce  point  à  Taxe  renferme  un  faisceau  de  coi 
C"'.  Ces  courbes  n'appartiennent  pas  à  la  surface,  puisqu'elh 
rencontrent  pas  les  directrices  c  et  G^'  en  deux  points  diflG§r 
par  suite,  le  degré  de  la  surface  axiale  est  diminué  d'une  i 


Surfaces  d'ordre  n  avec  nne  droite  mnltiple 
d'ordre  (n-2). 


§  24.  Si  la  surface  S'*  renferme  la  droite  multiple  l  d' 
(71—2),  tout  plan,  mené  par  Z,  contient  une  conique,  i 
dans  S^ 

Cherchons  le  degré  de  la  courbe  formée  par  les  centres  c 
coniques. 

Cela  revient  à  déterminer  le  nombre  des  intersections  de 
courbe  avec  le  plan  à  l'infini,  ou  bien  le  nombre  des  pan 
du  système. 

L'intersection  de  S''  avec  le  plan  à  l'infini  est  une  courbe  Cl 
un  point  (n  ~  2/'^''  L^,  donc  une  courbe  de  la  classe  n(n  — 
{n  —  2)  (71  —  3)  =^  4n  —  6.  Elle  possède  un  nombre  de  tanj 
issues  de  L^,  représenté  par  {4.n  —  6)  -  2  (7i  —  2). 
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Puisque  chacune  de  ces  tangentes  détermine  avec  l  un  plan 
qui  rencontre  /S"  en  une  parabole,  le  lieu  des  centres  des  coniques 
sera  une  courbe  gauche  d'ordre  2  {n  —  1) . 

Comme  tout  plan  mené  par  l  contient  une  conique,  Taxe  l  est 
une  sécante  multiple  d'ordre  (2n  —  3). 

Parce  que  la  courbe  des  centres  rencontre  S''  (2n  —  3)(n  —  2) 
fois  sur  l  et  (27i  —  2)   fois   à   l'infini,    il   y   a   n(27i  — 2)  — 
[In  —  3)  (n  —  2)  —  c2n  —  2)  =  3n  —  4    coniques   dont  le  centre  se 
trouve  dans  S**,  hors  de  l,  donc  sur  la  conique  même. 

Puisqu'une  telle  conique  se  compose  de  deux  droites,  on  a  le 
théorème  bien  connu: 

Uine  sv/rfojce  d'ordre  n  avec  une  droite  {n  —  2)^*''  contient  {dn  —  4) 
œuples  de  droites  simples  s'appuyant  sur  la  droite  multiple. 

§  25.  Cherchons  encore  le  nombre  d'hyperboles  équilatères  du 
système. 

Parce  que  les  points  à  l'infini  d'une  telle  hyperbole  sont  conju- 
gués par  rapport  au  cercle  de  Tinfini,  J^,  nous  déterminerons  le 
degré  de  la  courbe,  lieu  des  points  Q^  qui,  sur  les  droites  issues 
de  L^,  sont,  par  rapport  au  cercle  /^,  conjugués  aux  points  P^ 
où  une  telle  droite  coupe  la  surface  S"". 

La  polaire  du  point  L^  par  rapport  à  J^  rencontre  C^  en  n 
points  P^  dont  les  conjugués  Q^  coïncident  avec  L^.  Le  lieu 
cherché  a  donc  un  point  n^^^  en  L^. 

D'ailleurs,  toute  droite  à  l'infini,  menée  par  L^,  porte  deux 
points  Q^  ;  par  suite,  les  points  Q^  forment  une  courbe  d'ordre 
(n  +  2). 

Cette  courbe  rencontre  C^  n{n~2)  fois  en  L^,  et  2n  fois  sur 
II;  en  eflFet,  si  un  point  P^  se  trouve  sur  le  cercle  de  Tinfini,  il 
coïncide  avec  son  conjugué  Q^. 

Les  intersections  restantes,  au  nombre  de  n{n-h2)  —  n{n—  2)  — 
— 2n  =  2n,  forment  visiblement  n  couples  de  points  conjugués  par 
rapport  à  /^  ;  par  conséquent  elles  appartiennent  à  n  hyperboles 
équilatères. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  le  théorème  suivant: 

Une  Sfwrface  d'ordre  n  avec  une  droite  {n  —  2f  ^  renferme  n  hyper- 
boles équilatères,  (2n  —  2)  paraboles  et  {Sn  —  4)  coniques  dégénérées 
en  un  couple  de  droites. 
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Remarquons  encore  qu'il  y  a  {2n  —  3)  coniques  dont  le  cei 
se  trouve  sur  la  droite  multiple. 

§  26.  Si,  en  particulier,  S^  renferme  une  droite  double  d  rem 
trant  la  droite  {n  —  2)^^"^  /,  la  courbe  (7^  sera  de  la  classe  (4n- 
et  le  lieu  des  centres  devient  une  courbe  d'ordre  {2n  —  4). 

Puisque  la  droite  double  d  représente  une  conique  du  systè 
un  de  ses  points  doit  être  situé  sur  la  courbe  des  centres.  Il 
résulte  que  celle-ci  rencontre  S'*  en  n(2n  —  4)  ~  {2n —  5)  (n  —  2)— 
-(27i  —  4)  =  3n  —  8  points. 

Par  conséquent,  une  droite  double  s' appuyant  sur  la  droite  {n — I 
remplace  quatre  couples  de  droites. 


§  27.  Il  résulte  du  §  1  que  Ton  peut  faire  passer  une  S'\  s 
une  droite  {n  —  2f^^  donnée,  par  cinq  droites  arbitraires  qui 
s'appuient  pas  sur  la  droite  multiple,  à  condition  que  n  >  6. 

D'autre  part,  on  déduit  du  §  12  que  cette  surface  doit  se  c 
poser  de  la  surface  axiale  S^,  engendrée  par  des  coniques,  et  c 
nombre  de  plans. 

Par  conséquent  une  surface  axiale  S^,  avec  une  droite  (n  —  \ 
renferme  tout  au  plus  quatre  droites  c,  si  l'on  a  n  >  8. 

Pour  démontrer  l'existence  d'une  telle  /S**,  revenons  aux  rei 
ques  faites  au  §  23. 

Soit  G^  une  courbe  gauche  qui  rencontre  {p  —  1)  fois  l'a: 
d'une  surface  axiale  S^,   à  cinq  directrices  droites  c.  Suppos 

de  plus,  que  G^  s'appuie  respectivement  en  7i,72>y3>y4P^ 
sur  les  droites  Cj,  c^^  Cj,  c^.  Alors  le  nombre  d'intersections 
G^  et  S^,  hors  des  droites  l  et  c,  est  égal  à  8p  —  6(p  —  1)  — - 

Par  suite,  on  a  le  théorème  suivant: 

Le  lieu  des  coniques  qui  rencontrent  deux  fois  la  droite  l  et  i 
puient  en  des  points  différents  sur  q\mtre  droites  c  et  sur  une  co 
gauche  d'ordre  p,  qui  rencontre  l,  c^.c^yC^^Cj^  en  (p—  1),  y  j ,  /j»  Y2 
points^  est  une  surfax^e  ojxiale  d^ ordre  {2p  -h  6)  —  (/j  -H  72  -H  73  + 
Uaxe  l  est  une  droite  d'ordre  {2p  -h  4)  —  -^7. 

En  posant  7^  =  0,  le  degré  de  la  surface  devient  {2p  -h  6)  ;  j 
7i  =  1,  72  =  73  =  74  =  0,  on  trouve  (2j9  +  5)  pour  l'ordre. 

Par  conséquent,  on  peut  construire  une  surface  d'ordre  2m,  i 
une  droite  d'ordre   (2m  —  2),   si  l'on  prend   pour  directrices 
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courbe  gauche  d'ordre  (m  —  3),  avec  une  sécante  (m  —  4)^^®  l  et 
quatre  droites  arbitraires  c. 

Pour  construire  une  surface  d'ordre  (2m  —  1),  il  suffit  de  placer 
l'une  des  droites  c  de  manière  qu'elle  a  un  point  en  commun 
avec  la  directrice  courbe. 


§  28.    Considérons  la  surface  axiale  S      qui  vient  d'être  définie. 

Elle  renferme  visiblement  les  deux  transversales  a^^  et  a\^  des 
droites  Z,  Cj,  c^,  c^;  les  plans  (^gs)  ®*  (^123)  J^arquent  sur  la 
surface  les  droites  6^  et  b\  qui  s'appuient  sur  c^,  (J'"~^  et  l 

De  même,  on  a  les  couples  de  droites  (a^^iy  ^3)?  (^'i24>  ^'3)»  (^i34>  ^2)9 
{(^'my^W  (<h3ij^i\  («'234»  &'i)- 

L'hyperboloïde  déterminé  par  les  droites  l,  c^,  c^  est  coupé  par 

la  directrice  CT'^  en  (m— 2)  points  situées  hors  de  ces  trois 
droites;  par  chacun  de  ces  points  il  passe  une  transversale  de 
î,c,,C2  qui  appartient  à  la  surface. 

Désignons  ces  droites  par  aj*\  où  fe=  1,  2, . .  .  (m  —  2).  Le  plan 
(feij^^)  contient  une  nouvelle  droite  de  S^"^  qui  s'appuie  sur  c^^c^^l; 
convenons  de  l'indiquer  par  6^^- 

De  même,  on  trouve  cinq  nouveaux  groupes  de  (m  —  2)  couples, 
en  combinant  G"*~^  avec  un  autre  couple  de  droites  c. 

En  somme,  nous  avons  trouvé  4x2-h6(m  —  2)  =  6m— 4  cou- 
ples de  droites,  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  §  24. 

La  configuration  des  droites  simples  de  la  surface  peut  être 
représentée  de  la  manière  suivante: 
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Avec  une  légère  modification,  le  raisonnement  précédent  s'appli- 
que à  la  surface  axiale  S^"*"^  avec  la  directrice  d'ordre  (m  — 3), 
ayant  un  point  en  commun  avec  la  directrice  c^.  Il  est  clair  que 
chacun  des  hyperboloïdes  (Ic^  cj,  {Ic^  cj,  (Ic^  c^)  fournit  mainte- 
nant  (m  —  3)  droites  a,  parce  que  l'intersection  de  c^  et  G  ne 
se  trouve  pas  sur  une  droite  a. 

Par  conséquent,  il  suflBt  d'écarter  du  tableau  de  la  configuration 
les  droites  af/''^  a^^-'^  a?*"'^  et  leurs  associées  6^"^  6! 


«-2)    i(m-2) 


13 


§  29.  En  combinant  la  surface  axiale  d'ordre  {2p  4-  6),  clouée 
d'une  directrice  gauche  G^  et  des  directrices  droites  Cj,  Cj,  ^3,^4, 
avec  une  courbe  gauche  G^,  ayant  pour  sécante  d'ordre  (ç  — 1) 
l'axe  l  de  la  surface,  on  obtient  le  théorème  suivant: 
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Le  lieu  des  coniques^  situées  dans  les  plans  d^un  faisceau  avec  Vaxe 
l,  qui  s'appuient  sur  trois  droites  Cj,  Cj,  c^  et  sur  deux  courbes 
gauches  G^^  G^,  ayant  pour  sécantes  d'ordre  (p  —  1),  (q  —  1)  la  droite 
l,  est  une  surface  du  degré  2  (p  -+-  g  4-  2)  avec  une  droite  multiple 
d'ordre  2  (p  4-  g  -h  1). 

D'après  le  §  24,  cette  surface  renferme  (6jp  -h  6g  -h  8)  couples 
de  droites  s'appuyant  sur  la  droite  multiple  l  Examinons  leurs 
relations  avec  les  directrices. 

En  cherchant  le  nombre  des  génératrices  de  Thyperboloïde  (Ic^  c^) 
rencontrées  par  G^  en  des  points  hors  des  directrices  droites,  on 
arrive  à  un  nombre  de  (j9  -t-  1)  droites  situées  dans  la  surface. 

Ce  nombre  indique,  en  même  temps,  le  degré  de  la  surface 
réglée  définie  par  les  directrices  i,  c,,  G^.  Parce  que  l  est  visible- 
ment une  droite  p^^"^  de  cette  surface,  le  nombre  des  transversales 
de  Z,  Cl,  G^y  G^  est  égal  à  {p -h  l)q—p(q  —  l)=p  +  q;  il  est 
évident  que  ces  droites  appartiennent  à  la  surface  axiale. 

En  résumé,  cette  surface  renferme  3  (p  -h  g)  droites  rencontrées 
par  une  directrice  c  et  par  les  directrices  courbes  ;  3  (  j9  -+-  I  )  -î- 
3  (g  4-  1)  droites  s'appuyant  sur  deux  directrices  c  et  sur  Tune  des 
directrices  courbes;  finalement  deux  droites  coupées  par  c^yC2,c^. 
Avec  leurs  droites  associées,  elles  forment  (6p  +  6g  +  8)  couples. 

En  combinant  la  surface  axiale  d'ordre  2  (p  +  g  +  2)  avec  une 
courbe  gauche  G^  qui  rencontre  (r—  I)  fois  l'axe  l,  on  arrive  à 
une  surface  d'ordre  2  (jp  +  g  -h  r  -h  1)  avec  deux  directrices  droites 
Cl,  Cj  et  trois  directrices  courbes  G^,  G^,  G^ 

De  la  même  manière,  on  obtient  une  surface  d'ordre  2{p  -\-  q 
+  r  4-  s)  avec  une  seule  directrice  droite,  et  une  surface  d'ordre 
2{j9-t-g4-r4-S4-<  —  1)    avec   cinq   directrices   courbes   d'ordres 

Py  ?,  ^,  ^,   t' 

§  30  Revenons  à  la  surface  axiale  du  huitième  degré,  engendrée 
par  des  coniques  qui  rencontrent  cinq  droites  c. 

Supposons  que  les  droites  Cj,  Cg,  Cj,  c^  et  l,  aient  une  trans- 
versale 01234. 

Alors  le  plan  {la^2âù  contient  une  infinité  de  coniques  appar- 
tenant au  lieu,  toutes  composées  de  la  droite  a^2M  ^^  ^'^^  rayon 
passant  par  la  trace  de  C5.  Par  conséquent,  la  surface  S^  dégénérera 
en  un  plan  et  une  S^,  avec  la  droite  quintuple  L 

Comme  la  transversale  a^o^^  remplace  les  droites  ajog,  a^cy^y  a^^^ 
Archives  viii.  37 
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®*  ^hsA  (§  12).  le  nombre  de  couples  de  droites,  rencontrées  par  i, 
est  diminué  de  trois  unités,  ce  qui  s'accorde  avec  le  nombre  fourni 
par  Texpression  (Sn  —  4). 

En  posant  les  droites  c  de  manière  qu'elles  possèdent  un  nombre 
convenable  de  transversales  dijj^p  on  peut  évidemment  obtenir  des        i 
surfaces  d'ordre  6,  5,  4  et  3.  \ 

Si  l'on  prend  les  cinq  droites  c  de  manière  qu'elles  s'appuient 
sur  une  droite  a^2Siô  ^^î  rencontre  l'axe  Z,  cette  transversale  rem- 
place les  dix  droites  a..^.,  de  sorte  que  la  surface  renferme  d'ail- 
leurs seulement  dix  couples  (6.^.^,  a^^).  ^ 

Puisque  la  droite  a|2;345  peut  être  considérée  comme  la  coïncidence 
de  deux  transversales  ai234  et  a'1235,  la  surface  axiale  se  décomposera 
en  un  plan  double  et  une  S^,  ayant  pour  droite  double  la  trans- 
versale «12345. 

Cela  s'accorde  avec  le  nombre  dix  des  couples  de  droites  que 
l'on  obtient  en  posant  n  =  6  dans  l'expression  (3n  —  8). 

Il  en  résulte  qu'une  surface  S**,  avec  une  droite  (n  —  2)^^"^  l  et 
une  droite  double  d  qui  la  rencontre,  ne  peut  renfermer  que  quatre 
droites  c  arbitraires,  s'appuyant  sur  d. 

Pour  construire  une  telle  surface  d'ordre  n  —  2m,  il  suflBt  d'ima- 
giner une  directrice  courbe  d'ordre  (m  —  2)  qui  rencontre  (m  —  3) 
fois  l'axe  l  et  une  fois  la  droite  double  d. 

Si  l'on  a  n  =  2m  —  1 ,  on  obtient  la  surface  analogue  en  choi- 
sissant les  droites  c  de  manière  que  deux  d'elles  se  coupent. 

§  31.  Supposons  qu'une  surface  S**  admette  les  points  (71  —  1)^^'^ 
0  et  Q. 

Alors  chaque  plan  mené  par  OQ  ^  Z,  rencontre  S"  en  une  conique 

et  en  la  droite  (n  —  2)^^°  L 

Nous  avons  démontré  qu'une  telle  surface  peut  renfermer  deux 
droites  arbitraires  c,,  c^. 

Or,  il  est  facile  de  construire  une  surface  analogue. 

Il  suffit  d'ajouter  aux  directrices  c,,  Cj  une  directrice  courbe 
d'ordre  (m  —  1),  ayant  pour  sécante  (m  —  2)^^®  l'axe  l 

En  effet,  soit  c^  une  droite  arbitraire.  La  surface  quartîque, 
ayant  des  points  triples  en  0  et  Q,  placés  sur  l,  et  pour  direc- 
trices de  ses  coniques  les  droites  c^,  Cj,  Cj,  renferme  visiblement 
4  (m  —  1)  —  2  (m  -  2)  =  2m  coniques  qui  s'appuient  sur  la  courbe 
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6"*"\  Par  suite,  le  lieu  des  coniques  menées  par  0,  Q  et  rencon- 
trées par  6"'"^  c,  et  Cj,  sera  une  surface  axiale  d'ordre  2m,  avec 
des  points  {2m  —  if^  0  et  Q. 

En  supposant  que  Cj  coupe  la  courbe  6"""^^  on  trouve  évidem- 
ment une  surface  analogue  du  degré  (2m—  1). 

Il  est  clair  qu'on  obtient  aussi  une  surface  d'ordre  (2m  —  1)  en 
prenant  deux  droites  c^^  c^  qui  se  coupent. 

§  32.  Puisque  la  surface  S^*"  que  nous  venons  de  construire, 
admet  une  droite  d'ordre  (2  m  —  2),  sur  laquelle  sont  placés  deux 
points  d'ordre  (2  m  —  1),  il  est  nécessaire  qu'elle  renferme  (2  m — 2) 
coniques  décomposables  dont  chacune  contient  l'axe  l. 

Or,  il  est  facile  de  le  vérifier.  En  effet,  la  surface  réglée  qua- 
dratique définie  par  i,  Cj,  Cj,  rencontre  la  directrice  G"*~^  en 
2  (m  —  1)  —  (m  —  2)  =  m  points.  Par  chacun  de  ces  points  il  passe 
une  transversale  de  l,  c,  c^  et  G*^"^  qui  forme  avec  l  une  conique 
dégénérée. 

Un  plan,  mené  par  l  et  par  la  tangente  de  GT'^  en  une  de  ses 
intersections  avec  Z,  contient  visiblement  un  couple  de  droites, 
formé  par  l  et  la  transversale  de  Cj,  Cj,  tracée  par  le  point  de 
contact  de  cette  tangente. 

En  résumé,  nous  avons  trouvé  m  -\-  {m  —  2)  ou  (2  m  —  2)  cou- 
ples de  droites  contenant  la  droite  l 

Observons  que  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour 
directrice  la  courbe  0*""^  fournit  (m —  1)  transversales  de  Cj,  G"*"^ 
et  l  passant  par  0. 

En  remplaçant  Cj  par  Cj,  et  0  par  Q,  on  obtient  de  cette 
manière  4  (m  —  1)  couples  de  droites  situées  dans  la  surface. 

En  y  ajoutant  les  transversales  de  c,  et  Cj,  menées  par  0  et  Q, 
ainsi  que  leurs  droites  associées,  on  a,  eu  égard  aux  couples  dont 
l  fait  partie,  le  nombre  de  (6  m  —  4)  couples,  ce  qui  s'accorde 
avec  le  §  24. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques,  situées  dans  /S^*",  est  une  courbe 
d'ordre  (4  m  —  2),  ayant  (4  m  —  3)  points  en  commun  avec  L  Parmi 
ces  points  se  trouvent  les  (2  m  —  2)  centres  des  coniques  dégénérées 
dont  l'axe  fait  partie  ;  par  suite,  le  milieu  du  segment  OQ  sera  le 
centre  de  (2m —  1)  coniques;  c'est  donc  un  point  multiple  d'ordre 
(2  m  — 1)  de  la  courbe  des  centres. 

37* 
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Snrfaces  dn  degré  (/^  +  v  +  i)  avec  une  droite  d'ordre 
fx  et  une  droite  d'ordre  v. 

§  33.  Supposons  qu'une  surface  S^^"'^^  admette  la  droite  m, 
d'ordre  f^,  et  la  droite  n,  d'ordre  v. 

Soit  (7'"  +  "  +  ^  une  courbe  plane  située  dans  la  surface. 

Considérons  la  surface  réglée,  ayant  pour  directrices  (7,  m  et  n. 

L'hyperboloïde  déterminé  par  m,  n  et  la  droite  arbitraire  j), 
rencontre  la  courbe  C,  hors  de  ses  points  multiples  d'ordre  /«,  v  en 
(/i  -h  V  H-  2)  points.  Par  conséquent  la  surface  réglée  (C,  m,  n)  est 
de  l'ordre  (m  -+-  ^  -+-  2). 

Tandis  que  C  est  une  courbe  simple  de  cette  surface,  m  et  n 
sont  des  droites  d'ordres  (a  -^  1)  et  (v  -r  1).  En  effet,  le  plan  qui 
unit  un  point  quelconque  de  m  à  la  droite  n,  rencontre  C,  hors 
de  son  point  v^^®,  en  (m  -+- 1)  points. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  d'intersections  de  la  surface 

(C,  m,  n)  avec  une  nouvelle  courbe  plan  i>'*'^''"*"\  située  dans  la 

surface  /y''"^''"^\  en  écartant  les  points  que  D  a  en  commun  avec 
les  directrices  (7,  m  en  n. 

Comme  (^  +  v  +  1)  (,a  h-  v  +■  2)  —  (^u  +  v  -h  l)  —  f^{f^  -h  1)  — v  (v  + 1)  = 
=  2/iv-i-^  +  yH-l=/iv-+-(^-Hl)(y-t-l)^  nous  pouvons  énoncer 
le  théorème  suivant: 

Une  svA-face  d^ordre  (a  +  v  -h  1),  do^iée  d^v/iie  droite  multiple  d^ordre 
i*  et  d^une  droite  multiple  d^ordre  v,  renferme  a*  ^  -H  (/*  -r  1)  (v  +  1) 
droites  simples^  s^appuyant  sur  les  droites  multiples. 

Si  la  surface  œntient  v/ne  droite  multiple  d^ordre  X  qui  rencontre 
les  autres  droites  multiples,  le  nombre  des  droites  simples  est  diminué 
de  k^  unités. 

En  effet,  une  telle  droite  est  aussi  une  droite  multiple  d'ordre 
X  de  la  surface  réglée  (C,  m,  n). 

§  34.  Il  a  été  démontré  que  la  surface  S^"^^"^^  peut  renfermer 
(^  -h  1)  droites  simples  c  qui  ne  s'appuient  pas  sur  m  et  w,  pourvu 
qu'on  ait  /^  >  v  (§  2). 

Afin  de  déterminer  la  configuration  formée  par  les  (2/«v-f  ,u-f  v-f-l) 
droites  a  et  les  (a*  -+- 1)  droites  c,  cherchons  le  nombre  de  droites 
a  qui  rencontrent  m,  n  et  c^. 
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L'hyperboloïde  ayant  ces  trois  droites  pour  directrices,  a  en 
commun  avec  la  surface  encore  un  lieu  du  degré  (^u  -h  v  -+-  1)  qui, 
visiblement,  se  compose  de  (/«  -h  v  -h  1)  droites;  en  effet,  la  généra- 
trice de  (m,  71,  Cj)  menée  par  un  point  de  ce  lieu,  doit  être  située 
dans  S. 

Parmi  ces  (/*  -h  v  -f- 1)  droites  se  trouvent  les  couples  de  droites 
s'appuyant  sur  m,  n,  c,,c^. 

Donc,  le  nombre  de  droites  a  qui  rencontrent  seulement  une 
droite  c,  est  égal  à  (^  -h  v  h-  1)  —  2a  =  v  —  ^  +  I . 

Puisque  ce  nombre  ne  saurait  être  négatif,  on  doit  avoir  i^  =  ^^ 
ou  /*  =  *»  H-  1. 

Alors,  on  a  (i»  +  1)  /*  droites  a  dont  chacune  rencontre  deux 
droites  c  et  (/i  -+-  1)  (*'  —  ^  -h  1)  droites  a  qui  ne  s'appuient  que  sur 
une  droites  c.  Par  suite,  il  y  a  .u*'  droites  a  qui  ne  rencontrent 
aucune  droite  c. 

En  particulier,  soit  y  =  /i. 

Alors  la  surface  S^"  "*■  ^  peut  renfermer  un  multilatère  gauche  formé 
par  (/«  4-  2)  droites  c. 

Deux  droites  c  qui  ont  un  point  en  commun  sont  rencontrées 
par  une  seule  droite  a;  car  la  transversale  de  m  et  n,  menée  par 
leur  point  d'intersection,  n'appartient  pas  à  la  surface. 

Par  suite,  le  nombre  de  droites  a  qui  s'appuient  sur  une  seule 
droite  c,  est  égal  à  (2,a  -h  1)  —  2  (/i  —  1)  —  2  =  1. 

La  surface  S^  ^^  renferme  alors  {f^  4-  2)  (/i  —  1)  -h  (/i  -t-  2)  = 
«  0*  4-  2)  droites  a  qui  s'appuient  sur  deux  droites  c,  (.a  +  2)  droites 
a  qui  ne  rencontrent  qu^vme  droite  c  et  (.u^  —  ^  —  1)  droites  a 
qui  ne  coupent  aucwne  droite  c. 

Supposons  qu'on  puisse  faire  passer  la  surface  5^"^*"^^  par  un 
multilatère  gauche  composé  de  (.u  -h  2)  droites  c. 

Le  nombre  de  droites  a  rencontrées  par  une  des  droites  c,  est 
alors  égal  à  (^-h*'-l-l)  —  2(/4—  1)  -  2=*'  —  /i-+-l;  on  a  donc  la 
condition  h—  p<l. 

Si  elle  est  vérifiée,  le  nombre  des  droites  a,  qui  s'appuient  sur 
2, 1  ou  0  droites  c,  est  respectivement  égal  à  ^  (i"  +  2),  (i'  — /*  -h  1) 
(m  -h  2)  et  (^^^  —  f  —  1).  Le  dernier  nombre  est  égal  à  (i^^  —  1),  si 
Ton  a  /<  —  y  =  1. 

On  obtient  la  même  condition,  en  observant  qu'un  (/^  +  2)-latère 
dépend  de  (^  H-  2)  (^  +  i'  -r  1)  des  2/ir  -h  3  (.a  -+-  j/  -h  1)  paramètres 
dont  on  peut  encore  disposer,  si  les  droites  multiples  m  et  n  sont 
fixées. 
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Surfaces  d'ordre  (^  +  i«  4- 1^)  admettant  trois  droites 
multiples,  d'ordre  K  ^.  y- 

§  35.  Considérons  une  surface  s^'^^^"  renfermant  les  droites 
multiples  l^m.n^  respectivement  d'ordre  Ki^,!^- 

II  va  sans  dire  que  la  surface  5^  +  ■"  "^  ''  renferme  toujours  {l-\'  ii-^  r) 
droites  rencontrant  les  droites  multiples.  En  eflet  le  lieu  que  la 
surface  a  en  commun  avec  Thyperboloïde  (i,  m,  n)  se  décompose 
en  (A  -h  ^  -h  i')  droites. 

Le   nombre  des   paramètres  disponibles   est   visiblement  égal  à 

J  (i  -h  /i  4-  ^^  -h  1)  (1  -h  /i  H-  i'  -h  2)  (1  -h  ^  H-  y  -f-  3)  —  1  — 

1  A(i  -h  1)  (i  -h  3  u  4-  3  //  -H  5)  —  -1  ^  (/i  H-  1)  (3  l  -h  /*  -h  3  I.  +  5)- 

I  1/  (1^  -h  1)  (3  i  -h  3  .u  -h  1;  -h  5)  =  (1  -h  l)  (a  -h  1)  {v  -h  1)—  1. 

Si  Ton  a    X  =•  ^  =  j;^  ce  nombre  est  égal  à 

i^  +  3  ^2  +  3  1  =  (1  4.  1)  (3  i  H-  i)  ^.  (i3  _  i  _  1). 

Puisque  le  nombre  (À^  — l —  1)  est  positif,  il  en  résulte  qu'une 

surface  S  ,  admettant  trois  droites  d'ordre  A,  peut  encore  contenir 
(A  4-  1)  droites  arbitraires. 

On  peut  la  faire  passer  par  (A  -h  2)  droites  formant  un  raultilatère 
gauche.  En  effet,  on  a  A^  -h  3  A2  -h  3  A  =  (A  -h  2)  3  A  -h  A  (A2  — 2); 
or,  comme  A>  1,  (A^  —  2)  est  positif. 

Toutefois,  il  y  a  encore  une  condition  qui  doit  être  vérifiée. 
Puisque  la  surface  contient  les  couples  de  transversales  de  chaque 
quaterne,  formé  par  une  des  di  oites  simples  et  les  droites  doubles, 
et  que  le  nombre  total  des  droites  qui  s'appuient  sur  les  droites 
doubles,  est  égal  à  ('•  +  m  -^  *'),  il  faut  avoir 

2(A+2)^A  +  iu-M'. 

En  particulier,  si  l'on  a  i  =  ,a  =  r,  cette  condition  se  réduit  a 
A>4. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  A>/i>y.  Afin  que  la  surface 
d'ordre  (i  -+-  ^it  -h  v)  renfermant  les  droites  multiples  l^m^n,  puisse 
passer  par  {v  -h  1)  droites  arbitraires,  le  nombre 

(A-h  J)(^  + l)(i.-hl)  — i— (i^-f-l)(A-HM-h*'-h  l)  =  A/4^-hA/«^i^»-r-l 
doit  être  positif. 


UN   NOMBRE  FINI   DE   DROITES.  265 

Cela  exige  qu'on  ait 

et  cette  condition  est  évidemment  vérifiée. 

En  observant  qu'on  a  ^ *»>/*,  puisque  ^> f^,  on  peut  affirmer 
que  la  surface  S  '^^'^''  admet  toujours  (iii  +  1)  droites  arbitraires. 

Désignons  par  y  le  nombre  de  droites  c  situées  dans  la  surface 
d'ordre  (i  -r  /*  h-  //)  et  ne  rencontrant  pas  les  droites  multiples.. 

Alors  la  surface  renferme  visiblement  les  2  y  droites  a  qui 
s'appuient  sur  les  droites  l,  m,  7i  et  sur  une  des  droites  c. 

Ces  droites  appartiennent  à  l'hyperboloïde,  déterminé  par  les 
directrices  Z,  w,  n  et  ayant  en  commun  avec  S^"*"""^"  encore  un 
nombre  de  droites  défini  par  (A  H-  .a  4- 1'  —  2/). 

Or  ce  nombre  n'est  pas  négatif  si  Ton  pose  /  =  /*-!-  1,  puisque 
p  est  au  moins  égal  à  deux. 

§  36.   Supposons  qu'une  surface  de  degré  3  À,  avec  trois  droites 
multiples  d'ordre  A,  contienne  encore  une  quatrième  droite  d'ordre  À. 
Alors   le    nombre   de    paramètres   disponibles   serait   égal   à 

(A3  4-  3À2  +  3  À)  —  -^  A  (À  -f- 1)  (7  À  -h  5)  =  J  A  [22  —  (À  —  3)^]  = 

=  |A[6  +  (ÀH-1)(7-A)], 

Donc,  pour  A  <  8,  la  surface  S^^^  peut  avoir  quatre  droites  mul- 
tiples d'ordre  A. 

Elle  peut  passer  encore  par  une  droite  arbitraire,  pourvu  qu'on 
ait  A  <  5.  En  effet,  le  nombre  de  paramètres  disponibles  est  alors 
égal  à  H—  ^'  +  6  A2  4-  13  A)  —  (3  A  -h  1)  =  i  [A  (A  —  1)  (5  —  A)  — 6]; 
il  n'est  pas  négatif,  si  A  est  <  5. 

Si  la  surface  S^  possède  quatre  droites  X^^^^  hihjhfhj  l'hyper- 
boloïde aux  directrices  ij,  ^2»  ^3  rencontre  la  surface  encore  en  3  A 
droites  a,  parmi  lesquelles  se  trouvent  les  deux  transversales  des 
quatre  droites  l.  En  somme,  on  a  donc  4  (3  A  —  2)  -h2=12A  —  6 
droites  simples. 

S'il  y  a  encore  une  droite  c,  les  droites  a  se  rangent  en  trois 
groupes:  d'abord  on  a  la  deux  transversales  de  Zj,  I2,  l^  ©t  l^] 
puis  quatre  couples  de  droites,  chaque  couple  s'appuyant  sur  la 
droite  c  et  trois  droites  l;  finalement,  il  y  a  quatre  groupes 
de  droites  qui  rencontrent  seulement  trois  des  droites  î,  chaque 
groupe  contenant  (3  A  —  4)  droites. 
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Surfaces  du  quatrième  degré  avec  une  droite  double. 

§  37.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  des  coniques  situées  dans  les 
plans  d'un  faisceau  {l)  et  rencontrées  par  cinq  droites  c^.,  est  une 
surface  du  huitième  ordre. 

Considérons  les  cas  dans  lesquels  les  droites  c  sont  placées  de 
manière  que  cette  surface  axiale  dégénère  en  quatre  plans  et  une 
surface  du  quatrième  ordre  avec  une  droite  double  l. 

Or,  si  les  droites  Z,  Cj,  Cj,  C3,  c^  s'appuient  sur  une  droite a^^^, 
il  faut  écarter  le  plan  (^^1^234)*  ^^  ^^^  droites  Cj  et  Cj  ont  un  point 
Pj2  ^^  commun,  il  faut  supprimer  le  plan  (Pjg  l).  Supposons,  en 
premier  lieu,  que  Taxe  l  soit  rencontrée  par  les  quatre  transver- 
sales a^234>  ^1236»  ^1245»  ^iw5  ^^"^  chacunc  s'appuie  sur  quatre  droites  c. 

En  observant  que  a^^  remplace  les  quatre  transversales  a^^^, 
^134'  ^134'  S^  coupées  par  l,  on  vérifie  facilement  que  les  huit  cou- 
ples de  droites  que  la  surface  doit  contenir,  forment  avec  les 
droites  c  une  configaration  représentée  par  le  tableau  suivant; 
on  y  a  écrit  à  coté  de  chaque  droite  c  les  droites  a  et  6  qu'elle 
rencontre. 


<'i 

<^12M 

«1235 

«1246 

«1345 

«12 

«13 

«14 

«15 

<''Z 

*1231 

«1235 

«1245 

K 

«12 

^246 

^236 

K 

% 

«123* 

«ISB 

bs 

«134Ô 

^845 

«13 

^235 

«'234 

C4 

«1234 

K 

«1245 

«1845 

^345 

*245 

«14 

6234 

% 

h 

«1235 

«1245 

«1345 

^845 

^246 

^235 

«15 

§  38.  Nous  n'avons  pas  besoin  d'examiner  le  cas  où  il  y  a  les 
transversales  a^^g^,  b^o^^,  a^^,  a^^^,  puisqu'alors  les  droites  Z,  c^,  Cj,  C3 
appartiennent  à  un  hyperboloïde,  faisant  partie  du  lieu,  de  sorte 
que  la  surface  S*  doit  dégénérer. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  a  les  transversales  a^^g^,  ^1285'  ^345» 
et  que  deux  des  droites  c  ont  un  point  en  commun  II  est  clair 
qu'il  faut  rejeter  la  supposition  que  deux  des  droites  0^,02^  C3,  se 
coupent;  de  même,  il  faut  rejeter  les  cas  où  c^  et  Cg  coupent  une 
des  droites  Cj,  Cj.  Puisque  C3,  c^,  Cg  sont  équivalentes,  il  suffit  de 
supposer  que  les  droites  c^  et  Cg  se  croissent  en  un  point  P^g. 
Alors  la  surface  contiendra  seulement  une  des  transversales  de 


UN   NOMBRE   FINI   DE   DROITES. 


267 


/,  c^.,  c^,  C5;  en  effet  la  transversale  des  droites  l  et  c^  menée  par 
P^5  n'a  que  quatre  points  en  commun  avec  S^. 

La  configuration  des  droites  est  représentée  par  le  tableau  sui- 
vant. 


a 


1234 


a 


1234 


a, 


1234 


a 


1234 


a 


1235 


a 


1235 


a 


1235 


a. 


1235 


a, 


1245 


a, 


1215 


a 


1245 


a. 


1245 


P^. 


45' 

<»12 

«U 

«15 

^^ 

«12 

^235 

^23. 

%5 

*3.5 

6^ 

^2Î4 

^34 

^845 

«U 

^234 

6134 

bs. 

^^ 

«15 

«25 

'ia5 


a. 


'24 


'185 


de 


'24 


'135 


§  39.  Si  l'on  a  les  droites  a^^^  et  a^235'  ^^^  couples  de  droites 
^14»  ^i6J  ^24»  ^25>  ^34'  ^35  ^^^^  équivalcutcs.  Il  en  résulte  que,  pour 
obtenir  une  surface  axiale  S*,  on  peut  supposer  l'existence  des 
points  P34,  P35,  ou  bien  celle  des  points  Ps5>  ^24»  ^^  encore  des 
pointe  P35,  P45. 

À  ces  trois  cas  appartiennent  les  trois  tableaux  suivants. 


Pa.  et  P, 


34 


86' 


"4 


1234 


1284 


a, 


1234 


a 


1234 


1235 


1235 


a 


1235 


a 


1235 


a. 


13 


^245 


a 


13 


^245 


^245 


'13 


a. 


'246 


'13 


a. 


245 


a, 


'245 


'145 


a. 


23 


a, 


23 


'145 


'145 


a 


145 


6. 


23 


'23 


a 


145 


a. 


145 


'124 


124 


"35 


a 


124 


&. 


35 


«125 
«125 


'84 


"34 


a. 


125 


^35  et  P«. 


a, 


1234 


«1 


'1234 


CL 


1234 


1234 


a, 


1225 


a, 


1236 


a 


1235 


a 


1236 


a 


124 


a, 


124 


"35 


a 


124 


"35 


a. 


125 


a. 


126 


'34 


.34 


134 


134 


a, 


134 


'25 


a 


145 


'23 


"23 


a 


145 


a, 


145 


'13 


a 


245 


'13 


«r 


245 


a, 


'245 


15 


a. 


234 


d. 


'234 


a. 


234 


'15 
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P..  et  P. 


24 


85' 


a 


1234 


a 


1236 


a 


125 


a 


134 


a, 


145 


'146 


'13 


1234 


a 


12:6 


a 


1234 


a 


1235 


a. 


1234 


125 


"34 


'34 


^26 


a 


134 


a. 


134 


«^28 

«a 

«215 

^. 

ft. 

«IB 

^3 

«340 

«145 

6U5 

«2.5 

«345 

a. 


1235 


a, 


126 


a. 


145 


'145 


a. 


245 


a, 


'345 


§  40.  En  considérant  deux  transversales  a^,2ai  ®*  ^12:34»  ^^  ^^ 
trouve  qu'une  seule  espèce  de  surface  S^,  renfermant  la  configu- 
ration suivante. 


Pi5  et  ^25- 


1234 


1234 


a, 


1234 


d. 


1234 


'1234 


'1234 


'1234 


1234 


a, 


135 


d 


^24 


145 


"23 


'14 


^13 


'12 


a. 


'236 


a. 


'215 


'12 


a 


135 


^24 


a, 


145 


'13 


a, 


345 


14 


a. 


245 


a, 


'815 


a. 


a, 


186 


a 


145 


a« 


a 


'245 


a 


'345 


^12 

^12 

^345 
^845 
^346 


§  41.  S'il  existe  une  transversale  de  l,  c,,  Cj,  Cj,  et  c^,  tandis 
que  Ton  a  trois  points  P^^  la  surface  S*  correspondante  appar- 
tient à  une  des  quatre  espèces,  représentées  par  les  tableaux  qui 
vont  suivre, 

P      P      P 

^^26»  ■*^35»  ^45* 


1234 


1234 


a. 


1234 


"1234 


123 


123 


a 


123 


^45 


"46 


124 


d 


124 


134 


'26 


'15 


a. 


234 


'35 


a, 


134 


a. 


'234 


a. 


'124 


a 


'134 


K      K 


«234 


a. 


126 


d. 


125 


^34 


'34 


a 


126 


a 


136 


'24 


a. 


135 


'24 


d, 


136 


a, 


'145 


'23 


'23 


a, 


145 


d, 


14Ô 


1234 


1234 


1234 


1234 


d 


125 


a, 


125 


34 


'34 


d, 


125 


P    P    P 

-^12»  ■*^35»  -^45* 


a. 


134 


"25 


"134 


a 


134 


a, 


135 


^24 


d 


135 


"24 


a, 


135 


a. 


145 


'23 


"23 


d 


145 


a, 


146 


"15 


d, 


'234 


'234 


a. 


'234 


"15 


'14 


a. 


236 


a. 


236 


14 


d^ 


'13 


a< 


'246 


"13 


d, 


'245 


"245 


UN    NOMBRE   FINI   DE   DROITES. 


269 


P        P        P 


a, 


1234 


a. 


1234 


a, 


'12&4 


a, 


1284 


a, 


J24 


a 


124 


"36 


a 


124 


"35 


a 


125 


a 


125 


"84 


"84 


a 


125 


"125 


'125 


a, 


'34 


"34 


"125 


d 


134 


"26 


a, 


134 


a 


184 


"25 


a 


135 


"^24 


a, 


136 


"24 


a, 


136 


Ci 


146 


t. 


23 


"23 


145 


145 


'13 


*'245 


"13 


a. 


245 


a. 


'245 


P  P  P 


34' 


45' 


d 


1234 


a, 


1234 


a, 


1234 


a. 


1231 


a 


125 


a 


125 


"34 


"34 


a 


123 


a, 


185 


"24 


a 


135 


"24 


a. 


135 


&1S5 


a, 


24 


"136 


Ût. 


'24 


"135 


a 


146 


"23 


^^23 


a. 


145 


a 


145 


'14 


a^ 


^235 


'14 


«o, 


«1 


14 


14 


"235 


"13 


Cbc 


'246 


'13 


a. 


'245 


•245 


§  42.  Considérons,  en  dernier  lieu,  les  surfaces  axiales  S*  con- 
tenant quatre  points  d'intersection  P^.^ 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  de  vérifier  l'existence  des  espèces 
suivantes. 

P      P      P      F 

■^15»  -^25'  •^35'  -^45" 


4 


123 


123 


a 


123 


"45 


"46 


'123 


'123 


'123 


d. 


'46 


a. 


46 


a 


124 


d, 


124 


"36 


d 


'124 


'124 


'124 


d, 


36 


"124 


a, 


'35 


a 


134 


"25 


a 


184 


d. 


134 


"25 


"134 


*25 


'134 


'134 


d, 


'25 


"16 


d, 


'234 


a. 


284 


a, 


234 


'15 


d 


16 


"234 


"^4 


'234 


a. 


15 


P  P         P         P 

-^  14  >  -^  24  >  -^  34  '  -^  î 


36* 


^123 


"123 


a, 


123 


"45 


"45 


'12? 


'123 


'123 


a. 


'46 


d 


'45 


a, 


125 


a, 


125 


"34 


"34 


a 


126 


'126 


'125 


d, 


34 


d. 


'34 


"125 


a, 


136 


"24 


d, 


135 


'24 


a 


136 


d 


145 


"23 


"23 


d 


146 


a, 


146 


'14 


d 


235 


a, 


'235 


'14 


d, 


'235 


'13 


a, 


'246 


13 


d, 


'246 


«c 


'246 
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F      P      P      P 


a 


135 


^24 


a. 


135 


"24 


a 


135 


a 


ia5 


"24 


«24 


"135 

^24 

^35 


^35 

a, 


"13 


13 


d 


125 


'14 


a. 


245 


"245 


a 


"13 


a. 


a. 


245 


a. 


'245 


13 


"245 


"245 


125 


"34 


"34 


d. 


235 


a. 


235 


12 


"12 


^346 


*14ô 


"14 


a 


'345 


a. 


126 


a. 


235 


a. 


'345 


*Ud 


*145 


P  P  P  P 

■^  12  »    -^  23  >    -*  34  »    ■■  ^ 


34 


12 

a 
a 


46- 


124 


«1 


125 


a 


134 


124 


a 


a, 


135 


"135 


"35 


"24 


a. 


a, 


135 


'24 


"135 


a, 


124 


"35 


125 


"34 


"34 


"25 


a, 


134 


a, 


d 


125 


134 


"25 


«145 

^23 

^23 

«145 

«145 


"'235 


CL, 


'235 


*245 


'*245 


•2i5 


§  43,  Si  une  surface  du  quatrième  degré,  avec  une  droite  double, 
ne  contient  que  quatre  droites  c,  elle  donne  lieu  à  la  configura- 
tion suivante. 


a, 


123 


d 


123 


a. 


123 


"123 


"123 


"123 


d, 


134 


a, 


124 


124 


"124 


a, 


134 


"134 


*. 


«o 


d, 


'234 


tto 


a, 


134 


a. 


a. 


124 


124 


a. 


134 


^184 


"134 


«2S 


"234 


"234 


A. 


234 


On  peut  obtenir  une  surface  de  cette  espèce  en  partant  d'une 
cubique  gauche  G^  et  de  cinq  de  ses  bisécantes  î,  Cj,  Cj,  Cg,  c^. 
D'après  le  §  27  le  lieu  des  coniques  du  faisceau  (Z),  rencontrées 
par  Cj,C2,C3,C4  et  par  G^,  est  une  surface  axiale  d'ordre 


§  44.     Si  /S*    renferme  seulement  trois  droites  c,  on  trouve,  en 
considérant  les  hyperboloïdes  (Zc^c^),  le  tableau  suivant. 


123 


123 


"123 


123 


a, 


12 


"12 


^12 


"12 


d. 


13 


"13 


*1  «1 


a„ 


a, 


'23 


a. 


123 


*123  *8  «3  «13  *13 


d„ 


Alors  les  droites  6^  et  a^,  marquées  sur  /S*  par  les  plans  [la^^) 
et  {lb^2s)y  ^®  s'appuient  sur  aucune  droite  c. 
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§  45.  Supposons  qu'une  surface  du  quatrième  degré  possède, 
outre  la  droite  double  /,  quatre  droites  c  qui  appartiennent  à  un 
hyperboloïde.  Alors  Taxe  l  est  rencontré  par  deux  transversales 
^1234  ^^  ^1234  ^^  quadruple  c.  L'hyperboloïde  (Zc,  Cg)  contient  encore 
deux  droites,  a^^  et  ô^g,  de  la  surface  S*,  et  les  plans  qui  unissent 
ces  droites  à  Taxe  Z,  marquent  sur  /S*  deux  nouvelles  droites  b^ 
et  a^y  appartenant  à  Thyperboloïde  (Ic^c^).  Par  suite,  on  a  le 
tableau  suivant. 


*1234 


a 


1234 


a, 


1234 


d. 


1234 


"1234 


'1234 


'1234 


'1234 


a 


12 


a 


12 


'34 


34 


'12 


12 


a. 


'34 


d, 


'34 


a, 


13 


24 


a 


13 


24 


'13 


a. 


'24 


13 


d. 


24 


a, 


14 


"23 


"23 


a 


14 


'14 


d, 


23 


a. 


23 


14 


Il  va  sans  dire  que  cette  S*  renferme  encore  deux  droites  6^^  et 
a^,  situées  dans  les  plans  qui  unissent  a^^  et  h^^  à  l'axe  l. 

§  46.  Si  la  surface  S*  contient  une  droite  a^,^  qui  s'appuie  sur 
l,  Cj,  Cj,  C3,  C4,  un  raisonnement  analogue  fournit  le  tableau  sui- 
vant; la  seizième  droite  de  la  surface,  6^,,  se  trouve  visiblement 
dans  le  plan  {lci^23Ù  ^*  ^®  rencontre  aucune  droite  c. 


a. 


1234 


a 


1234 


a, 


1284 


d 


1234 


a. 


123 


a 


123 


d 


123 


124 


d 


124 


a 


124 


a 


134 


d 


134 


a 


134 


d. 


234 


a. 


234 


a. 


234 


a, 


12 


a 


12 


'34 


"34 


a. 


13 


'24 


d, 


13 


^24 


a, 


14 


'23 


a, 


14 


Surfaces  du  quatrième  ordre  avec  deux  droites  doubles 
ayant  un  point  en  commun. 


§  47.  Considérons  la  surface  axiale,  engendrée  par  les  coniques, 
dans  les  plans  du  faisceau  (l),  qui  s'appuient  sur  cinq  droites  c, 
en  supposant  que  les  six  droites  l  et  c  sont  rencontrées  par  une 


droite  «^2345,  tandis  que  c^  et  c^  se  coupent  en  P^ 


^2,  et  Cj^,  c^  ont  en 


commun  le  point  P^. 
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On  démontre  facilement  que  cette  surface  contient  seulement 
quatre    couples    de    droites    s'appuyant    sur    l,    savoir    {(i^^\^, 

(^145»  ^23)»  (%5'  ^14)'  (^24.v  ^^13^»  <^a»^îs  que  le  plan  {la^^^)  rencontre 
/S*  en  une  conique  décomposable  dont  les  droites  sont  confondues 

®^    «12345- 

Il  en  résulte  que  le  nombre  de  couples  ne  peut  pas  être  déduit 
de  l'expression  {Sn  —  4)  ;  au  contraire  Téquation  3n—  8  =  4  fournit 
7z  =  4,  de  sorte  que  a^gséo  ®^*  ^"^  deuxième  droite  double  de  la 
surface  qui  paraît  être  du  quatrième  ordre. 

Il  en  suit  que  cette  surface  renferme  quatre  couples  de  droites 
rencontrées  par  a^^^^]  on  pourrait  les  désigner  par  c^,  Cj  ;  C3,  c,; 

§  48.  Désignons  maintenant  les  droites  doubles  par  l  et  l; 
soient  (a^,  b^)  les  quatre  couples  de  droites  qui  s'appuient  sur  l; 
soient  {a^^,  /?^)  les  couples  rencontrés  par  A. 

On  peut  choisir  la  notation  de  manière  que  les  droites  rencon- 
trées par  a,  s'appellent  a,,  aj,  a^,  a^. 

L'hyperboloide  (A  a,  a 2)  contient  la  droite  double  l  et  la  droite 
simple  «1  ;  il  renferme  encore  une  droite  de  S*  qui  sera  désignée 
par  «2-  Cette  droite  ne  peut  couper  ni  aj,  ni  a^;  en  effet,  si  a^ 
s'appuyait  sur  a^,  l'hyperboloide  {la^  a 2)  aurait  en  commun  avec 

/S*  deux  fois  les  droites  Z,  X  et  encore  les  cinq  droites  a i,a2>^i> ^2 > ^3» 
ce  qui  est  impossible  ^). 

Par  suite,  la  droite  a^  rencontre  les  quatre  droites  a,,  a 2,  is,*^. 

D'une  manière  analogue,  on  démontre  que  Thyperboloïde  {Xa^a^) 
marque  sur  /S*  une  droite  u^,  s'appuyant  sur  b^,  b^,  et  que 
l'hyperboloide  (Xa^a^^)  fournit  encore  la  droite  a^,  rencontrée 
par  ^2  et  ^3. 

Maintenant  on  peut  dresser  le  tableau  provisoire  suivant: 


«1 

a, 

«2 

«3 

«4 

«2 

«1 

«2 

•                           • 

h 

K 

«3 

a, 

«3 

^ 

h 

«» 

Oj 

«4 

«2 

h 

^)  En  général,  on  peut  affirmer  qu'il  est  impossible  que  trois  droites  du 
système  (a,  h)  soient  rencontrées  par  deux  droites  du  système  (a,/9). 
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§  49.  Puisque  a 2  s'appuie  sur  a j,  a ^  et  ne  saurait  rencontrer 
les  droites  «3,  a^,  elle  doit  couper  les  droites  /i^  et  fi^. 

De  même,  a  3  doit  rencontrer  encore  les  droites  /îj,  /?*  ;  «4 
s'appuie  sur  /:?2>  /^a  5  ^2  rencontre  /:?i,  /?2  ;  ^3  coupe  /?,,  /:?3  ;  ô^ 
s'appuie  sur  /?,,  /î^. 

Finalement,  b^  doit  rencontrer  les  quatre  droites  /?. 

Maintenant,  nous  pouvons  construire  le  tableau  définitif  de  la 
coofiguration,  formée  par  les  droites  (a,  b)  et  (a,  fi). 

Nous  l'arrangerons  en  échiquier;  le  signe  x  indiquera  que  la 
droite  a  (ou  b)  qui  se  trouve  dans  la  même  ligne  verticale,  est 
rencontrée  par  la  droite  a  (ou  /?)  placée  dans  la  même  ligne 
horizontale. 


«1 

«2 

«3 

^4 

*1 

K 

^3 

«» 

«1 

X 

X 

X 

X 

«2 

X 

X 

X 

X 

X 
X 

^3 

X 

X 

«4 

X 

X 

X 

X 

/?! 

X 

X 

X 

X 

/^2 

X 

X 

X 

X 

/^3 

X 

X 

X 

X 

/^ 

X 

X 

X 

X 

Notons  que  ce  tableau  n'indique  pas  que  les  droites  a^,  «^ 
rencontrent  respectivement  les  droites  i^,  /?^. 

§  50.  Les  droites  a^,  aj,  a3  n'ont  aucun  point  en  commun 
avec  le  triple  a^,  *^,  /?j.  Puisque  ô^  rencontre  a^  et  /:?,,  tandis 
que  ces  deux  droites  ne  se  coupent  pas,  il  y  a  visiblement  deux 
espèces  de  quadruples  de  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas.  Un 
quaterne  de  la  première  espèce  appartient  à  un  quintuple  de 
droites  qui  ne  se  rencontrent  pas;  par  exemple  «1,^2, «3,04,/?,. 
Un  quadruple  de  la  deuxième  espèce  ne  fait  pas  partie  d'un  tel 
quintuple;  par  exemple  a^,  a^,  a^,  b^. 
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En  observant  que 

les  droites  ai,a2,a3  s'appuient  sur  a^, 

les  droites  a,,  a 2,  64  s'appuient  sur  u^^ 

les  droites  a,,a3,6^  s'appuient  sur  «3, 

les  droites  a^ya^^b,^  s'appuient  sur  /î^, 

on  peut  former  le  biquadruple  suivant,  où  chaque  droite  qui  figure 
dans  la  première  ligne,  rencontre  chaque  droite  de  la  deuxième 
ligne  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  même  colonne. 

j    a^  a^  a^  6^    j 
I    /?4  «3  «2  «1    ! 

On  vérifie  facilement  que  les  huit  droites  restantes  se  rangent 
en  un  biquadruple  complémentaire,  savoir 

61   62   ^3  ^4    j 

D'une  manière  analogue,  on  trouve  encore  les  couples  de  biqua- 
druples  complémentaires  qui  vont  suivre. 


1    a,   ^2  ^3  ft» 
1    /?,  «J  «3  a» 

+ 

1 

6,  a^  ttj  a^    1 

«,    /?2  ^3  /?%      > 

«1    «2    ftl  ftl 

&2  6,   «2  a, 

+ 

«3    &*    «*    /^3      1 

a*   63  «3  /^*     f 

«3    «4    «2    /^l 
(     63    6»    a,    /?2 

+ 

«1  ^2  y^3  /^*    1 

On  voit  aisément  que  ces  quatre  types  sont  les  seuls 
et  qu'ils  représentent  respectivement  3,  1,  3,  3  couples  de  biqua- 
druples.  Par  suite,  les  seize  droites  se  rangent  en  10  couples  de 
biquadruples. 

§  51.     En  remplaçant  maintenant 

«il  [Px        fti   \  [  3i 

^2  \V2  «2    I  ?2 


Px 

/^l 

Pi 

«2 

P3 

«3 

Pk 

«4 

ns 

«1 

»-a5 

/^2 

^m 

/^3 

»-45 

/Î4 

^1     j  j    ^5  «il  I    ''16 

^2                           ^25  /^2    I  ''26 

par  '    "'  '/     par  /    ^ 

«3  M'as  /^8  J  î-ae 


<»4     i  1     »-45  /y4     ;  !     »-46 
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Vl       ^26     ^35    V* 
''46     38      ?8       ^16 


Vl      P2      Ps      Pi 
3l      ?2      33       ?4 


15 


3* 


P2 


Ps      ^46 


''ae   '•ae  ?i 


^16     ^25     ^86     ^45 

T      T      r      r 

'l6      '26      '86      '46 


\P. 

P2 


'25     ^1 
^ô     92 


'26 


'16 


•«  Ps 


'86 


%       '"46 


85      '46 


%    9, 


P,    P.    'le   "x 


I 


1      P2      ^96     ^46  1 


^25     ^5     ?4       ?8 


La  nouvelle  notation  fait  voir  que  la  configuration  formée  par 
les  seize  droites  est  équivalente  à  la  configuration  qu'on  obtient  en 
écartant,  du  système  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique, 
une  droite   r^   et   les   cinq   couples   de   droites   {p^ ,  q^\   (p^ ,  g^), 

(^12^  ^Jf  (^8'  ^24)»  (^4'  '^23)  q^î  s'appuient  sur  elle. 

Remarquons  encore  que  la  surface  /S*,  à  deux  droites  doubles 
l  et  L  renferme  quatre  paraboles  dont  les  plans  passent  par  l  et 
quatre  paraboles  dont  les  plans  contiennent  A,  tandis  que  chacune 
de  ces  deux  droites  est  un  diamètre  pour  trois  coniques. 


Surfaces  du  cinquième  degré  avec  une  droite  triple* 


§  52.  Une  surface  S^  avec  la  droite  triple  l  contient  tout  au 
plus  cinq  droites  simples  c  qui  ne  la  rencontrent  pas;  puisque 
les  droites  c  coupent  toute  conique  qu'un  plan  mené  par  l  mar- 
que sur  8^ y  elles  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement;  en 
effet,  la  surface  axiale  S^  qu'elles  déterminent,  doit  être  composée 
d'une  S^  et  de  trois  plans  contenant  l'axe  l. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  cinq  droites  c  admettent 
trois  transversales  a^^y  a^^,  a^^^  s'appuyant  sur  L 

Alors  les  droites  c  forment  avec  les  onze  couples  de  droites 
(a,  b)  qui  rencontrent  l'axe  i,  une  configuration  représentée  par 
le  tableau  suivant. 

Archives  viii,  39 
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«1 

«123* 

«1235 

«1245 

«134 

«135 

«146 

^5 

K 

^3 

K 

«12 

^2 

^im 

«1236 

«1246 

^25 

&24 

&23 

«234 

«238 

«245 

K 

''n 

% 

«1234 

«1235 

h 

«134 

«136 

K 

«^ 

«236 

^3 

«84.5 

K 

^ 

«1234 

\ 

«1245 

«134 

K 

«146 

«234 

K 

«246 

«345 

K 

% 

^5 

«1235 

«1246 

^26 

«135 

«145 

K 

«235 

«245 

«34.5 

K 

§  53.  Si  Ton  a  les  transversales  a^^^  et  a^g.^.,  il  est  nécessaire 
que  deux  droites  c  se  coupent. 

Or,  il  est  évident  que  les  couples  12,  13,  23  doivent  être  rejetés 
et  que  les  couples  14,  24,  34,  15,  25,  35  sont  équivalents;  par 
suite,  il  suffit  de  considérer  les  cas  où  il  y  a  un  des  pointe 
P      P 


^36- 

«1 

«1234 

«1235 

«124 

«125 

«134 

«146 

&145 

^5 

^3 

«13 

K. 

^2 

«1234 

«123-. 

«J24 

«125 

026 

«'23 

«28 

«234 

«245 

K 

K 

% 

«1234 

«1-235 

K 

&34 

«134 

^23 

«28 

«2S4 

\S 

«13 

«345 

<", 

«1234 

K 

«124 

^34 

«184 

«146 

&146 

«234 

«245 

^246 

«S45 

% 

h 

«1236 

K 

«125 

^26 
^45- 

«146 

&145 

^5 

«246 

^246 

«3*5 

^l 

«1284 

«1285 

«124 

«m 

«134 

«135 

«145 

K 

K 

^3 

K 

«2 

«1234 

«1235 

«124 

«126 

^25 

&24 

K 

«234 

«235 

«246 

K 

^8 

«1234 

«123.5 

K 

K 

«134 

«i:S 

«'23 

«234 

«235 

^3 

«34-, 

'^ 

«1234 

\ 

«124 

K 

«134 

^24 

«146 

«284 

&14 

«246 

«3^. 

% 

K 

«1285 

K 

«125 

"26 

«135 

«146 

^5 

«285 

«245 

«34.5 

À  ces  deux  espèces  de  surfaces  il  faut  ajouter  la  surface  qu'on 
obtient  en  choisissant  les  droites  c  de  manière  qu  elles  ont  les 
transversales  a^^,  h^^  s'appuyant  sur  i,  et  que  Çg  rencontre  une 
des  droites  restantes,  par  exemple  c^. 


^46- 

^'l 

«1234 

^234 

«126 

\. 

«185 

^35 

«146 

&14 

«14 

^8 

K 

«2 

«1234 

^234 

«125 

6125 

K 

«24 

K 

«235 

«'235 

«245 

K 

«3 

■«1234 

^1234 

K 

«34 

«136 

^36 

K 

«236 

^286 

K 

\ 

C4 

«1^4 

^1234 

K 

«34 

^24 

«24 

«145 

K 

«14 

«245 

«345 

^ 

K 

«6 

«125 

^26 

«135 

^36 

«146 

«236 

«'236 

«245 

«340 
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§  54.  En  supposant  qu'il  y  a  la  transversale  a^^  et  deux  points 
P,  on  obtient  quatre  espèces  de  surfaces  représentées  par  les 
tableaux  qui  vont  suivre. 


P 

12  et  ^34- 

^ 

^1234 

«125 

«185 

&135 

«146 

&146 

&14 

«14 

K 

«13 

^2 

^ 

«,?a4 

«125 

^24 

«24 

^23 

«28 

«235 

b^ 

«246 

^246 

^2 

% 

<^12S4 

«^34 

«135 

&135 

^23 

«23 

«235 

b^ 

^3 

«18 

«846 

C4 

«1284 

^34 

^24 

«24 

«145 

6X45 

&14 

«14 

«245 

^246 

«846 

% 

h 

«125 

«135 

^35 

«145 

&X46 

«285 

&235 

«246 

^246 

«846 

^12  et 

^15- 

«1 

«1884 

«184 

«135 

«145 

^6 

^4 

«14 

K 

«18 

K 

«12 

^ 

«1284 

&25 

^24 

K 

«284 

«235 

^285 

«246 

^246 

K 

«12 

% 

«1284 

«134 

«135 

6^ 

«234 

«285 

«'236 

&18 

«18 

«845 

^846 

«4 

«1234 

«134 

K 

«145 

«284 

&14 

«14 

«246 

^246 

«345 

&845 

% 

h 

ft. 

«135 

«145 

^5 

«235 

^235 

«2.5 

^245 

«346 

&846 

P 

12  et  P«. 

^ 

«1234 

«125 

«134 

«136 

&135 

«145 

K 

K 

«14 

K 

K 

% 

«1234 

«125 

^25 

K 

«24 

&.. 

«234 

«2»5 

6235 

«246 

K 

% 

«1234 

^34 

«134 

«135 

K. 

623 

«234 

«2B 

^286 

^3 

«346 

<^4 

«12J4 

^34 

«134 

K 

«24 

«145 

«234 

&14 

«14 

«245 

«346 

c. 

0 

h 

«1^ 

^. 

«136 

^35 

«146 

^5 

«235 

&286 

«245 

«845 

P 

^  et  P^. 

Cl 

«1234 

«123 

«124 

«125 

K 

«134 

«135 

«145 

^6 

K 

K 

^ 

«1234 

«123 

«124 

«126 

&125 

K. 

K 

^28 

«284 

«285 

«246 

% 

«m4 

«128 

635 

^34 

«34 

«134 

«135 

K 

«281 

«236 

^3 

«4 

«1234 

645 

«124 

^34 

«34 

«134 

K 

«146 

«834 

K 

«245 

'-^ 

h 

&45 

^85 

«125 

^25 

^25 

«136 

«146 

^15 

«286 

«246 

§  55.    Finalement,  on  trouve  trois  espèces  de  surfaces  où  les 
droites  c  déterminent  trois  intersections  P. 

39* 
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Voici  les 
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tableaux  correspondants. 
P      P      P 

•^  U'  -^24'  -^84' 


^2 


ISS 


128 


d 


'128 


"45 


"46 


"123 


"123 


^123 


d. 


126 


"126 


a. 


185 


a 


a. 


'45 


126 


"34 


"34 


'126 


^24 


a, 


'84 


a. 


a. 


84 


186 


"24 


"186 


*24 


"136 


<h. 


45 


"28 


"^14 


a, 


14 


a« 


^^13 
^245 


d. 


'236 


"236 


'18 


*3é5 


a 


145 


"14 


a, 


a. 


45 


a 


125 


ût,. 


'126   '*135    ^'ISe 

P         P         P 

^12»  ^23»  '^34' 


a. 


146 


a. 


'285 


a 


124 


a. 


126 


a, 


134 


a 


ia5 


"136 


a 


124 


'36 


a 


125 


"34 


"26 


"24 


a. 


'24 


a 


134 


a 


185 


"ia5 


«1 


145 


"145 


"14 


14 


"235 


"13 


d. 


'246 


"'245 


*34û 


ac 


345 


û^i 


18 


a 


124 


"34 


a, 


a 


125 


134 


"26 


'24 


d. 


24 


a, 


146 


a. 


'285 


a, 


'245 


"245 


a« 


"13 


a, 


d: 


a. 


186   ''135   ^145 

P         P         P 

-^12»  -^23»  -*  45" 


146 


"146 


"14 


a. 


246 


«o, 


a, 


246 


"•S45 
^845 


^245   ^846 


13 


'245 


a 


124 


et, 


125 


a 


134 


"134 


a, 


135 


"135 


a 


124 


a. 


"86 


a 


124 


'36 


125 


"34 


"34 


"26 


a, 


a. 


134 


''134 


'25 


"134 


'134 


"24 


d, 


'24 


a. 


135 


"24 


'135 


145 


"16 


^4    *13 


a. 


'234 


a. 


'234 


a. 


d 


125 


a« 


a. 


135 


24 


"185 


a, 


145 


a, 


a. 


'145 


'234 


"15 


«Oit.    èjn 


"'245 


'18 


14 


"845 


"'346 


d^ 


'245 


§  56.  Si  les  droites  Cj,  Cj,  C3,  c^,  Cg  et  Z  ont  une  transversale 
^12845»  ^^  ^^^^  ^^®  surface  axiale  du  sixième  degré  avec  la  droite 
double  A  =  a^^  (§  30). 

Supposons  qu'il  existe  encore  la  transversale  d^^  de  c^,  c^,  C3, 
c^,  l;  alors  la  surface  sera  du  cinqième  ordre  et  renfermera  la 
configuration  suivante. 


S^  avec  urne  droite  l^  et  une  droite  A*. 


126 


a, 


185 


126 


"34 


"34 


'24 


a, 


185 


''34 


d, 


125 


a, 


136 


«145 

^8 

^4 

f>n 

^^ 

«246 

«236 

K 

K 

K 

«286 

«S46 

«146 

«246 

&14 

«816 

«145 

«iMB 

«286 

%, 

d. 


1284 


a, 


1284 


a, 


1284 


a, 


1234 
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On  obtient  encore  une  8^  avec  une  droite  l^  et  une  droite  X^ 
(qui  se  rencontrent),  si  Ton  suppose  que  c^  et  Cg  ont  un  point 
en  commun. 

S^  avec  ^^  X\  P^. 


'^l 

<*m 

«12* 

«126 

«134 

«185 

«148 

&15 

h 

<»123 

«134 

«128 

K 

«-24 

^23 

«234 

% 

«123 

K 

K 

«184 

«185 

K 

«284 
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K 

«m 
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«184 

^24 

«145 

«284 

^ 

K 

K 

«126 

K 

«185 

«145 

^5 

§  57.  Si  les  droites  Z,  c^.  ont  deux  transversales  a^^^^j  \^^^  la  sur- 
face axiale  correspondante  sera  du  quatrième  degré  et  aura  deux 
droites  doubles  qui  ne  se  rencontrent  pas;  donc,  se  sera  une 
surface  réglée. 

11  en  résulte  qu'une  surface  S^  admettant  une  droite  triple  l  et 
deux  droites  doubles  m  et  n  qui  s'appuient  sur  Z,  ne  peut  renfer- 
mer que  quatre  droites  c. 

Il  va  sans  dire  que  ces  droites  rencontrent  les  droites  doubles 
m  et  n. 

Du  reste,  il  résulte  du  théorème  du  §  33  qu'une  surface  S^  avec 
les  droites  doubles  m  et  n  auxquelles  s'appuie  une  droite  triple, 
possède  quatre  droites  rencontrant  m  et  n. 

Considérons  l'hyperboloïde  déterminé  par  ljC^^C2^  et  contenant, 
par  suite,  les  droites  m,  ti  ;  il  aura  en  commun  avec  S^  encore  une 
droite  a^^.  De  même,  l'hyperboloïde  (Ic^c^)  renferme  une  droite 
h^  qui  visiblement  s'appuie  sur  a^^.  Par  conséquent,  on  aura  le 
tableau  suivant. 

S^  avec  P,  m^,  n^. 

^1 


«12 

«13 

«14 

«12 

K 

K 

^34 

«13 

K 

K 

K 

«14 

«8 
C4 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  situées  dans  les  plans  du  fais- 
ceau (/)   est  évidemment  une  courbe  du  quatrième  degré  (§  26) 
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qui  coupe  m  et  n;  il  en  suit  de  nouveau  que  l  est  rencontrée  par 
trois  couples  de  droites. 


Surfaces  du  cinquième  degré  avec  deux  droites  doubles. 

§  58.  D'après  le  §  33  une  surface  /S^,  avec  les  droites  doubla 
m  et  91,  renferme  treize  droites  a  s'appuyant  sur  elles. 

Puisque  chaque  droite  double  absorbe  16  paramètres,  on  peut 
faire  passer  S^  par  23  points  arbitraires. 

Par  suite,  on  pourrait  croire  qu'une  telle  surface  puisse  renfer- 
mer quatre  droites  c,,  Cj,  Cg,  c^,  à  condition  que  c^  et  c^  se 
coupent. 

Or,  S^  contiendrait  alors  six  droites  s'appuyant  sur  Cj,  m  et  n, 
savoir  les  transversales  de  c^^  c^,  m^  n;  mais  alors  S^  aurait  en 
commun  avec  Thyperboloïde  {c^,myn)  un  lieu  du  onzième  degré, 
ce  qui  est  impossible. 

Supposons  que  S^  renferme  un  quadrilatère  gauche  formé  par 
les  droites  Cj,  c^,  Cj,  c^. 

En  observant  que  deux  droites  c  qui  ont  un  point  en  commun, 
déterminent  avec  m  et  n  une  seule  transversale  située  dans  iS^  et 
que  rhyperboloïde  (c^,  m,  n)  contient  encore  cinq  droites  de  la 
surface,  on  obtient  facilement  le  tableau  suivant  qui  représente  la 
configuration  formée  par  les  droites  a  et  c. 

P      P      P      P 

^  12'     -*  23»     -*  34'     ^  41' 


«1 

«12 

«14 

«13 

K 

«1 

«2 

«12 

«23 

«24 

^24 

«2 

''s 

«23 

«3i 

«13 

K 

«3 

''* 

«84 

«14 

«24 

K 

«* 

Donc,  la  treizième  droite  a  ne  rencontre  aucune  des  droites  c. 
Il  y  a  encore  une  configuration  qui  correspond  à  quatre  points 
P,  savoir 
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12'         23'         13'         34' 
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«12 

«18 

«U 

K 

<»12 

«18 

«23 
«23 

«24 

&24 

«84 

«14 

K 

«24 

^24 

«84 

a. 


tto 


^3        ^3 


§  59.    En   supposant   qu'il    y   a  trois  points  d'intersection  de 
droites  c,  on  arrive  aux  tableaux  suivants. 


P          P 

■*  12»   ^  n 

P 

'     ^  84 

^ 

«12 

«18        ^3 

«14 

^4 

\ 

«12 

«28 

«24         ^24 

h 

«28 

«84 

«18        ^3 

\ 

«34 

P          P 

•^14»     '^24 

«24         ^24 

«14 

K 
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«12 

^2 

«18 

^3        «14 

\ 

«12 

^2 

«23        ^23 

«24 

h 

«18 

&18 

«28        ^23 

«84 

a„ 


a„ 


a 


14 


%        ^34        ^4         ^ 


En  supposant  qu'il  y  a  deux  points  P  on  obtient  seulement  une 
configuration;  elle  est  indiquée  par  le  tableau  suivant: 

P      P 

-^12'     -^34' 


«12 

«18 

Ks 

«14 

^4 

«12 

«23 

K 

«24 

^24 

«13 

K 

«23 

K 

«34 

«14 

^4 

«24 

K 

«34 

§  60.    Considérons  la  surface  S^  admettant  deux  droites  doubles 
et  trois  droites  c. 
La  configuration  correspondante  est  représentée  par  le  tableau: 


«12 

^2 

«13 

K 

«1 

«12 

^2 

«23 

^28 

«a 

^23 

«13 

K 

a.. 


da 
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Il  y  a  visiblement  quatx'e  droites  a  qui  ne  rencontrent  aucune 
droite  c. 

Si  C2  et  C3  ont  un  point  en  commun,  la  droite  b^  sera  remplacée 
par  deux  droites  frj  ®*  ^3- 


§  61.  Supposons  maintenant  que  les  droites  doubles  m  et  « 
soient  rencontrées  par  une  troisième  droite  double  p;  alors  il  y  a 
encore  neuf  droites  a  s'appuyant  sur  m  et  n. 

Puisqu'une  droite  double  absorbe  16  paramètres,  tandis  que  deux 
droites  doubles  qui  se  rencontrent,  absorbent  27  paramètres,  la 
surface  S^  renfermant  les  droites  doubles  m,  p,  n,  peut  passer 
encore  par  17  points.  Supposons  donc  que  S^  renferme  encore  quatre 
droites  Cj,  Cj,  C3,  c^  qui  s'appuient  sur  p. 

Alors  rhyperboloïde  (m,  n,  Cj)  rencontre  8^  en  c^  et  deux  fois 
en  chacune  des  droites  m,  n^  p)  par  suite,  il  a  en  commun  avec 
-S'^  encore  trois  droites  qui  s'appuient  sur  m  et  n.  Il  est  clair  que 
ce  sont  les  transversales  a^^y  a^g,  a^^  que  c^,  C3,  c^  déterminent 
respectivement  avec  m,  n,  c,. 

Par  conséquent,  on  a  le  tableau: 


Cl 

«12 

«13 

«14 

P 

«2 

«12 

«23 

«24 

P 

«8 

«13 

«23 

«84 

P 

«4 

«14 

«24 

«34 

P 

Il  y  a  trois  droites  a  qui  s'appuient  sur  m,  n  et  ne  rencontrent 
aucune  droite  c.  D'ailleurs  la  surface  contient  encore  deux  droites 
simples  r  et  5  situées  respectivement  dans  les  plans  (p,  m)  et  (j9,  n). 

§  62.  Supposons  maintenant  que  la  surface  S^^  avec  les  droites 
doubles  m,  n,  p^  passe  par  trois  droites  c,,  Cj,  C3  qui  ne  rencontrent 
aucune  des  droites  doubles  ;  il  en  lésulte  qu'elles  doivent  s'appuyer 
sur  les  droites  r  et  5  que  S^  a  en  commun  avec  les  plans  (|),m) 
et  (p,  n).  Cela  revient  à  dire  que  c^  et  c^  sont  tout-à-fait  arbitraires, 
tandis  que  c^  doit  couper  les  droites  r,  s  qui  sont  déterminées 
par  c,  et  Cj. 

On  arrive  facilement  à  ce  tableau 
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Cl 

«12 

K 

«18 

K 

«1 

"2 

«12 

^2 

«23 

K 

«2 

''s 

«13 

&13 

«28 

K 

«3- 

Surfaces  da  elnqnlème  degré  avec  quatre  droites  doubles. 

§  63.  Soient  m,  p,  n,  q  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche.  Une 
surface  8^  ayant  ces  côtés  pour  droites  doubles,  peut  passer  encore 
par  onze  points  arbitraires,  ou  bien  par  une  droite  arbitraire  c 

Puisque  les  droites  doubles  m,  n  sont  rencontrées  par  les  droites 
doubles  p,  g,  il  n'y  a  que  cinq  droites  a  s'appuyant  sur  m,  n  ;  de 
même  il  y  a  cinq  droites  b  qui  rencontrent  les  droites  doubles  p,  q. 

L'byperboloïde  déterminé  par  les  directrices  m,  n,  &^  renferme 
les  droites  doubles  p,  q;  par  conséquent  il  ne  contient  qu'une  seule 
droite  a^. 

Donc,  chaque  droite  a  coupe  wne  droite  6. 

L'byperboloïde  (m,  n,  c)  a  en  commun  avec  S^  un  lieu  du  cinqui- 
ème degré,  qui  visiblement  se  compose  de  cinq  droites  a.  De  même, 
la  droite  c  s'appuie  sur  les  cinq  droites  6. 

•   Finalement,  la   droite  c  rencontre  les  quatre  droites  de  S-*  qui 
se  trouvent  dans  les  plans  (m,  p),  (jp,  n),  (n,  q)  et  {q,  m). 


Surfaces  du  sixième  degré  avec  une  droite  quadruple. 

§  64.  En  partant  de  nouveau  de  la  surface  axiale  8^,  lieu  des 
coniques  qui  s'appuient  sur  cinq  droites  c  et,  deux  fois,  sur  Taxe 
Ij  on  arrive,  en  supposant  des  positions  particulières  des  droites  c, 
aux  types  suivants  de  surfaces  8^,  avec  la  droite  quadruple  l. 

Transversales  a^^,  a^^. 


^1284     ^1285     ^124  ^126  ^134  ^186  ^145  ^45  ^5  ^4  ^3  ^13  ^2  ^12 

^1234     ^1235     ^124  ^125  ^26  ^24  ^23  ^23  ^234  ^235  ^245  ^245  ^12  ^12 

^1234     ^1235     ^86  ^34  ^134  «135  ^23  «23  «234  ^236  ^3  «13  «34Ô  ^345 

«1284     K  «124  *84  «134  ^24  «115  ^45  «234  ^14  «246  ^245  «at5  ^346 

^5  ^1285      ^85  «126  ^26  «136  «146  ^145  ^16  «.i^^  «246  ^245  «:J45  *:^5 
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Transversales  a ,_.,  h 


li!34'      1234* 
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Droite  double  a 
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§  65.  Si  une  /S^,  avec  une  droite  quadruple  i,  renferme  deux 
droites  doubles  dj,  (£2  qui  s'appuient  sur  i,  la  surface  contient 
tout  au  plus  quatre  droites  c,  rencontrant  d^  et  dj- 

En  eflPet,  d'après  le  théorème  du  §  26,  Taxe  l  doit  être  rencontré 
par  six  couples  de  droites  a,  b.  S'il  y  avait  cinq  droites  c,  une 
droite  de  chaque  couple  devrait  s'appuyer  sur  trois  droites  c,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  les  droites  Z,  c^yC^^  c^  sont  rencontrées 
par  d,  et  dj. 

Eu  égard  au  §  3,  on  peut  faire  passer  la  surface  S^  contenant 
les  droites  multiples  i,  d^  et  dj,  encore  par  quatre  droites  c  qui 
coupent  les  droites  doubles. 

Parce  que  l'hyperboloïde  (i  c,  c^)  a  en  commun  avec  S^,  outre 
les  droites  doubles  d^^  d^y  encore  deux  droites  a^g,  b^^^  on  peut 
dresser  le  tableau  suivant: 


d. 
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§  66.  Supposons  maintenant  que  S^  renferme  trois  droites  dou- 
bles d,,  (^2,  cij,  s'appuyant  sur  la  droite  quadruple  L  II  est  clair 
que  l'hyperboloïde  défini  par  d,,  d^j  d^  marque  sur  la  surface /S® 
encore  deux  droites  simples  Cj,  c^. 

D'après  le  §  26,  S^  doit  contenir  deux  couples  de  droites  {a^^b^) 
^*  i^iJ^i)  ^^i  rencontrent  la  droite  quadruple.  Il  va  sans  dire 
qu'aucune  de  ces  quatre  droites  peut  couper  c,  et  Cj  à  la  fois.  Or, 
puisque  la  droite  Cj  ne  s'appuie  pas  sur  Z,  il  faut  qu'elle  rencontre 
ou  a^  ou  61 .  Donc,  on  peut  dresser  le  tableau  suivant 


a. 


«2 
60 


d 


4 

2 

4 


4 


40* 


286  SURFACES  ALGÉBRIQUES  RENFERMANT 

Observons  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  que  les  plans  du 
faisceau  {1}  marquent  sur  S^,  est  une  courbe  du  quatrième  degré, 
avec  la  sécante  triple  l,  qui  rencontre  les  trois  droites  d^,  d^,dy 


Surfaces  do  sixième  degré  avec  one  droite  triple 
et  nne  droite  double. 

§  67.  D'après  le  §  2,  une  surface  S^  avec  la  droite  triple  m  et 
le  droite  double  7i  peut  renfermer  encore  quatre  droites  c  qui  ne 
s'appuient  pas  sur  m  et  n. 

Il  est  clair  que  les  transversales  a^^  et  6^.,  des  quatre  droites  m, 
n,  c^.,  c^,  doivent  être  situées  dans  la  surface. 

I/hyperboloide  défini  par  les  droites  m,  n,  c^  aura  en  commun 
avec  S^  encore  un  lieu  du  sixième  degré;  il  est  évident  qu'il  se 
compose  des  droites  a^^,  b^^;  a^^,  b^^;  a^^,  6^^. 

Puisque  S^  contient  1 8  droites  simples  rencontrées  par  m  et  n, 
il  y  a  6  droites  d  d'entre  elles  qui  ne  s'appuient  sur  aucune  de8 
droites  c.  (Comparez  §  34). 

Or,  on  peut  dresser  le  tableau  suivant  de  la  configuration  for- 
mée par  les  droites  de  S^. 
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§  68.  Supposons  que  la  surface  S^  contienne,  outre  les  droites 
multiples  m  et  7i,  un  quinquélatère  formé  par  les  droites  c,,  Cj, 
c^,  c,,  c,  (§  34). 

On  vérifie  aisément  que  les  18  droites  rencontrées  par  m  et  n 
forment  avec  le  sdroites  c  la  configuration  représentée  par  le  tableau 
suivant. 
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m,n 


«1-2    «18     ^8    «U     Ki    «16   «23   «24    ^24    «25    ^26    «34    «35    ^85    «45    ^i    <^2    <^3 


«12    «13     ^8    «14     ^4    «15 


«28   «24    *24    «26 

«>25 

«13     ^8                                  «28 

«34    «35    ^35 

«14     ^14                       «24    *24 

«34                        «45 

«16                                «26 

^26             «35    ^35    «45 

Surfaces  du  sixième  degré  possédant  trois  on  quatre 

droites  donbles. 

§  69.  Si  S^  contient  les  droites  doubles  l,  m,  n  et  les  droites 
arbitraires  Ci,  Cj,  C3  (§  35),  elle  renferme  encore  six  droites  simples 
qui  s'appuient  sur  les  droites  doubles  et  forment  Tintersection 
complémentaire  de  S^  avec  Thyperboloïde  {l,  m,  n). 

La  surface  donne  lieu  à  la  configuration  suivante: 


l,m,n 
c, 


^1 


a„ 


a„ 


a. 


tto 


§  70.  Il  résulte  du  §  36  qu'on  peut  définir  une  surface  du 
sixième  degré  contenant  quatre  droites  doubles  Z,,  I2,  ^3,  l^  ©t 
une  droite  simple  c  qui  ne  les  rencontre  pas. 

Cette  surface  renferme  encore  les  deux  transversales  <j,  fj  ^®s 
droites  l;  puis  les  quatre  couples  de  transversales  de  tout  quaterne 
formé  de  c  et  trois  des  droites  l 

En  considérant  les  hyperboloïdes  définis  par  trois  droites  l,  on 
trouve  encore  huit  droites  simples. 

La  configuration,  formée  par  toutes  ces  droites,  est  représentée 
par  le  tableau  qui  va  suivre. 
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h 


h    h    <**  K   %    K   %    K  fi   9i   /s  9s   /a  9i 

h      h     «4  K     «8  ^3  «1  \    fi     9*    /s  ^3        /l  9i 

h 


h    h  %   h   «2  h   «1  K  /s  ^8  /a  92  îi  9i 


*4  K  <»8  ^8  s  h   <»1  K 


NOTE  SUR  L'EXCITATION  ELECTRIQUE  DES  NERFS. 


PAR 


J.   L.   HOORWEG. 


Dans  un  article  que  j'ai  publié  dans  les  Archives  italiennes  de 
Biologie,  Tome  37,  Fasc.  3,  pag.  457,  j'ai  fait  quelques  remarques 
sur  le  mémoire  de  M.  Weiss,  publié  dans  les  mêmes  Archives  *) 
et  déjà  mentionné  à  la  page  18  de  mon  second  article  dans  les 
Archives  Teyler. 

La  réponse  de  M.  Weiss  ne  me  semble  pas  très  probante  quant 
à  la  manière  dont  il  défend  l'impartialité  de  son  aperçu  historique. 
Mais  c'est  une  chose  de  peu  d'importance  à  laquelle  je  ne  veux 
plus  m'arrêter. 

Ce  qui  est  plus  important  c'est  que  M.  Weiss  est  revenu  de 
l'idée  que  sa  formule  serait  une  loi  fondamentale  et  qu'il  la  place 
maintenant  au  même  rang  que  ma  formule  empirique: 

C'est  tout  ce  que  je  puis  désirer,  car  je  l'ai  dit  maintes  fois, 
les  deux  formules: 

Q  =  a  -h  6  < (1) 

et  P  =  AR'h^ (2) 

sont  toutes  deux  des  formules  empiriques  dont  la  première  est  la 
plus  générale,  applicable  à  toute  sorte  d'excitation  de  très  courte 
durée. 


>)  Tome  86,  pag.  413. 
Archives  viii.  41 
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Mais  ce  qui  est  tout  aussi  vrai,  quoique  M.  Weiss  ne  Tait 
jamais  reconnu,  c'est  que  ces  deux  formules  empiriques  sont  toutes 
deux  une  conséquence  immédiate  de  ma  loi  fondamentale: 

€  =  aie'P^ (3) 

C'est  pour  cela  que  je  regrette  tant  qu'un  savant  aussi  perspi- 
cace que  M.  Weiss  ne  puisse  pas  se  décider  à  accepter  cette  loi, 
à  laquelle  il  a  apporté  lui-même  un  si  puissant  appui  par  sa 
formule  (1). 

Ce  regret  est  d'autant  plus  grand  que  M.  Weiss  dans  ses  com- 
munications antérieures  avait  exprimé  une  tout  autre  et  plus  bien- 
veillante opinion,  en  ces  termes:  „Je  ferai  encore  remarquer  que 
„mes  résultats  concordent  parfaitement  avec  l'hypothèse  de  M. 
„HooRWEG,  d'après  laquelle  l'excitation  des  nerfs  dépend  de  Tin- 
„tensité  du  courant  et  d'un  décrément"   '). 

Voyons  si  vraiment,  comme  M.  Weiss  le  prétend  aujourd'hui, 
l'expérience  nous  force  de  rejeter  la  loi  fondamentale  (3). 

M.  Weiss  a  fait  des  expériences  sur  l'effet  de  deux  décharges 
électriques  en  sens  contraire  qui  se  suivent  à  un  intervalle  très 
court. 

Dans  toutes  les  expériences  publiées  jusqu'ici  2)  M.  Weiss  régla 
les  deux  décharges  inverses  de  façon  à  ce  qu'une  seule  de  ces 
deux  se  trouvait  au  seuil  de  l'excitation  tandis  que  l'autre  était 
avrdessoibs. 

J'ai  déjà  fait  observer  que  cette  manière  d'expérimenter  ne  peut 
pas  donner  de  résultat  sérieux.  La  décharge  qui  est  au  dessous 
du  seuil  de  l'excitation  n'agissant  point,  toutes  ces  expériences 
donnent  le  même  résultat  que  si  la  décharge  la  plus  forte  avait 
agi  toute  seule  ^). 

Telle  est  la  vraie  explication  du  fait  communiqué  par  M.  Wkiss 
dans  les  mots  suivants: 

„Si  une  onde  électrique,  portée  sur  un  nerf  ou  un  muscle,  est 
„juste  suffisante  pour  donner  la  réponse  minima,  une  autre  onde 
„moin8  efficace  de  sens  inverse  n'ajoute  rien  ni  ne  retranche  rien 


')  Comptes-rendus  des  séances  de  le  Société  de  Biologie  de  Paris,  27  avril 
1901,  page  441. 

^)  Arch.  ital.  de  biologie,  Tome  85,  pag.  27. 

')  La  môme  erreur  se  retrouve  dans  les  recherches  sur  l'influence  réciproque 
de  deux  excitations  portées  sur  deux  points  différents  d'un  nerf,  publiées  dans 
les  Comptes-rendus  de  la  Société  de  Biologie  de  Paris,  24  janvier  1902,  pag.  42. 
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^à  reflPet  obtenu,  qu'elle  précède  la  première  onde  ou  qu'elle  la 
„suive"  *) 

Alors  j'ai  invité  M.  Weiss  à  répéter  ces  expériences  avec  deux 
décharges  inverses  dont  chacmie  fût  efficace. 

M.  Weiss  a  eu  la  bonté  de  me  communiquer  le  résultat  de  cette 
expérience,  qui  seule  peut  décider  la  question^  dans  sa  lettre  du 
12  juin  1902  dans  les  termes  suivants: 

„Une  onde  de  longueur  20  se  comporte  comme  une  onde  de 
„longueur  unique  17 — 17.5  quand  Tonde  20  est  suivie  par  une 
„onde  inverse,  quelle  que  soit  la  durée  de  cette  onde  inverse, 
„ pourvu  que  cette  durée  soit  elle-même  inférieure  à  20." 

„Une  onde  10  —  n  équivaut  à  une  onde  unique  de  8.3  environ  ; 
„une  onde  5  —  n  à  une  onde  unique  de  4  environ". 

Quand  les  deux  ondes  sont  toutes  les  deux  efficaces,  on  trouve 
donc  un  tout  autre  résultat.  C'est  en  eflTet  un  affaiblissement  de  17  % 
environ  que  M.  Wkiss  a  constaté  quand  l'onde  observée  est 
mivie  par  une  autre  onde  inverse  et  plus  faible,  mais  toutefois 
efficace  et  ce  résultat  est  parfaitement  en  accord  avec  la  loi  fon- 
damentale (3). 

Mais  je  cherche  en  vain  où  peut  se  trouver  l'expérience  n  —  20, 
n — 10,  n  — 5   que  M.  Weiss  annonce  dans  les  mots  suivants  ^). 

„ Prenons  alors  la  même  décharge  descendante  et  faisons  la 
^précéder  d'une  décharge  inverse  plus  faible.  D'après  le  raisonne- 
„ment  de  M.  Hoorweg  c'est  la  décharge  inverse  qui  l'emportera 
„ou  au  moins  la  décharge  descendante  se  trouvera  considérable- 
„ment  affaiblie.  Or.  il  n'en  est  rien,  Vexpérience  donne  17  %  corame 
ndans  le  premier  cas.*' 

Ainsi  M.  Weiss  croit  avoir  prouvé  que,  si  nous  fixons  l'attention 
sur  la  décharge  précédente,  cette  décharge,  qui  est  par  elle  seule 
parfaitement  en  état  de  provoquer  une  contraction,  —  car  cette 
contion  est  absolument  inévitable  ~,  perdrait  cette  propriété 
quand  une  autre  décharge  inverse  et  plus  forte  la  suivrait,  l'effet  de 
Tonde  précédente  se  réduisant  alors  à  un  affaiblissement  de  17% 
de  l'effet  de  la  décharge  plus  grande  qui  la  suit. 

M.  Wetss  admet  donc  que  l'effet  d'une  certaine  action  puisse  se 
modifier  par  l'influence  d'une  autre  action  qui  n'est  pas  encore 
commencée  au  moment  oH  la  première  est  déjà  finie. 


")  Comptes  rendus  de  TAcadémie  des  Sciences  1901.  22  juillet,  pag.  251. 
^  Arch.  ital.  de  Biologie,  Tome  38,  Fasc.  I. 
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J'avoue  que  je  ne  comprends  pas  ! 
Aussi  l'équivalence  de  — I 


20 


10 


r 


à-T 


10 


20 


r 


pour  deux  ondes  efficaces,  n'est  prouvée  nulle  part.  Les  seules  expé- 
riences sur  lesquelles  se  fonde  cette  équivalence  sont  mentionnées 
dans  une  lettre  de  M.  Weiss  que  j'ai  reçue  le  26  mars  1902  et 
dans  laquelle  sont  récapitulées  les  expériences  de  juin  1901. 

Voici  un  extrait  de  cette  communication: 

11  juin  1901. 


_m_ 
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c'est  donc  la  première  onde  qui  l'emporte  toujours. 
6  juin  1901 
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c'est  donc  la  deuxième  onde  qui  l'emporte  toujours." 

Mais  on   voit  directement  que  ces  expériences  appartiennent  à 

la  même  série  qui  a  conduit  M.  Weiss  à  dire:  „que  la  plus  faible 

„des  deux  ondes  n'ajoute  rien  ni  ne  retranche  rien." 
Aussi  M.  Weiss  le  dit  expressément:  „dans  toutes  ces  expériences 

la  décharge   la  plus  faible  était   toujours  au  dessous  du  seuil  de 

l'excitation." 

Il    est    donc    évident    que    des   expériences  de  cette   sorte  ne 

prouvent  rien. 


Utrecht,  1  octobre,  1902. 


APPENDICE. 


Dans  une  lettre  du  17  mars  1902  M.  Weiss  me  fait  observer 
que  dans  les  Comptes-rendus  de  la  société  de  Biologie  du  4  mai 

1901,  pag.  468  il  a  déjà  prévu  ma  remarque  ^)  sur  l'action  exci- 
tatrice de  la  fermeture  d'un  courant  constant,  limitant  l'action 
excitatrice  à  la  période  latente  pendant  laquelle  le  muscle  se 
prépare  à  réagir.  Cette  période  latente  est  assez  constante  pour 
expliquer  pourquoi  dans  ce  cas  l'intensité  minimale  reste  assez 
constante  pour  le  même  individu.  Dans  un  mémoire  paru  dans 
le  Journal  de  physiologie  et  de  pathologie  générale.  Tome  4,  Sept. 

1902,  fîg.  825,  M.  Weiss  explique  un  peu  plus  clairement  sa 
manière  de  voir. 

De  la  formule  :  Q  =  a  -^  bt 

il  déduit  It  =  a'i-  bt 

et  ensuite  t  =  r r 

i  —  0 

et  calcule  alors  à  l'aide  des  constantes  a  et  fc  le  temps  t  que 

rintensité  I  doit  agir  pour  causer   la  contraction  minimale.  De 

cette  manière  la  variable  indépendante  i,  qui  dans  les  expériences 

de  M.   Weiss  détermine  évidemment  l'intensité  de  l'excitation  de 

très  courte  durée,  se  change  en  une  variable  dépendante,  calculée 

au  moyen  d'expériences  d'un  tout  autre  genre. 

Je  ne  puis  pas  accepter  ce  changement  dans  la  signification  de  t. 

Mais  ce  qui  est  plus  fort,  M.  Weiss  défend  encore  la  validité 
de  la  formule 

par  l'observation  que  j  est  négligeable  vis-à-vis  de  6,  tandis  qu'il 
est  clair  qu'autant  que  a  n'est  pas  absolument  égal  à  zéro,  cette 

0  Arch.  Teyler,  Série  II,  Tome  8,  pag.  78. 
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formule  donne  toujours  une  plus  petite  intensité  minimale  pour 
un  temps  plus  grand  ;  ce  qui  est  contraire  à  toutes  les  expériences 
connues,  qui  prouvent  toutes,  sans  exception,  que  l'effet  excitant 
de  la  fermeture  d'un  courant  constant  est  d'autant  plus  grand  que 
le  temps  de  la  fermeture  est  plus  court 

Dans  le  même  mémoire  *)  M.  Weiss  donne  un  aperçu  de  ses 
expériences  sur  l'effet  excitateur  de  deux  ondes  électriques  contraires 
et  de  très  courte  durée,  dans  lequel  je  trouve  l'expression  suivante: 
„Je  me  mets  au  seuil  de  l'excitation  pour  une  onde  unique"  d'où 
il  suit  avec  certitude  que  la  seconde  onde  était  toujours  au  dessom 
du  seuil  de  V excitation,  de  sorte  que  mon  objection  que  de  telles 
expériences  ne  prouvent  rien,  subsiste  aussi  pour  les  expériences 
récentes  communiquées  dans  ce  journal  :  les  ondes 

10,  10— n      et      n  —  10 

donnent  le  même  résultat,  pour  cette  raison  seule  que  l'onde 
n  n'agit  point  du  tout. 

Il  est  vrai  que  M.  Weiss  trouve  encore  un  afifaiblissement  faible 
mais  distinct,  tandis  que  selon  mon  avis  le  résultat  ne  peut  être 
que  sensiblement  égal.  Mais  M.  Weiss  explique  aussi  dans  cet 
article  la  nature  de  cet  afiaiblissement,  en  démontrant  que  les  ondes 

10—2      ,       10-5      ,       10—8 

produisent  sensiblement  le  même  effet:  „c'est  donc  seulement  au 
^moment  de  l'inversion  que  se  produit  l'effet  de  soustraction". 

L'affaiblissement  que  M.  Wkiss  a  découvert  n'a  donc  rien  de 
commun  avec  le  phénomène  qui  nous  occupe:  c'est  seulement 
une  petite  perturbation  produite  par  le  changement  brusque  des 
résistances  dans  le  pont  do  Wheatstone  au  moment  où  les  fils 
sont  coupés  par  la  balle  du  pistolet. 

>)  Journ.  de  physioL  et  de  pathologie  générale,  sept.  1902,  pag.  826. 

Utrecht,  7  NoY.  1902. 


ZUR  ABWEHR! 

VON  Dr.  PAUL  OPPENHEIM 

IN  Oharlottenburq  BEI  Berlin. 


Im  Laufe  dièses  Jahres  erwarb  ich  einen  Aufsatz  von  Fernand 
Meunier  tiber  die  Insecten  des  Mesozoïcum,  welcher,  wie  es  sich 
dann  herausstellte,  ein  Separat-abdruck  ans  den  Archives  du  Musée 
Teyler  zu  Haarlem  war.  *)  Naturgemaess  und  wie  ich  erwarten 
konnte,  beschaeftigt  sich  die  Antor  in  dieser  Arbeit  vielfach  mit 
frûheren  Publikationen  meinerseits  ;  auf  dièse  theils  abweichenden 
theils  auch  zustimmenden  Ansichten  einzugehen,  haette  fur  mich 
augenblîcklich  keine  Veranlassung  vorgelegen.  Er  tritt  aber  auch 
meiner  Person  zu  nahe.  Nachdem  er  fast  bei  jedem  meiner  in 
dem  palaeontologischen  Muséum  zu  Miinchen  befindlichen  Origi- 
nale hinzugefligt  hat,  dass  dièse  mit  Blei  „retouchiert"  seien, 
steigert  er  sich  auf  p.  109  bei  der  Besprechung  des  Galerucites 
carinatus  Oppenh.  zu  dem  Ausspruche  „Ce  fossile  paraît  avoir  subi 
des  retouches  fraibduleuses  de  la  part  de  Tauteur". 

Dieser  Satz  kann,  wie  mein  Sprachgefûhl  mir  sogleich  zeigte 
und  wie  Nachforschungen  in  verschiedenen  Woerterbûchern  und 
bei  zweien  meiner  franzoesischen  Freunde,  den  Herren  Cossmann 
und  Caziot,  bestatigten,  nur  so  verstanden  werden,  dass  ich  betril- 
gerisch,  d.  h.  mit  der  Absicht  zu  faelschen,  den  betreffenden  Fossilrest 
retouchiert  haette.  Es  ist  dies  ein  Angriff,  so  dreist  und  ungeheu- 
erlich,  dass  er  schwer  hait,  ihm  gegenûber  die  parlamentarische 
Form  zu  wahren  ;  er  geht  aus  von  einem  Manne,  der  mich  friiher 
in  merkwûrdigen  Unkenntnis  der  Thatsachen,  als  den  „éminent 
paléontologue  de  Stuttgarf^  oeffentlich  gefeiert  und  mir  als  solchem 
ein  Dipterengenus  Oppenheimiella  gewidmet  hat,  ^)  der  mich  mit 


^)  Ser.  n,  Vol.  6.  P.  H.  1898,  p.  89  ff. 

^)  Cf.  Bull,  de  la  soc.  zoologique  de  France.  1898,  p.  282:  „  Cependant  nous 
proposons  de  la  nommer  „Oppenheimiella  baltica",  afin  de  rendre  hommage  à 
Archives  viii.  42 
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seinen  entomologischen  Publikationen  frûher  ûberschwemmt  und 
meine  Unterstûtzung  nachgesucht  hat,  um  Materialien  des  berliner 
Muséums  zu  erlangen.  Die  Persoenlichkeit  des  Verfassers,  seine 
wissenschaftlichen  und  politischen  Grundsâtze  und  Grandlagen, 
wie  sie  sowohl  aus  der  Einleitung  als  besonders  aus  dem  Schlusse 
seines  Aufsatzes  hervortreten,  laesst  mir  jede  weitere  Discussion 
mit  ihm  aussichtlos  erscheinen.  Fur  weitere  Kreîse,  die,  wenn 
nicht  meine  Person,  so  doch  mein  Schaffen  kennen  oder  kennen 
lernen  koennen,  bleibt  mir  nur  ûbrig,  den  Angriff  des  Verfassers, 
den  die  Hinzufûgung  des  Wortes  „paraît"  fur  mich  nicht  mildert 
sondern  nur  doppelt  unbegreiflich  erscheinen  laesst,  niedriger  zn 
haengeni  — 

Dass  die  Zeichner  die  leidige  Gewohnheit  haben,  die  Abgren- 
zung  der  Fossiliën,  Streifen,  Rippen,  Muskeleindrûcke  u.  dergl. 
sîch  durch  Bleistiflcontouren  zu  verdeutlichen,  dùrfte  allgemein 
bekannt  sein.  Ich  habe  noch  keinen  Herren  beschaeftigt,  derdies 
nicht  gethan  haette.  Es  ist  ja  schliesslich  auch  kein  Unglûck,  da 
sich  derartige  Striche  mit  Wasser  sofort  entfernen  lassen.  Doppelt 
begreiflich  ist  ein  derartiges  Vorgehen  den  Insecten-Steinkernen 
des  lithographischen  Schiefers  gegenûber,  wo  das  subjective  Elé- 
ment in  der  Deutung  wohl  kaum  je  ganz  auszumerzen  sein  wird, 
und  wo  nach  der  Lage  des  einfallenden  Lichtes  die  Contouren 
mit  groesserer  oder  geringerer  Deutlichkeit  hervortreten.  Ich  kann 
heute  nach  16  Jahren  natùrlich  nicht  mehr  mit  Bestimmtheit 
angeben,  ob  ich  nicht  in  einzelnen  und  schwierigen  Fàllen  selbst 
dem  Zeichner  gegenîiber  zu  diesem  Mittel  meine  Zuflucht  ergriffen 
habe;  dass  dies  hingegen  nur  Ausnahmen  gewesen  sein  koennen, 
kann  ich  getrost  versichern,  ebenso  wie  ich  nie  auf  den  Gedanken 
gekommen  wâre,  dass  einer  meiner  Nachfolger  derartige  ^Hilfs- 
linien"  des  Zeichners  als  „Retouchierungen"  bezeichnen  koennte. 
]-)as  die  meiner  Publikation  beigegebenen  Tafeln  annâhernd  genau 
sind  und  jedenfalls  nicht  mehr  an  Subjectivem  enthalten  als  dies 


réDQlnent  naturaliste  de  Stuttgart  bien  connu  par  ses  belles  recherches  sur  les 
empreintes  d'Insectes  provenant  des  ardoises  lithographiques  de  Bavière".  S) 
schrieb  der  Herr  Meunier  1898,  aehnlich  schreibt  er  1894  in  der  gleichen  erat 
klassigen  Zeitschrift  XIX,  p.  U  und  vier  Jahre  spaeter  hat  er  den  traurigen 
Muth,  demselben  Autor,  der  —  nota  bene  -  sich  nur  einmal  in  seinem  Leben 
bisher  einige  Tage  in  der  Hauptstadt  Wartembergs  aufgehalten  hs^i,  des  retouchas 
fratiduleuses  vorzuwerfenl 
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eine  palaeontologische  Zeichnung  leicht  besitzt,  ergiebt  und  ergab 
mir  ein  genauer  Vergleich  mit  den  von  Meunier  seinem  Aufsatze 
beigegebenen  Phototypien.  Auf  Diflferenzeii  in  der  Auffassung  und 
Klassifikation  naeher  einzugehen,  habe  ich  in  diesem  Zeilen,  die 
lediglich  zur  Abwehr  gegen  eine  ganz  unerhoerte  und  leider  in 
eine  wissenschaftliche  Zeitschrift  vom  Range  der  „  Archives"  ûber- 
gegangene  Beschimpfung  bestimmt  sind,  keine  Veranlassung. 


Charlottenburg,  im  October  1902. 


Da.  PAUL  OPPENHEIM. 


IMPRIMBRIE  LES  HiBITIBBB  LOOBJBS  à  HAÀRL»!. 
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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  Tlnstitut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 
HAABLBM,  janvier  1881. 
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VAN 

TEYLER'8  TWEEDE  GEN00T8CHAP 

TE  HAARLEM, 

voor  het  Jaar  1903 


%e:{iDat,  w^^:^>^ 


Door    DiRECTEUREN    VAN    TeYLEr's    StICHTING   EN   DE   LeDEN   VAN 

Teyler's   Tweede   Genootschap   wordt,    voor   het  jaar   1903,  de 
volgende  prijsvraag  uitgeschreven  : 

Een  zoo  volledig  mogelijke,  alphabetisch  ge- 
rangschikte  naamlijst  van  Noord-Nederlandsche 
kunstschilders,  zoowel  hier  te  lande  als  elders 
geboren,  van  den  vroegsten  tijd  tôt  het  einde 
der  zeventiende  eeuw,  met  opgaaf  van  plaats, 
jaartal  en  zoo  mogelijk  datum  van  geboorte  en 
overlijden  van  de  vermelde  kunstenaars. 

Deze  naamlijst  moet  tevens  een  beknopte 
levensbeschrij ving  van  elken  kunstenaar  bevat- 
ten,  waarin  îeder  belangrijk  feit  dat  eene  bij- 
drage  tôt  zijne  levensgeschiedenis  oplevert, 
dient  te  worden  vermeld.  Eene  opgave  van  eei\ 
of  meerdere  zijner  voornaamste  werken,  van  de 
verschillende  wijzen,  waarop  die  geteekend  zijn 


en   van    de   plaats,   waar  die  zich  bevinden,  mag 
hierbij  niet  ontbreken. 

Ookis  het  gewenscht  dat,  voor  het  biogra- 
phisch  gedeelte,  de  bronnen  worden  aangege- 
ven,  waaruit  is  geput. 

Sedert  in  1842:  Leven  m^  Werken  der  Hollandsche  en  Vlaamsck 
Kvïïistschilders ,  Beeldhouwers ,  Graveurs  en  Bouwmeesters^  door  J. 
Immerzeel  Jr.  in  't  licht  kwam,  waarop,  in  de  jaren  1857—1864 
een  meer  uitgebreid  en  verbeterd  vervolg  door  C.  Kramm  werd 
geleverd,  zijn  door  latere  meer  nauwkeurige  navorschingen  in  de 
gemeente-  en  gildearchieven,  vêle  belangrijke  ontdekkingen  op  dit 
gebied  der  kunstgeschiedenis  gedaan. 

De  resultaten  dezer  navorschingen  zijn  meerendeels  opgenomen 
in  verschillende  kunst-  en  letterlievende  tijdschriften,  zooals  in 
Obreens  Archief  voor  Kunstgeschiedenis,  OudrHolUmd,  e.  a.  Daarvan 
is  bij  enkele  latere  edities  van  kunstcatalogen  met  vrucht  gebruik 
gemaakt;  maar  een  alphabetisch  gerangscbikte  naamlijst,  waarbij 
dit  het  geval  is,  ontbreekt  nog. 

De  prijs  voor  het  best  en  voldoend  antwoord  bestaat  in  een 
gouden  eerepenning,  op  den  stempel  des  Genootschaps  geslagen, 
ter  innerlijke  waarde  van  /  400. 

De  antwoorden  moeten  worden  ingezonden  v66r  of  op  den 
Isten  April  1905,  opdat  zij  voor  den  Is^n  Mei  1906  kunnen  be- 
oordeeld  worden. 

De  verhandelingen  moeten  in  het  Nederlandsch,  met  eene 
Latijnsche  letter,  vooral  goed  en  leesbaar  geschreven  zijn  door 
eene  andere  hand,  dan  die  van  den  opsteller.  Ook  moeten  zij  v66r 
den  bepaalden  tijd  in  haar  geheel  worden  ingezonden  :  geene  ant- 
woorden, waaraan  eenig  gedeelte  bij  de  inlevering  ontbreekt,  zuUen 
tôt  het  dingen  naar  den  gemelden  eereprijs  worden  toegelaten. 

Aile   ingezonden   stukken    blijven    het   eigendom    des   Gtenootr 


Tf 


schaps,  dat  de  bekroonde  verhandelingen,  met  of  zonder  ver- 
taling,  in  zijne  werken  opneemt,  zonder  dat  de  schrijvers,  anders 
dan  met  toestemming  der  Stichting,  die  mogen  uitgeven.  Ook 
behoudt  het  Genootschap  aan  zich  het  recht  om  van  de  niet 
bekroonde  stukken  zoodanîg  gebruik  te  maken  als  het  raadzaam 
zal  oordeelen,  hetzij  zonder  of  met  vermelding  van  den  naam 
des  schrijvers;  in  het  laatste  geval  echter  niet  zonder  zijne  toe- 
stemming. 

Ook  worden  geene  afschriften  van  de  niet  bekroonde  stukken 
aan  de  schrijvers  verleend,  dan  ten  hunnen  koste.  De  in  te 
zenden  antwoorden  moeten,  zonder  naam  en  alleen  met  eene 
spreuk  onderteekend,  vergezeld  van  een  verzegeld  brieÇe,  dezelfde 
spreuk  ten  opschrift  voerende  en  van  binnen  des  schrijvers  naam 
en  woonplaats  behelzende,  gezonden  worden  aan  het  Frmdatiehuis 
van  wijlm  dm  Heer  P.  TEYLER  VAN  DER  HULST  te  Haarlem. 
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QUELQUES  REMARQUES 
SUR  LA  THÉORIE  DES  SOLUTIONS  NON-DILUÉES. 


PAR 


J.  J.  VAN    LAAR. 


En  1894  je  publiai  pour  la  premiêro  fois  une  théorie  simple 
et  générale  des  solutions  non-dihièes  ^).  En  fondant  mes  déductions 
sur  la  théorie  du  potentiel  thermodynamique  de  Gibbs  et  Duhem, 
je  donnai  une  quantité  de  formules  tout-à-fait  nouvelles  pour  la 
pression  osmotique,  pour  les  déplacements  du  point  de  congélation 
et  du  point  d'ébullition,  pour  la  tension  de  la  vapeur  émise,  etc. 
etc.  Toutes  ces  formules  se  rapportaient  au  cas  de  solutions  quel- 
conques, non-diluées. 

Presque  en  même  temps  M.  P.  Duhem  publia  ses  Mémoires 
connus  sur  les  ^Dissolutions  et  Mélanges"  (1893  et  1894),  mais 
ses  déductions  —  se  fondant  d'ailleurs  sur  les  mêmes  principes 
thermodynamiques  —  étaient  un  peu  longues,  et  l'appareil  mathé- 
matique était  souvent  lourd  et  peu  transparent.  Aussi  il  ne  se 
rendit  pas  compte  de  Vétat  de  la  substance  dissohie,  ni  de  l'état 
du  dissolvant.  Toutefois  M.  Duhem  était,  après  M.  Gibbs,  un  des 
premiers,  qui  appliquaient  les  lois  de  la  Thermodynamiqiie  aux 
équilibres,  qui  se  présentent  chez  les  solutions  et  les  mélanges 
de  concentration  quelconque. 

Plus  tard,  en  1898,  je  donnai  un  aperçu  de  ma  théorie  —  élargie 


>)  Zeitschrilt  fur  physikalische  Chemie,  XV,  457-497  (1894);  XVUI,  245-282 
(1895).  [,Ueber  die  genauen  Formeln,  u.  s.  w."]. 
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et  simplifiée  encore  dans  ses  détails  —  dans  les  Archives  Teykr  *), 
et  en  1901  apparût  mon  Traité  de  chimie  mathématique  2),  où  la 
théorie  fût  élaborée  et  étendue  sur  toutes  les  équilibres  possibles 
dans  les  systèmes  homogènes  et  hétérogènes. 

En  Allemagne  c'était  déjà  en  1887  M.  Max  Planck,  qui  donnait 
une  théorie  générale  des  équilibres  physiques  et  chimiques,  fondée 
sur  la  Thermodynamique  ^).  Il  se  contenta  cependant  de  Tapplica- 
tion  de  ses  formules  aux  systèmes  dilués,  mais  donna  ainsi  une 
base  purement  tlierToodynamique  aux  recherches  géniales,  antérieures 
de  M.  VAN  't  Hoff  sur  les  solutions  diluées  (1884  et  1885). 

Pourtant  beaucoup  de  chimistes  allemands  rejettent  encore  le 
traitement  mathématique  et  thermodynamique  des  problèmes 
d'équilibre  physique  ou  chimique,  et  se  contentent  de  considéra- 
tions superficielles  et  vagues.  Même  à  ce  point,  que  des  savants 
comme  Nernst  et  Arrhenius,  auxquels  la  chimie  théorique  doit 
si  beaucoup,  ne  craignent  pas  se  compromettre  en  condamnant 
et  en  désapprouvant  Tusage  des  méthodes  mathématiques  et  ther- 
modynamiques. Le  potentiel  thermodynamique  ne  trouve  pas 
grâce  dans  Tesprit  de  M.  Nernst  *),  et  M.  Arrhenius  ^)  croit 
toujours  que  le  traitement  mathématique  du  sujet  „n'a  point 
contribué  dans  un  degré  appréciable  à  Taugmentation  de  notre 
connaissance  positive".  Il  parle  avec  mépris  des  déductions  ther- 
modynamiques de  M.  Max  Planck  et  „ d'autres  mathématiciens", 
et  il  espère  „que  cette  tendance  doit  être  regardée  comme  un 
phénomène  très  passager". 

Convertir  des  aveugles,  c'est  très  difficile,  et  nous  procéderons 
sur  le  chemin  sûr  de  la  Thermodynamique,  sans  faire  attention 
aux  invectives  périodiques  des  M.  M.  Nernst,  Arrhenius  et 
d'autres  encore  contre  les  „  mathématiciens"  et  contre  la  belle 
théorie  de  la  Thermodynamique,  si  sûrement  fondée  parCLAusius 
et   GiBBs.    Les   protestations   de   ces  chimistes  allemands  ^)  sont 


»)  Série  II,  T.  VI,  Première  partie,  64  pages. 

>)  Lehrbuch  der  mathematischen  Chemie;  Leipzig,  A.  Barth. 

»)  Ueber  die  Vermehrung  der  Entropie,  Wied.  Ann.  XXX,  562;  XXXI,  189; 
XXXII,  462;  (1887)  XXXIV,  189  (1888). 

*)  Voir  p.  e.  Z.  f.  Ph.  Ch.  XXXVIII,  497.        «)  ibid.  XXXVI  40. 

«)  Il  va  sans  dire,  qu'il  faut  faire  exception  du  grand  chimiste  W.  Ostwald, 
le  traducteur  des  „  Etudes  thermodynamiques'*  de  W.  Qibbs;  et  aussi  de  H  Jahn, 
qui  a  également  publié  depuis  peu  une  théorie  des  solutions  non-diluées,  en  se 
fondant  entièrement  sur  la  méthode  thermodynamique  de  M.  Max  Plaiycx.  H. 
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d'ailleurs   un  peu  inactuelles,  et  appartiendraient  mieux  à  une 
période  antérieure,  d'il  y  a  une  centaine  d'années. 

II. 

Dans  le  cours  de  Tannée  1901  M.  Nernst  donna  lui-même  une 
théorie  des  solutions  Tion-diluées  ^).  Mais  —  ce  qui  est  une  méthode 
bien  curieuse  —  il  parla  pour  cela  de  la  théorie  des  solutions 
diluées!  En  introduisant  des  termes  correctifs,  purement  empiriqueSj 
il  donna  ainsi  une  théorie,  manquant  toute  signification  physique. 
Lui,  le  grand-inquisiteur  contre  toute  théorie  mathématique  ou 
physique  qui  opère  avec  des  fonctions,  dites  symboliques  ou  fictifs, 
comme  l'Entropie,  le  Potentiel  thermodynamique,  etc.  —  il  donne 
lui  même  une  théorie  purement  mathématique,  manquant  de  tout 
sens  physique,  voir  même  de  signification  sensible. 

Comment  serait-il  possible  de  tracer  une  théorie  admissible  des 
solutions  non-diluées,  en  partant  des  solutions  diluées?  Jamais  on  a 
pu  déduire  du  cours  de  la  tangente  le  cours  de  la  œurbe^  et  M.  Nernst 
sait  très  bien,  qu'une  seule  tangente  (lois  des  solutions  diluées)  peut 
appartenir  à  des  milliers  de  courbes  (lois  des  solutions  non-diluées). 

La  voie  unique  de  parvenir  à  une  théorie  exacte  des  solutions 
non-diluées  est  l'usage  du  potentiel  thermodynamique,  ou  d'autres 
fonctions  thermiques  équivalents  (Energie  libre,  etc.).  C'est  seule- 
ment cette  fonction,  combinée  avec  une  équation  d^état,  qui  pourra 
donner  la  solution  exacte  du  problème.  L'introduction  de  la 
pression  osmotique  ne  peut  pas  avoir  du  succès,  parce  que  cette 
pression  est  une  grandeur  secondaire,  qui  elle  même  n'est  connue 
que  lorsque  le  potentiel  thermodynamique  est  connu.  Et  c'est 
seulement  dans  le  cas  de  solutions  extrêmement  diluées,  qu'on 
peut  trouver  une  expression  simple  pour  cette  pression  osmotique 
(van  't  Hoff).  N'oublions  jamais,  que  cette  soi-disante  pression 
osmotique  n'est  pas  moins  une  grandeur  fictive  ou  symbolique, 
une  grandeur  opérative,  que  c'est  p.  e.  le  potentiel  thermody- 
namique, tant  méconnu  par  M  M.  Neunst  c.  s.  La  pression 
osmotique  est  une  pure  abstraction  et  nexiste  non  plus  dans 
une  dissolution  isolée,   que  les  potentiels  thermiques  ou  électri- 


H.  Jahn  proteste  dans  son  Mémoire  (Z.  f.  Ph.  Ch.  XLI,  267-801)  contre  les 
affirmations  fades  de  M.  Nerkst  et  de  son  école. 
')  Z.  t  Ph.  Ch.  XXX Vin,  487-600. 
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ques.  ^)  Ce  sont  toutes  des  grandeurs  purement  opératives,  à  l'aide 
desquels  on  peut  parvenir  avec  facilité  et  avec  certitude  au  but 
proposé.  Ces  grandeurs  sont  forvdées  sur  des  notions  physiques  et 
sensibles,  elles  y  sont  dédwites,  mais  elles-mêmes  n  ont  plus  de 
signification  physique  directe. 

Mais  quand  on  fait  usage  de  ces  grandeurs  opératives,  il  ne  faut 
pas  préférer  une  grandeur  secondairej  comme  la  pression  osmotique, 
à  la  grandeur  primaire,  c'est-à-dire  le  potentiel  thermodynamique. 


III. 

La  pression  osmotique. 

Maintenant  je  veux  reproduire  quelques  déductions  de  mes  Mé- 
moires déjà  cités,  et  montrer  avec  quelle  facilité  on  peut  trouver 
des  expression  générales  pour  la  pression  osmotique,  rabaissement 
du  point  de  fusion,  etc.,  qui  se  rapportent  à  des  solutions  quelcon- 
ques, non-diluées  —  en  faisant  usage  du  potentiel  thermodyna- 
mique. Commençons  avec  la  déduction  de  Is,  pression  osmx)tique  àe 
M.  VAN  't  Hoff. 

On  doit  se  figurer  une  solution  aqeuse  quel- 
conque de  concentration  c  [c'est-à-dire  qu'il  y  a 
c  =  0     c  Gr,  mol.  de  la  substance  dissolue  sur  1  Gr. 
mol   du  dissolvant,  eau  p.  e.],  séparée  du  dis- 
solvant pur  par  une  membrane  semi-perméa- 
c  ble  (fictive  ou  non).  Il  y  a  libre  contact  entre 

l'eau  pur  et  l'eau  de  la  solution,  mais  la 
substance  dissolue  ne  peut  pas  passer  la  mem- 
brane, et  l'équilibre  sera  introduit,  lorsque  le  potentiel  moléculaire 
de  l'eau  pur  sera  égal  à  celui  de  l'eau  dans  la  solution.  Or  comme 
cela  ne  peut  pas  se  réaliser  tant  que  les  concentrations  soient 
difliérentes  (les  pressions  extérieures  supposées  égales),  on  verra 
l'eau  pur  pénétrer  dans  la  solution  par  la  membrane  séparative, 


Po 


pur 


substance 
dissoute 


')  Seulement  lorsque  deux  solutions  de  concentration  différentes  sont  en 
contact  Tune  avec  l'autre,  séparées  par  une  membrane  sémiperméable,  une  certaine 
pression  prend  naissance,  mais  l'existence  de  cette  pression  dans  la  solution 
isolée  est  une  abstraction  pure,  tout  à-fait  comparable  à  l'abstraction  de  l'exis- 
tence d'un  potentiel  électrique  dans  un  corps  isolé.  Récemment  (Mémoire  cité) 
M.  H,  Jahn  s'est  également  prononcé  sur  le  caractère  fictif  de  cette  pression 
osmotique,  qui  n'a  aucune  existence  réelle  dans  une  solution  isolée.  C'est  ce 
que  j'ai  dit  déjà  il  y  a  huit  années. 
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jusqu'il  s'est  formé  une  seule  dissolution  de  concentration  moy- 
enne. [Si  Ton  avait  eu  primitivement  deux  solutions  de  concen- 
trations Cj  et  Cj,  autant  d'eau  pur  de  la  solution  la  plus  diluée 
(p.  e.  Cj)  serait  entré  dans  la  solution  la  moins  diluée  (cj),  que 
les  deux  solutions  auraient  obtenu  la  même  concentration  Cj.] 

Mais  quand  on  veut,  que  l'eau  pur  n'entre  pas  dans  la  solution 
de  concentration  c,  il  faudra  arrêter  cet  eau  par  une  pression^ 
exercée  sur  cette  solution  (ou  sur  la  solution  la  moins  diluée),  de 
sorte  que  la  pression  p  sur  la  solution  sera  plus  grande  que  celle 
Pq  sur  l'eau  pur  (ou  que  la  pression  p^  sur  la  solution  la  moins 
diluée  sera  plus  forte  que  celle  p^  sur  la  solution  la  plus  diluée.) 

Or,  c'est  cette  différence  n^^p  —  p^  que  M.  van  't  Hoff  a 
nommé  Isl  pression  osmotique  „de  la  dissolution".  On  voit  bien,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué  plus  haut,  que  cette  pression  n'entre 
en  jeu,  que  lorsque  deux  phases  liquides  sont  mis  en  contact:  c'est 
simplement  une  pression  extérieure,  qu'il  faut  mettre  en  oeuvre 
pov/r  empêcher  le  dissolvant  pur  d^ entrer  dans  la  solution  par  la  memr 
hrane  séparante.  Mais  cette  pression  n^existe  pas  dans  la  dissolution 
isolée^  et  lorsque  M.  van  't  Hoff  parle  néanmoins  de  la  pression 
osmotique  d'une  solution  isolée,  il  introduit  dans  la  théorie  des 
solutions  —  et  c'est  son  droit  —  une  grandeur  opérative,  mais 
tout-à-fait  abstracte^  ainsi  que  l'on  peut  parler  également  du  poten- 
tiel électrique  d'un  corps  quelconque. 

Calculons  maintenant  la  valeur  de  cette  pression  osmotique. 

Evidemment  on  aura  dans  le  cas  d'équilibre: 

V^      =  tp      , (1) 

où  Vcp.  ®8t  1®  potentiel  (de  M.  Planck)  moléculaire  (c.-à-d.  de  18 
Gr.)  de  l'eau  pur  sous  la  pression  p^^,  et  ip  celui  de  l'eau  dans  la 
dissolution  de  concentration  c  ^)  sous  la  pression  p. 

Mais  on  peut  écrire: 

p 


>)  c  = —,  où  m  est  le  nombre  de  Or.  mol  de  la  substance  dissoute,  n  le 
nombre  de  Or.  mol.  du  dissolvant.  Mais  en  calculant  ces  nombres,  on  fait  abstrac. 
tion  de  l'état  moléculaire  des  deux  components,  et  Ton  suppose  les  molécules 
normales,  p.  e.  Na  Gl  =  68,6,  H^O  =  18,  etc.  —  la  dissociation  éloctrolytique,  ou  l'as- 
sociation des  molécules  n'entrant  pas  en  considération  chez  le  calcul  pratique 
de  la  .concentration"  c. 
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OÙ  d'après  une  propriété  bien  connue: 

dp  t' 

Vq  étant  le  volume  de   18   Gr.  H^O  sous  la  pression  p,  de  sorte 

que  Ton  aura: 

p 

En   supposant  maintenant  le  volume  Vq  indépendant  de  la  pres- 
sion p,  ce  qui  sera  sensiblement  le  cas,  nous  aurons: 

L'équation  (1)  devient  donc: 

d'où  résulte: 

Telle  est  l'expression  presque  rigoureuse  pour  la  pression  osmo- 
tique—  dans  la  supposition  toutefois,  que  Vq  soit  invariable  entre  les 
limites  p^  et  p  de  l'intégration.  Comme  cette  pression  osmotique 
se  montre  donc  sensiblement  proportionale  à  la  différence  Wc'^^oj 
on  pourra  opérer  avec  elle,  comme  la  fait  M.  van  't  Hoff  et 
beaucoup  d'autres,  pour  déduire  des  relations  diverses.  Mais,  comme 
nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  il  reste  préférable  d'opérer  avec 
la  grandeur  primaire  ip,  et  non  avec  la  grandeur  secundaire  .t, 
d'autant  plus  que  la  relation  n'est  pas  tout-à-fait  rigoureusement 
exacte. 


*)  Remarque,  Nous  aurions  aussi  pu  écrire  successivement: 
p  p 


Pu  P« 

de  sorte  que  (l)  devient: 


donc 


^=7^— 7>o  =  irK— '''o)p.» 


et  cette  relation  sera  tout-à-fait  identique  à  la  relation  (2).  On  pourra  choisir. 


DES   SOLUTIONS   NON-DILUÉES.  305 

Dans  ce  qui  suit,  nous  écrirons  toujours: 

^c  —  V'o  =  ^L 

R  étant  la  constante  moléculaire  des  gaz  parfaits,  et  nous  pourrons 
écrire  simplement: 


Rt    . 

TT  =  f 


(2«) 


Pour  déterminer  la  valeur  exacte  du  quotient  différentiel  -j- ,  nous 
partons  de  la  relation  w^     =  v'    ,  ou  bien 

—  xi»         -h  Uf       =0. 

En  différentiant  totalement  par  rapport  à  p,  nous  obtenons  (ip^ 
reste  invariable^: 

V    dv'J        ^K'^dT)        dp  "'"' 


donc 


ou,  comme 


aussi: 


dp    / 

c  =  const. 


p  ssconst 


d% 


de  \    de    J         '\    dp    y  ' 


p  =  rows^ 


dp 


c  =  const. 


\  dv    J       ~ 


css  consL 


dp^     r      (d%p\ 
de        V      \    de    / 


pssConsL 


Mais 


donc 


dn  _  d(p-p^)  _  dp         ^  d/_<^(n-  "Pq)  _  ^V^c 
(fc  de  de  ^  de  de  de 


dn  _  Rt    df 


de        V  ^  *  de 


(3) 


V  étant  le  volume  moléculaire  de  Teau  dans  la  solution  de  concen- 

dV 
tration  c.  [c-à-d.  v^rr-^— ,  Fêtant  le  volume  total  de  la  solution 

et  n  le  nombre  de  molécules  (supposées  normales)  du  dissolvant]. 
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IV. 

Evaluation  de  la  fonction  f=\p^-'  xp^. 

Il  nous  reste  maintenant  à  déduire  une  expression  pour  cette 
fonction  f,  fonction  qui  entre  dans  nos  formules  précédantes,  et 
qui  entrera  dans  toutes  les  relations,  que  nous  irons  déduire  dans 
les  Chapitres  suivantes.  La  connaissance  exacte  de  cette  fonction 
importante  donne  immédiatement  la  clef  pour  la  théorie  dfô 
solutions  non-diluées.  Mais  malheureusement  nous  pouvons  seule- 
ment donner  une  expression  exacte  dans  le  cas  d'une  solution 
extrêmement  diluée.  Dans  le  cas  d'une  dissolution  quelconque  il 
nous  faut  la  connaissance  précise  de  Vétat  molècalaire,  non  seulement 
de  la  matière  dissoute  mais  aussi  du  dissolvant.  Et  cette  connais- 
sance précise,  nous  ne  la  possédons  pas.  En  outre  il  nous  faudra 
la  connaissance  exacte  de  Véquation  d'état,  à  la  quelle  obéissent  les 
solutions  liquides  non-diluées.  Et  encore,  nous  sommes  loin  de  cette 
connaissance.  L'équation  d'état  de  M.  van  der  Waals  p.  e  n'est 
qu'une  approximation  grossière  pour  les  phases  liquides.  Enfin, 
même  en  se  contentant  de  cette  approximation,  nous  ne  connaîtrions 
pas  les  grandeurs  a^  a^,  a^^;  \,  b^,  ft^g;  grandeurs,  qui  se  multiplient, 
lorsque  la  matière  dissoute,  ou  le  dissolvant,  ou  toutes  les  deux  sont 
composées  de  molécules  de  genre  divers:  molécules  neutrales,  lones; 
molécules  simples,  molécules  doubles. 

En  connaissant  même  toutes  ces  choses,  l'expression  exacte  pour 
\p^  —  ipQ  deviendrait  tellement  compliquée,  qu'elle  n'aurait  aucune 
valeur  pratiquée.  C'est  pourquoi  nous  suivrons  une  autre  méthode: 
celle  du  développement  en  série.  Or,  nous  pourrons  toujours  écrire, 
d'après  la  série  de  Mac  Laurin: 


Vc=n+^ 


\dic)o       2  ^^^    \d{ic)^J^ 


de  sorte  que  notre  problème  se  réduit  à  la  connaissance  des  quotients 
différentiels  divers 


Vdio  Jo'    W(ic)27o'  ®*^' 


d{icy 

L'argument  de  notre  série  est  ic,  et  non  c  seulement,  parce 
que  dans  le  cas  d'une  substance  dissoute,  qui  est  électrolytique- 
ment  dissociée,  on  aura  affaire  avec  un  nombre  de  molécules  itn 
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au  lieu  de  m,  i  étant  le  nombre  de  molécules,  provenant  de  1 
molécule  normale,  (chez  une  électrolyte  binaire  i  =  1  +  a,  a  étant 
le  degré  de  dissociation). 

Calculons  en  premier  lieu  la  grandeur  importante  (75---}  • 

Supposons  que  les  n  Gr.  mol.  normales  du  dissolvant  sont  en 
réalité  en  nombre  de  an,  et  de  même  les  m  Gr.  mol.  normales 
de  la  substance  dissoute  en  nombre  de  6  m.  Le  potentiel  total 
peut  être  écrit  alors  approximativement: 

y=7Hi>/  -h  mv/o'  —  anRlog t bmRlog 1 — , 

^^  ^^  ^  an  -h  6m  ^  an  +  6m  ' 

R  étant  la  constante  des  gaz  parfaits  pour  une  quantité  molécu- 
laire normale  {H 2  0  =  18  Gr.,  etc.). 
On  aura  donc  pour  le  potentiel  moléculaire  du  dissolvant  tp^: 

—  4_^  —      '      p r   7  Q^  _        __      g^n  a6m    -1 

**  ~  dn  ""  ^^  ~     L      ^  an  -h  6m  an  -f-  6n  ~an  -f-  6mJ' 

ou  bien 

V,  =  W-aRlog-^^;^;^=^,'  +  aRlog{l  +  ^). 

En  développant  le  logarithme  népérien  en  série,  nous  aurons 
donc  en  première  approximation: 

^  /  6m  \  ,      ^  6m 

Comme  — =c  et  6  =  i,  on  peut  écrire  par  conséquent,  en  sup- 
primant l'indice  1,  et  en  écrivant  1//^  au  lieu  de  ip: 

1^^=  i/^/-h  Rie  -h  . .  , 

où  la  fonction  v'  ne  contiendra  que  les  puissances  sv/périeures  de 
la  concentration  c.  Pour  c  =  0  nous  aurons  donc  : 

et  l'on  obtient  pour  la  difiërence  tp^—  \f,^  =  Rf: 

Rf=%—  Vo  =  iîic-h  ... 

En  comparant  ce  résultat  avec  la  série  générale 
Archives  viii.  44 
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nous  voyons  aussitôt  que 


(d^)o-^- 


Signalons  le  fait  remarquable,  que  le  facteur  a  ne  figure  pas 
dans  ce  premier  quotient  différentiel.  L'état  moléculaire  du  Hml 
vaut  n'a  donc  aucune  influence  sur  \e  premier  terme  de/.  Seulement 
rétat  moléculaire  de  la  matière  dissoute,  représentée  par  le  facteur 
%  entre  dans  ce  terme,  et  nous  pourrons  écrire  comme  première 
approximation  : 

/  =  ic. 

,  .  v^  1  ,  celui  ci  contiendra  et 

le  facteur  a  et  le  facteur  h  (=  i),  mais  l'évaluation  théorique  de 
cette  grandeur  exigerait  une  connaissance  exacte  de  Tétat  molécu- 
laire des  deux  components,  et  de  l'équation  d'état,  à  la  quelle 
obéit  le  mélange.  C'est  pour  quoi  que  nous  désignerons  ce  quotient 
différentiel,  et  tous  les  suivants,  par  des  symboles: 

de  sorte  que  nous  pouvons  écrire: 

/=tc-h0(îc)^  H-a)(ic)3  H-  . (4) 

Au  lieu  de  déterminer  expérimentalement  les  grandeurs  a,,  aj, 
a^2,  etc.,  6j,  ftg,  6^2,  etc.,  nous  déterminerons  les  grandeurs  0,  w, 
etc.,  ce  qui  est  la  même  chose.  Toutefois  avec  cette  différence, 
qu'il  y  a  un  nombre  fini  de  grandeurs  a  et  6,  et  un  nombre  infini 
de  grandeurs  0,  w,  etc.  Mais,  comme  nous  ne  considérons  jamais 
plus  que  defwxj  tout  au  plus  trois  termes  de  la  série  précédente, 
notre  méthode  n'offre  aucune  objection.  Au  contraire  —  ce  s«:a 
toujours  plus  simple  et  plus  facile  de  déterminer  un  ou  deux 
coefficients  0  ou  w,  qu'une  douzaine  de  coëflBcients  a  et  6.  Les 
coefficients  0,  œ,  etc.  consistent  d'une  combinaison  fort  compli- 
quée de  ces  diverses  grandeurs  a  et  6,  et  nous  ne  faisons  autre 
chose,  que  déterminer  la  combinaison  demandée,  au  lieu  des  éléments^ 
non  demandées.   On   pourra  toujours  regarder  ces  grandeurs  ©,  «, 
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etc.  comme  des  nouvelles  constantes  physiques  '),  remplaçant  les 
anciens  grandeurs  a  et  b.  Mais,  parce  qu'il  y  a  un  nombre  fini  de 
grandeurs  a  et  6,  il  y  aura  autant  de  grandeurs  0,  »,  etc.  indé- 
pendantes  Tune  de  l'autre;  tandis  que  toutes  les  suivantes  (que  nous 
ne  regardons  pas,  puisque  nous  regardons  seulement  une  on  deux 
des  grandeurs  indépendantes)  dépendront  de  celles  là  Je  fais  remar- 
quer encore,  que  la  série  (4)  pour  la  grandeur  /  est  convergente 
seulement,  lorsque  c  n'est  pas  trop  élevé  ;  c'est-à-dire  notre  méthode 
de  développement  en  série  ne  peut  servir,  que  lorsque  les  solutions 
n'ont  pas  une  concentration  trop  forte.  La  théorie  tout-à-fait  générale 
et  exacte  des  solutions  non-diluées  attend  toujours  la  connaissance 
exacte  de  l'état  moléculaire  des  components  et  de  l'équation  d'état 
des  mélanges  liquides. 


Revenant  à  la  pression  osmotique,  la  formule  (2**)  pourra 
s'écrire  maintenant  (en  supprimant  l'index  p)\ 

;i=  ^[tc -h  0(ic)^ -+-...]  »      (2') 

et  nous  voyons,  que  la  formule  approximative  de  M.  van  't  Hoff, 

Rt  . 

n  = ^c  , 

n'est  valable  que  dans  le  cas  limite  de  solutions  extrêmement  diluées. 
(C'est  seulement  pour  ces  dernières  solutions  que  M.  van  't  Hoff 
a  déduit  sa  formule  célèbre). 

Comme  nous  le  voyons  tout  de  suite,  la  pression  osmotique 
d'une  pareille  solution  obéit  aux  lois  des  gaz  parfaits.  C'est 
comme  si  les  molécules  de  la  matière  dissoute  se  pourraient 
mouvoir  librement  dans  l'espace,  occupé  par  le  dissolvant  pur, 
sans  que  celui-ci  serait  présent. 


')  Constantes  physiques^  puisque  ces  grandeurs  ne  sont  que  des  quotients 
différentiels  d'une  fonction  v^  tout-àfait  déterminée,  ayant  une  signification 
physique,  directe  ou  indirecte,  comme  l'Entropie,  etc.  Ces  grandeurs  d,  a>,  etc. 
seront  toutefois  des  fonctions  de  r  et  de  p. 

44* 
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V. 

Abaissement  du  pomt  de  congélation. 

Quand  il  y  a  équilibre  entre  le  dissolvant  congelé  (glace)  et 
le  dissolvant  dans  la  solution,  nous  pouvons  écrire  (t  étant  le 
point  de  congélation  de  Teau  dans  la  solution): 

(^l)r  =  '^cr> ('5) 

«^1  étant  le  potentiel  moléculaire  (18  Gr.)  de  la  glace.  Cette  rela- 
tion, mise  dans  la  forme: 

peut  aussi  s'écrire  (r^  étant  la  température  de  congélation  du  dis- 
solvant pur): 


r 


<i  (—  V,  +  %) 


/ai —  Wt  -r  V  ) 


Or,  comme  d'après  un  théorème  bien  connu 

d(  — Vi  +  fJ        S^ 


C 

%    9 


8ç  étant  la  cJialewr  de  fusion  moléculaire  (18  Or.)  de  la  glace  dans 
la  solution,  nous  aurons  aussi: 

^8 

En  supposant  maintenant  S^  constant  entre  les  limites  de  Tinté- 
gration  —  supposition,  qui  cependant  ne  sera  jamais  exacte  — 
nous  obtenons: 


(_,,+,j___S.(i-i)=0. 


ou  bien,  comme  évidemment   (équilibre  entre  la  glace  et  le  dis- 
solvant pwr) 

aussi  {^^>^  -  v^o),  -  S^  ^^^  =  0, 

0  T  Tq 
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d'où  l'on  tire  pour  rabaissement  Tq  —r  (grandeur  toujours  j^osiiiw): 


La  grandeur  S^  peut  être  représentée  par 

OÙ  L^  représente  la  cJuilev/r  de  dilution  moléculaire  de  la  solution 
de  concentration  c,  et  S^  la  chaleur  de  fusion  moléculaire  de  la 
glace  dans  l'eau  pur.  Or,  comme  ces  deux  grandeurs  S^  et 
L^  seront  toutes  les  deux  des  fonctions  de  t,  la  chaleur  S^  ne  peut 
pas  être  rigoureusement  supposé  invariable  entre  r^  et  x,  et  la 
supposition  de  la  constance  de  S^  sera  tellement  inexacte,  que 
la  formule  (6)  donnera  toujours  une  mav/oaise  approximation  dans 
le  cas  de  solutions  non-dihiées. 
En  substituant  pour  f^    sa  valeur  d'après  (4),  nous  aurons  aussi  : 

^r  =  ^^^[tc-+-0(ic)2  +  ...]^ (6-) 

^0  • 


Seulement  dans   le  cas  de  solutions  extrêmement  diluées,  on 
parvient  à  la  formule  de  M.  van  't  Hofp,  c'est-à-dire: 


formule,  qui  nous  permet  de  déterminer  la  grandeur  i  de  l'abais- 
sement Jt  du  point  de  congélation  du  dissolvant  dans  la  sclution. 
On   aurait   aussi   pu   déduire  cette  grandeur  i  de  la  relation 

Rr 

n  = ic ,   mais  la  détermination  directe  des  pressions  osmoti- 


^0 


ques  —  pressions  énormes  —  offre  de  très  grandes  difficu^.tés  dans 
la  pratique. 

Si  Ton  veut  déterminer  la  tangente  à  la  courbe  des  points  de 
congélation,  on  n'a  que  différentier  la  relation 

totalement  par  rapport  à  t.  On  obtient  ainsi: 
')  Voir  p.  6.  J.  J.  VAN  Laab,  Lehrbuch  der  mathematischen  Chemie,  p.  185. 
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\  dr  /  +    V  do  J  dr  -^' 

c  =  eongt,  i  =  coHBt, 

donc 

par  conséquent 


de  S        de 

et 


(7) 


dif)  df 

puisque   (voir  plus  haut)     -y-^  =  R  ^, 


VI. 

Elévation  du  point  d^ébullition. 

D'une  manière  tout-à-fait  analogue  à  celle  de  V  nous  trouverons: 

(V,),  =  W, (8) 

1/^-2  étant  le  potentiel  moléculaire  (18  Or.)  de  la  vapeur  du  diasol-- 
vant,  et  t  la  température  d'ébullition  de  l'eau  dans  la  solution; 
puis,  Tq  étant  la  température  d'ébullition  de  l'eau  pur: 


( 


-».-".>. -/^^^^^*=» 


T 


où  W^  est  la  chalewr  de  vaporisation  moléculaire  de  l'eau  dans  la 
solution.  En  supposant  encore  W^  invariable  pendant  Tintégration, 
nous  obtiendrons: 

(-»,  +  •>),.- »',(--ïi)=»- 

Or,  comme  ( —  Vo  "^  V'2)     —  ^  (équilibre  entre  la  vapeur  et  le 
dissolvant  pur),  cette  dernière  relation  peut  s'écrire: 
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T  — To_ 


d'où  nous  trouvons  pour  r élévation  r  —  r^,  qui  sera  toujours  positive  : 
^r'  =  T-r„  =  -^(^^-  V„)^   =--?^/^^   ...   (9) 

C C 

La  grandeur  W^  obéira  à  la  relation  suivante: 

W  =  Wo-Ly) 

OÙ  Wq  sera  la  chaleur  de  vaporisation  moléculaire  de  Teau  pur,  et 
L^  comme  chez  /S  la  chaleur  de  dilution  moléculaire  Et  puisque 
Wq  et  L^  seront  tous  les  deux  des  fonctions  de  r,  l'équation  (9) 
ne  peut  être  qu'approximative,  W^  étant  supposé  constant  entre 
les  limites  r^  et  t. 
En  substituant  pour/sa  valeur  de  (4),  nous  pouvons  écrire  encore  : 

Jr=  .^^o-(ic-h0(ic)2  +  ...)^^ (9«) 


Dans  le  cas  d'une  solution  extrêmement  dilueé,  cette  formule 
se  transforme  en 

formule  de  M.  van  't  Hopf,  qui  nous  permet  encore  de  déterminer 
la  grandeur  i  de  l'élévation  du  point  d'ébuUition  du  dissolvant  dans 
la  solution. 

La  variation  différentielle  de  la  température  d'ébuUition  avec  la 
concentration  c  sera  exprimée  par  la  formule  suivante: 


de    ~   W         de 


(10) 


La  déduction  de  cette  relation  est  tout-à-fait  identique  à  celle 
de  la  relation  correspondante  de  V. 

VII. 
Abaissement  de  la  tension  de  la  vapeur. 

Supposons  maintenant,  que  la  pression  varie,  et  non  la  tempé- 
rature. On  aura  alors: 

(v2),  =  Wp (11) 

^)  Ouvrage  cité,  page  106. 
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Lorsque  la  vapeur  peut  être  considérée  comme  \xn  gas  parfait - 
ce  qui  sera  toujours  sensiblement  le  cas,  quand  la  température  est 
assez  basse,  on  peut  écrire: 

Y  étant  le  coefficient  d^ association  des  molécules  de  la  vapeur. 
(Pour  la  vapeur  d'eau  /  sera  =  1).  La  relation  (1)  se  transforme 
maintenant  en 

OU  bien,  comme  ( —  Vn  "+"  ^^2)  «  =0  (équilibre  enter  la  vapeur  et  le 
dissolvant  pur),  en 


l-toj,a.=i!l^^.=/     (12, 


en  identifiant  (i/;^)    à  (i^^)   ,  ce  qui  est  permis,  parce  que  la  pression 
n'aura  qu'une  influence  minime  et  négligeable  sur  la  grandeur  ^ 
chez  les  phases  liqmdes. 
Au  lieu  de  (12)  nous  pouvons  écrire: 

LlogJ^  =  ic-h0{ic)^^ (m 

La  formule  (12^)  se  prête  par  excellence  pour  la  détermination 
de  la  grandeur  i  dans  les  solution  fort  diluées.  Or,  cette  formule 
devient  alors  (/  supposé  =  1): 


ou  bien,  comme 

hg  -Pf  =  ic, 

hgPf=-hgP-^ 

^t^=-^o- 

Po   )~  Po' 

simplement 

:: = - 

encore  ime  formule  remarquable,  due  à  M.  van  't  Hoff. 

En  déterminant  l'abaissement  de  la  tension  de  la  vapeur,  nous 
n'avons  pas  à  craindre  des  inexactitudes  comme  chez  les  formules 
(6^*)  ou  (9»),  causées  là  par  la  variabilité  des  grandeurs /^  et  TT^,  sup- 
posées invariables. 
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Quant  à  la  variation difiërentielle  ^,  on  aura  évidemment: 


de  ~       de     ' 


(13) 


où  y  sera  encore  une  fonction  de  p. 

VIII. 
La  chalefu/r  de  dilution  moléculaire  <). 
La  formule  générale 

pourra  s'écrire  avec  notre  notation: 

df 

OU  bien,  en  substituant  pour  /  sa  valeur  /'=ic  4-  0  (tc)^  -h  . . .  : 

On  voit,  que  chez  les  non-êlectrohjtes,  où  i  =  1 ,  on  aura  simplement  : 

^  dr 

donc  la  chaleur  de  dilution  proportionale  à  c^. 

Chez  les  électrolytes  la  chaleur  de  dilution  sera  donné  approxi- 
mativement par 

«  dr 

ReTMirque.  La  chaleur  L^,  et  de  môme  la  même  chaleur  L^,  figu- 
rant dans  les  expression  pour  S^  et  Tr^(voir  plus  haut),  ne  sera  pas  la 
chaleur  de  dilution  intégrale,  mais  la  chaleur  différentielle,  c'est- 
à-dire  celle,  absorbée  lorsque  ou  ajoute  à  une  solution  déconcen- 
tration c,  dn  Gr.  mol.  du  dissolvant  (eau),  et  cette  chaleur  divisée 
par  éfi. 


0  Comparer  J.  J.  yak  Laar,  Lehrbuch  der  math.  Chemie,  pag.  81. 
Archives  viii.  45 
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IX. 

De  tout  ce  qui  précède,  il  s'en  suit  donc,  que  la  détermination 
de  la  grandeur  i  dans  le  cas  de  solutions  norirdiluées  n'est  possible, 
que  lorsque  la  fonction  f  (c'est-à-dire  les  grandeurs  0,  w,  eta)  est 
entièrement  connue. 

Inversement  on  pourrait  déduire  cette  grandeur  /",  si  les  gran- 
deurs i  étaient  exactement  connues  pour  chaque  concentration 
c.  Mais  malheureusement  les  valeurs  de  'i  =  1  -î-  a,  tirées  de  déter- 
minations du  pouvoir  conducteur  moléculaire  des  électrolytes,  ne 

K 

sont  pas  exactes,  parce  que  probablement  le  quotient  -^ — ne  répré- 

sente  pas  rigoureusement  le  degré  de  dissociation  a. 

Nous  nous  trouvons  donc  dans  une  situation  très  difficile,  et 
c'est  seulement  par  approximation,  que  nous  pourrons  savoir  quel- 
que chose  de  la  grandeur  f.  Seulement  dans  le  cas  de  non-éleo- 
trolytes  (le  sucre  de  canne  p.  e.)  on  peut  déduire  exactemmt  la 
valeur  de  cette  fonction. 

Mais  dans  tous  les  cas  il  faudra  partir  de  déterminations  fort 
précises  de  l'abaissement  de  la  tension  du  vapeur,  et  non  de 
déterminations  de  la  variation  des  points  de  congélation  et  d'ébul- 
lition,  puisque  pour  les  solutions  non-diluées  les  formules  6*  et  9" 
ne  sont  pas  exactes  à  cause  de  8^  et  W^,  grandeurs  variables  avec  r, 
que  nous  avons  supposé  invariables  pendant  l'intégration. 

En  se  servant  de  la  formule  pour  log  ^^  (seulement  approximative- 
ment =  — =^  y  il   faut  être  sûr  de  la  grandeur  jj^,  la  tension  de 

la  vapeur  de  l'eau  pur.  Toutefois  une  erreur  dans  cette  valeur 
aura  presque  la  même  influence  dans  le  cas  d'une  solution  non-diluée 
que  dans  le  cas  d'une  solution  diluée,  ce  qui  n'est  pas  le  cas 
avec  les  inexactitudes  des  formules  6*  et  9^,  où  les  déviations  de- 
viendront de  plus  en  plus  considérables  avec  l'accroissement  de  la 
concentration  c.  Et  une  correction  des  valeurs  de  S^  et  W^  pour  la 
chaleur  de  dilution  n'entre  point  en  considération,  puisque  toutes 
les  déterminations  de  cette  chaleur  sont  encore  trop  inexactes. 
Il  nous  reste  donc  les  expériments  de  M.  Dieterici  *)  et  de 

»)  Wied.  Ann.  XLII,  618  (1898);  LXII,  616  (1897);  LXVII  (1899). 


DES   SOLUTIONS   DILUÉES. 


317 


M.  Smits  ^)  sur  rabaissement  de  la  tension  de  la  vapeur  d'eau 
chez  0®  C.  Surtout  les  expériences  du  dernier  avec  le  xnicroma- 
nomètre  sont  d'une  grande  exactitude.  Les  déterminations  de 
M.  Raoult  2)  de  l'abaissement  du  point  de  congélation  nous 
pourront  servir  alors  de  contrôle  utile. 


X. 

Swcre  de  ccmne. 
a)  ExpériToents  antériewrs.  ^) 


m  =  Qr.  mol. 

c  =  Qr.  mol.  sur 

f-c 

sur  1000  6r.  H^O 

\Gr.mol.H^O 

jp 

X  10» 

0,02138 

0,000385 

0,00178 

0,0003i85 

:  0 

0.04630 

0,000834 

0,00388 

0,0008;40 

;  6 

0,08488 

0,001528 

0,00705 

0,0015!27 

—1  1 

0,17287 

0,003113 

0,01440 

0,003122 

i  9 

0,28340 

0,005103 

0,02366 

0,0051:34 

|31 

0,77912 

0,014029 

0,06485 

0,0141136 

1J07 

1,8821 

0,033889 

0,17463 

0,0385:09 

46|20 

Comme  les  grandeurs  m  furent  calculées  avec  sucre  de  canne 
=  342(f?=l),  tandis  qu'avec  Jï=  1,0076  le  poids  moléculaire 
s'élève     à    342,17,    les    nombres    m    sont    tous    multipliés     par 

otôyt"  ^  "iOÔOT  '  P^^^   calculer   les  nombres  c.   Les  difl^rences 

/ — c,   qui   devraient   être,   d'après   (4),   proportionales   à   c^,    ne 
suivent  aucune  loi  distincte.  Comme  nous  le  verrons  aussitôt,  les 


*)  Expériences  avec  le  micromanomètre,  Arch.  Neerl.  (2)  I  (1897);  Ver8l.K.A. 
V.  W.  Amsterdam,  1899,  p.  88;  1901,  p.  168  et  500;  Z.  f.  Ph.  Ch.  XXXIX,  886 
(1902). 

>)  Z.  f.  Ph.  Ch.  XXVn,  688  (1898). 

5)  V.  K.  A.  V.  W.  1899,  p.  90.  Le  degré  d'exactitude  de  ^p  étant  de 
2,5.10"^  m.M.  environ,  une  ligne  dottée  sépare  les  chiffres  certains  des  chiffres 
incertains. 

^)  Pourpo  M.  Smits  accepta  la  valeur  4,62  (m.M.  mercure),  trouvée  par  Dietebici. 
On  sait  que  Regnault  trouva  po  =  4,569.  Puisque  log.  —  sera  sensiblement 

égal  à  — ^ ,  cette  valeur  de  po  influence  considérablement  les  valeurs  de  /*,  de 

sorte  qu'une  détermination  très  exacte  de  cette  valeur  po  parait  fort  désirable. 

45* 
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résultats,  obtenus  avec  un  manomètre  légèrement  amélioré,  donnent 
pour  cette  différence  / — c  une  marche  beaucoup  plus  régulière, 
qui  sera  en  outre  en  concordance  avec  les  valeurs,  calculées  des 
expériments  de  M.  Raoult. 

b)  Expériments  postérieurs.  ^) 


m 

c 

^P 

io9.f=r 

f-c    1 
X  10»  i 

f-c 

X  10» 

XIO» 

0,02602 

0,000468 

0,00219 

0,0004|74 

i  6 

0,6i 

10,12 

0319 

0.17225 

0,003102 

0,01479 

0,003207  , 

105 

0,611 

172,8 

9,6^ 

0,45413 

0,008177 

0,03972 

0,0086  35  , 

458 

0,6.19 

739,4 

66,86 

1,0089 

1   0,018166 

0,09074 

0,0198:36  1 

1670 

0,682 

2449 

330,0 

Ce  qui  frappe,  c'est  que  f—c  parait  sensiblement  proportional 
non  à  c^,  mais  à  c'^».  La  grandeur  /  peut  donc  être  représentée 
par  une  série  de  la  forme 


/=c+  z/c*/*  +  0 


c2  H- 


=  c  4- 0,58  c'^« -h  0,5  c^ 


comme  Tindique  le  tableau  suivant. 


0,58  c''» 
X  10« 

0,5  c» 
X  10* 

-fie" 
X  10» 

id. 
trouvé 

écart 

°/o<ler 

5,9 

0,1 

i  s 

i  S 

0 

0,0°/o 

100,2 

4,8 

i;05 

1105 

0 

0,0»/o 

428,9 

33,4 

4:62 

4;58 

4 

0.0«/o 

1420 

165 

15:85 

16:70 

85 

0,4% 

L'accord  est  absolu. 

Cette  puissance  c'/i  est  fort  remarquable,  et  ce  résultat  n'est 
nullement  à  prévoir  théoriquement.  A  la  fin  de  notre  étude  nous 
reviendrons  sur  cette  question. 

Nous  donnerons  maintenant  le  calcul  des  expériences  déjà  citées 
de  M.  Raoult. 

D'après  la  formule  (6)  on  a 

/  =  "' 


Rtt„ 


8. 


1 


En  admettant  5^  =  ^S^  =  80  x  18,015  Gr  hal,  R  =  1,9926  Or.  haL 
=  0,003661,  cela  devient: 


')  V.  K.  A.  V.  W.  1899,  p.  91. 
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f  =  2,6480 


Jr 


c)  Eaepifriemea  de  Raoult. 


Qr.  sur 
1000  Qr.  H,  0. 

e 

^.») 

f 

X  10* 

f-c 

9,729 

0,000512 

0,0532 

0,000516 

4 

0,3 

22311 

0,001175 

0,1230 

0,001193 

18 

0,45 

42,756 

0,002251 

0,2372 

0.002301 

50 

0,47 

85,50 

0,004502 

0,4806 

0,004667 

166 

0,548 

172,92 

0,009104 

0,9892 

0,009624 

520 

0,599 

345,65 

0,018199 

2,0897 

0,020414 

2215 

0,902 

Tandis  que  l^s  expériences  de  M.  Smits  donnent 


sensible- 


ment =  0,6,  ce  quotient  varie  ici  depuis  0,3  jusqu'à  0,9.  Mais  il  ne 
faut  pas  oublier,  que  la  valeur  de  8^  =  80  n'est  nullement  cer- 
taine, et  que  8^  n'est  pas  =  iS^  *);  aussi  et  surtout:  cette  grandeur 
ne  reste  pas  invariable  pendant  l'intégration  (voir  plus  haut)  entre 
Tq  et  T,  puisque  S  est  fonction  de  la  température. 

Néanmains  l'accord  entre  les  valeurs  de  /et  f —  c,  tirées  des 
expériences  de  M.  Raoult,  et  celles,  tirées  des  observations  (2®.  série) 
de  M.  Smits  (toutes  les  deux  chez  0^  C.)  est  manifeste  et  satisfaisante. 

Le  petit  tableau  suivant  donne  une  idée  de  cet  accord. 


c 

fX  10» 

f-c 
X  10* 

8 

0,000488 

4^4 

6 

B 

0,000512 

516 

4 

n 

0,001175 

1193 

18 

n 

0,002251 

2301 

50 

S 

0,003202 

3207 

106 

B 

0,004502 

4667 

166 

S 

0,008i77 

8636 

468 

B 

0,009104 

9624 

520 

8 

0,018166 

19836 

1670 

B 

0,018199 

20414 

2215 

")  Voir  pag.  668  du  mémoire  cité.  Degré  d'exactitude  2°  X 10""*.  (/*=  1/2  X  10"^ 
^)  La  différence  entre  S^  et  S^  (c-à-d.  la  chaleur  de  dilution)  est  cependant  si 
faible,  que  l'influence  de  cette  différence  reste  toutefois  minime. 


320 


QUELQUES  REMARQUES   SUR  LA   THÉORIE 


XL 

NaCl 

Considérons  en  deuxième  lieu  une  éUctrolyte,  comme  p.  e  le 
chloride  de  soude.  Nous  calculerons  seulement  les  expériences 
de  M.  Smits  avec  un  micromanomètre  encore  beaucoup  amélioré') 


m 


jp 


0,0591 
0,0643 
0,1077 
0,45i7 
0,497(5 
1,0808 
1.2521 


0,001065  I 
0,001158 

0,001940  ; 

0,008155  I 
0,008964 

0,019470  I 

0,022557  j 


0,00879 
0,00939 
0,01541 
0,06400 
0,06987 
0,15484 
0,18014 


logSsL^f        JL 
p  c 


0,0019104 
0,0020i35 
0.0033;41 
0.013950 
0.0152  39 
0.034090 
0,0397  72 


1,79 
1,76 
1,72 
1,71 
1,70 
1,75 
1,76 


Comme  nous  avons  maintenant: 


/  =  ic  +  6>(tc)2 


/ 


le  quotient  ^  désigne  donc  la  grandeur 

i  +  0i^  c  +  .... 

Or,  la  grandeur  i  =  1  -ha,  s'abaissant  avec  la  concentration,  il 

y  aura  nécessairement  une  valeur  minimale  pour  — ,  lorsque  G 

c 

a  une  valeur  positive  assez  élevée.  Dans  notre  tableau  précédent 
ce  minimum  se  présente  chez  la  concentration  m  =  0,5  (  —  =  1,7). 

Calculons  encore  trois  expériments  antérieurs  ^)  de  M.  Smits, 
où  il  a  effectué  des  mesures  chez  des  concentrations  encore  plus 
fortes. 


m 

c 

Ap 

loçf^f 

r 

c 

1,7533 

0,031585 

0,25724 

0,0572190 

1,81 

2,1927 

0,039502 

0,33406     j  0,0750:55 

1.90 

4,6362 

0,075521 

0,78345 

0,1858:22 

2.46 

Le. 

1901,  p.  164. 

»)  Le 

.  1899,  p.  9( 

3. 
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Nous  voyons  donc,  que  raccroissement  de  la  valeur  —  continue. 

Maintenant  nous    voulons   comparer   les   valeurs,   trouvées    pour 

—  ,  avec  les  valeurs  de  i=l  4-  a,  calculées  des  valeurs  du  pouvoir 
c 

conducteur  électrique,  trouvées  par  M.  F.  Kohlkausch  ').  Celui-ci 
a  trouvé  chez  t  =  18°  C.  (^p  =  108,99)  : 


m 

M 

«18. 

l  +  «o.=i 

f-i+«i«c 

0,05 

95,71 

0,878 

1.886   i 

1 

1.79 

0,1 

92,02 

0,844 

1,852 

'    1.72 

0,2 

87.73 

0,805 

1.813   j 

1,71 

0,5 

80,94 

0.743 

1.751   , 

1    1,70 

1 

74,35 

0,682 

1,690   1 

1,75 

Les  valeurs  de  a^^^  sont  calculées  dans  la  supposition,  qu'il  soit 
permis  de  déterminer  a  à  l'aide  de  la  formule  simple 

Puis  les  valeurs  a^  sont  déduites  des  valeurs  a^^^,  en  addition- 
nant 0,008,  ce  qui  est  en  concordance  avec  le  coëflBcient  de  la 
température  de  la  grandeur  a,  déterminé  par  M.  Arrhenius  2). 

En  interpolant  à  la  l'aide  de  la  formule 


^0  "^ 


=  k  m'''  , 


où 


108,99  ;      p  =  2,649  ;       k  =  0,0003367, 


les  valeurs  de  /«  pour  les  6  premières  concentrations  m  de  M.  Smits, 
nous  trouvons  le  résultat  suivant. 


m 

c  X  10» 

1     1 

ic 

f-ic 
X  10» 

X  10« 

(te)»  X 10» 

0,0591 

1065 

94.86  0.870  0.878 

0,001999 

—  ;95  !   89,4 

4,00 

0,0643 

1158 

94.42  !  0.866 

0,874 

0,002169 

-  1134  !  101,2 

4,71 

0.1077  , 

1940 

91.59  0,840 

0,848 

0,003585 

-  2|44  1  214,7 

12.85 

0,4527 

8155 

813   0,750 

0,758 

0,014337 

-  3:87  1  1717 

205,6 

0.4976 

8964 

81,0   0,743 

0.751 

0.015696 

—  4i57  1966 

246,4 

1,0808 

19470 

73,2  ;  0.672 

0,680 

0,032710 

+13180 

5916 

1070 

«)  Sitz.  ber.  der  K.  Pr.  A  d.  W.  zu  Berlin  XXXVI,  S.  665  (1899);  id.  XLIV, 
S.  1002  (1900). 
»)  Z.  f.  Ph.  Ch.  IV,  S.  99. 
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La  formule  d^interpolation  de  M.  Kohlbauscu  tient  seulement 
jusqu'à  m  =  0,1  à  0,2.  Pour  les  trois  dernières  concentrations  (m 
=  0,45,  m  =  0,49,  m  =  1,08)  nous  devions  nous  contenter  d'une 
interpolation  un  peu  approximative. 

Les  valeurs  de  f — ic  obéissent  sensiblement  à  une  formule  de 
la  forme 

f—ic=:  —  1,98  {icf'  -h  14  (ic)S 
comme  le  montre  le  tableau  suivant. 


- 1,98  (ic)*'» 
X  10» 

14  (te)» 
X  10» 

X  10* 

f-ic 
XIO* 
trouvé 

écart 

°/odeA 

—       177 

56 

—    121 

—     i95 

-     126 

1.4  "/o 

—      200 

66 

—    1:34 

-   1|34 

i  0     0,0  °/o 

—      425 

180 

—   2145 

—   2i44 

-il'  o,o»/o 

-    3400 

2878 

—   5i22 

—  3i87 

-   1135  !    1,0  °/o 

—    3893 

3450 

-   4:43 

—  4;57 

+  ju;  0.1  »/o 

—  11714 

14980 

+  3266 

+  1380 

+  1888 

5.5  °/o 

L'accord  est  —  ayant  égard  à  diverses  sources  d'erreur,  surtout 
chez  les  concentrations  fortes  —  assez  satisfaisant. 

Nous  faisons  remarquer  p.  e.,  que  la  plus  grande  déviation, 
c.-à-d.  1888  donne  sur/ =34090  un  écart  de  seulement  5,5%- 

Or,  les  expériences  de  M.  Smits  répondent  d  une  exactitude 
de  ±  2^  X  10"^  m.M.  dans  les  valeurs  de  z/p,  correspondant  chez 
la  valeur  de  /  pour  la  concentration  m  =  1 ,08  avec  une  erreur  de 
seulement  ±0,2%.  Une  influence  plus  forte  peut  être  excercée  par 
la  valeur  p^.  En  adoptant  la  valeur  de  Regnault  4,57  au  lieu  de 
4,62  de  DiETERioi,  la  valeur  de  f  chez  m  =  1,08  subirait  une  élé- 
vation de  1,3  %  environ  Enfin  on  aura  l'influence  des  valeurs  de  a. 
En  premier  lieu  les  valeurs  /i^  ne  sont  pas-tout-à-fait  certaines  chez 
les  concentrations  au  dessus  de  m  =  0,1  ;  en  deuxième  lieu  les  valeurs 
decfjg  sont   calculées   à  l'aide  de   la  formule  simple  (TArrhenm 

«=-— ^,   ce  qui  n'est  pas  permis;   en   troisième  lieu,  les  valeurs 

a^^  sont  déduites  de  a^^^  par  un  procédé  de  grossière  approximation, 
en  additionnant  simplement  0,008  à  toutes  les  valeurs  de  a^^.  Les 
valeurs   de   ic,   (ic)  '\  (ic)^    ne  sont  donc  que  fort  approximatives. 
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surtout  chez  les  concentrations  un  peu  fortes,  et  il  est  plutôt 
étonnant,  que  les  écarts  chez  ces  dernières  concentrations  ne 
soient  pas  plus  forts  encore  que  seulement  de  1  %,  0,1  %,  5,5  %. 
Quant  à  cette  dernière  déviation  —  5,5  %  —  il  faut  aussi  faire 
attention  au  fait,  que  dans  notre  série  les  termes  supérieures  à 
(te)  2  ont  été  supprimés,  et  que,  en  assumant  une  formule 


f=ic 


1,98  (ic)''*  +  14(ic)2  -hA(ic)*'* 


les  déviations  chez  les  fortes  concentrations  disparaîtraient.  Et  encore, 

en  posant  f  —  ic  non  =—  1,98  (ic)  '*  -h  14 ('m;)^,  mais  p. e.  f—ic'= 

—  — 1,95  (ic)  '*  4-  13(ic)2,  l'écart  chez  m  =  1,08  devient  beaucoup 
plus  faible.  Mais  en  revanche,  les  écarts  chez  m  =  0,45  et  m  =  0,49 
deviendraient  un  peu  plus  considérables: 


1,95  (fc)% 
X  10* 

13(tc)« 
X  10« 

X  10« 

id. 
trouvé 

écart 

"/oder 

m 

bi 

-    Ij22 

—     195    — 

27 

1.4  °/o 

197 

61 

-    136 

—    134    - 

2 

0.1  °/o 

419 

167 

-   2  52 

—   244    — 

8 

0,2  \ 

3348 

3672 

—   6  76 

—   387    —   289 

2,1  \ 

3834 

3204 

—   630 

—   457    —    173 

1.1  °/o 

11536 

13910 

1  +  23  74 

+  1380 

+  9 

94 

2.9% 

Calculons  maintenant  les  expériences  de  M.  Kaoult  avec  le  NaCl. 


Qr.  sur 
1000  Gr.  F,  0 


m 

{Naa=b8,b) 


J  t 


f 


Raoult 


c 
Smits 


t 

EOHL- 
BAUSCH 


1,76 

3,41 

6,90 

14,00 

28,59 

58,50 


0,03009 

0,05829 

0,1179 

0,2393 

0,4887 

1,0000 


0,000542' 
0,001050»; 
0,002124  ' 
0,004311 


0,1098 
0,2073 
0,4077 
0,8211 


0,001065 
0,002011 
0,003957 
0,007983 


0,008804  I  1,6754  '  0,016340 
0,018015  I  3,4237  '  0,033614 


1,964 
1,915 
1,863 
1,852 
1,856 
1.866 


? 
1.79 
1,72 
1.71 
1,70 
1,75 


? 
1,88 
1,84 
1,80 
1,75 
1,69 


Comme  nous  le  voyons  aussitôt,  une  valeur  mininale  pour 

=  iH"ai*c-4-  ..  se  présente  également  ici,  chez  m  =  |  à  |,  tandis  que 

chez  les  expériences  de  M.  Smits  cette  valeur  se  présente  nettement 

chez  m=  |.  Mais  ou  voit  bien,  que  les  valeurs  de/ et  conséquem- 
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ment  do  --  sont  plus  élevées  que  chez  M.  Smits.  Toutefois  les  va- 
leurs de  M.  Raoult  s'approchent  —  c'est-à-dire  chez  les  concen- 
trations faibles,  comme  m  =:  0,05,  0,1,  où  l'influence  des  tennes 
ai^  c  etc.  ne  se  fait  pas  encore  sentir  —  beaucoup  plus  des  valeurs 
de   M.   Kohlrausch  que  celles  de  M.  Smits.  Mais  cela  ne  prouve 

pas,  que  les  valeurs  de  —,  calculées  des  expériences  de  M.  Raoult, 
sont  plus  exactes  que  celles,  tirées  des  mesures  de  M.  Smits. 


XII. 
KOH  et  H^SO,. 
Pour  le  KOH  M.  Smits  M  trouva: 


m 


0,03476  !  0,000626^ 

0,42374  I  0,007634 

1.1912  0,021459 

2,5995  0,04('>821 


Jp 


logf^f 


—  =t+etc. 
c 


0,00470  0,0010jl8  1,62 

0.06454  i  0,0140i68  ,       1.84 

0,19505  '  0.0431:36  '       2.01 

0.48440  I  0,1107;63  2.37 


Et  pour  le  H^SO^  ^): 


m         1    f 

^P 

loç'r^f 

f='+- 

0,0951 
0,1208 
0,4215 
0,9762 

0,001713 
0,002176 
0,007593 
0,017587 

0,01604 
0,01883 
0,06755 
0.16754 

0,0034,78 
0,0040^84 
0,0147j29 
0.0369|38 

2.03 
1,88 
1,94 
2,10 

Nous  voyons,  que  le  -Wj^^*  montre  la  même  particularité  que 
le  Na  Cl,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  un  minimum  dans  les  valeurs  de 

-    =  i  4-  .  .  .  ,    tandis   que  chez  le  KOH  nous  rencontrons  un 

f 

corps,  où  dès  le  commencement  les  valeurs  de    —  sont  croissantes, 

c 

un  fait,  également  observé  chez  le  OuSO^. 


')  K.  A.  V.  W.  30  Sept    1899,  p.  90. 


»)  Id.,  p.  91. 
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Pour  continuer  le  calcul,  nous  donnerons  les  valeurs  de  M. 
KoHLRAuscH  pour  le  pouvoir  conducteur  du  KO  H  et  du  H2S0i^f 
afin  d'en  tirer  les  valeurs  approximatives  de  a,  ou  de  i  =  1  -H  a 
chez  le  KOH  et  i  =  l  -h  2  a  chez  le  H^SO^. 


'I,H,S0,  K=387) 


KOH  (/»o=239) 

m 

,u 

«18' 

0,777 

188,4 

0,79 

1.612 

168,9 

0,71 

2,508 

150,1 

0,63 

3,467 

131,5 

0,55 

m 

,u 

«18* 

0,5260 

198,0 

0,51 

1,088 

179,9 

0,46» 

Une  autre  série  de  valeurs  est  tiré  du  tableau  approximatif  sur 
le  page  200  de  l'ouvrage  cité  de  M.  Kohlrausch. 


KOH 


'liH^SO^ 


m 

1* 

«18* 

0.03 

222 

0,93. 

0,05 

219 

0,92 

0,1 

213 

0,89 

m 

M 

*18* 

0,025 
0,05 

348?    • 
338? 

0,90? 
0,87? 

Nous  pourrons  donc  écrire  approximativement  {u^  =  a^^.): 

KOH 


m 

«•• 

ic 

r-icX  10* 

(ic)'/»X  10» 

(te)»  X 10» 

0,03476 
0,42374 
1,1912 
2,5995 

0,93 
0,84 
0,75 
0,62 

0,001209 
0,014046 
0,037553 
0,075850 

—      Ij91 
+        I22 
+    55;83 
+  349il3 

42 
1665 

7278 
20889 

1,46 
197 
1410 
5753 

OÙ  les  valeurs  de/ — ic  sont  approximativement  comprises  dans 
la  formule 

/—  te  =  —  1 ,24  {ic)''*  +  10,5  {ic)K 


46* 
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m 

«•• 

icX  10» 

/•-icX  10* 

(«;)•/«  X  10* 

(ic)«  X 10» 

0,0951 

0,83? 

3134 

3;44 

175 

9,82 

0,1208 

0,81? 

3939 

1145 

247 

15,52 

0,4215 

0,52 

11542 

31J87 

1239 

133,2 

0,9762 

0,47 

25853 

110185 

4156 

668.2 

Puisque  les  valeurs  de  a^-  sont  ici  tout-à-fait  incertaines,  on  ne 
doit  pas  s'attendre  à  un  cours  régulier  des  valeurs  de  /—  ic. 
Voici  néanmoins  une  formule  tant  soit  peu  approximative: 

f-ic- 2,40  (ic)'!'  -h  1,63  {icy. 
La  première  formule,  celle  pour  le  KOHy  donne: 


-l,'24(ic)''» 
X  10» 

10,6  (»c)> 
X  10» 

/-ic  X10« 

id.  trouvé 

écart 

°/o  de  / 

-        52 

15 

—  :37 

—     Ii91 

+  1:54 

15    \ 

—    2064 

2069 

+  |5 

+       122 

—    |17 

0,1  «/o 

-    9025 

14805 

57i80 

+   55183 

+  1:97 

0.4  »/o 

—  25902 

60407 

345:05 

+  349il3 

—  4;08 

0,4  »/o 

Seulement  la  concentration  la  plus  faible  (avec  a^^-  =  0,93)  donne 
un  écart  considérable.  Mais  cela  n'a  aucune  signification,  puisque 
une  erreur  possible  de  0,00025  dans  la  valeur  de  J  p  fiait  varier 


La  formule  pour  le  H^SO^  donne  les  valeurs  suivantes: 


la  valeur  calculée  de  f—  log^^  déjà  de  circa  5°/o. 


2,40  (icf* 
X  10» 

1,63  (ic)» 
X  10» 

/•-tcx  10« 

id.  trouvé 

écart 

°/o  de  r 

420 

16 

436 

344 

+   j92 

2.6  X 

593 

25 

6;  18 

lj45 

+  4173 

12    \ 

2974 

217 

31:91 

31:87 

+   14 

0.0  »/„ 

9974 

1089 

11063 

11085 

-    i22 

0,1  »/„ 

Attendu   l'incertitude  parfaite  des  valeurs  de  a  chez  les  deux 
premières  concentrations  chez  leH^SO^,  l'accord  est  très  satisfaisant  *). 


1)  Remarquons  encore,  que  la  dissociation  electrolytique  du  H^SO^  est  proba- 
blement autre  que  chez  les  électrolytes  binaires.  Les  deux  atomes  J7  ne  se  disso- 
cient par  à  la  fois,  mais  successivement. 
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XIII. 


KNO^ 


Jusque  maintenant  nous  n'avons  rencontré  que  des  corps,  où  le 

quotient  ^  =  i  +  Ji'*  c'*  +  Oi^c  s'augmente  dès  la  plus  faible  con- 

centration  (comme  chez  le  sucre  de  canne  et  le  KOH),  ou  bien  que 
ce  rapport  commence  par  décroître,  pour  atteindre  une  valeur  mini- 
male, et  s'accroitredèsce  moment,  (comme  chez  le  NaClet  le  H 2  80^). 
Ajoutons  qu'il  se  présente  également  un  minimum  chez  le  KCl  et  le 
Sr{NO^)^.  Mais  dans  le  KNO^  nous  rencontrons  un  corps  —  et  c'est 
également  le  cas  chez  beaucoup  de  nitrates  {NaNO^,  Ba{N0^)2, 

AgNO^y  Pb{N0^)2)  —  où  la  rapport  —  est  continuellement  décrois- 

c 

santy  sans  qu'une  valeur  minimale  est  atteinte. 

Les  dates  expérimentales  pour  la  KNO^  sont  les  suivantes  >). 


m 

c 

Jp 

r=io9^ 

i='+- 

0,0400 
0,1150 
0,5997 
0,9288 

0,000721 
0,002072 
0,010804 
0,016732 

0,00611 
0,01504 
0,06932 
0,10071 

0,0013:21 
0,0032|61 
0,0151^8 
0,0220:40 

1,83 
1,57 
1,40 
1,32 

On  voit  bien,  que— est  descendante,  sans  valeur  minimale.  Cal- 
c 

culons  encore  les  valeurs  de  a  des  tableaux  de  M.  Eohlrausch. 

Or,  on  trouve  là  (^o  =  126,50)  : 


m 

l* 

«18* 

0,02 

115,21 

0,911 

0,06 

109,86 

0,868 

0,1 

104,79 

0,828 

0,2 

98,74 

0,781 

0,5 

89,24 

0,705 

1 

80,46 

0,636 

")  K.  A.  V.  W.  28  Sept.  1901,  p.  164. 
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De  ce  tableau  nous  tirons  pas  interpolation  : 


m 


18 


te  •/■-  ic  X  10«    (ic)'l*  X  10»    (fe)»  X  10« 


0,0400 
0,1150  ') 
0,5997 
0,9288 


0,882 
0.821 
0,680 
0,646 


0,001357  ; 

0,003773    ' 

0,018150 

0,027540 


—  36 

—  5:12 

—  30|32 

—  55:00 


50,0 
232 
2i45 
4571 


134 
14,24 
329.4 
758,5 


Les  valeurs  de  /  —  ic  se  trouvent  approximativement  comprises 
dans  la  formule 

f—ic  =  —  0,53  (te)*'»  -  5,3 (ic)S 
comme  le  montre  la  tableau  suivant. 


-  0,53  (ic)'l' 
X  10» 

-  5,3  (ic)» 
X  10» 

f-icX  10« 

id.  trouvé 

écart 

°/o  de  f 

—      26 

—      10 

—     i36 

—      36 

\  0 

0     "lo 

-    123 

-      75 

—    198 

—   512 

+  314 

9.7% 

—  1296 

—  1746 

-  30  42 

—  3032 

-   :10 

0.1  X 

—  2423 

-  4020 

-64:43 

—  55W 

—  943 

4.3°/, 

L'écart  est  plus  grand  que  chez  les  autres  corps  examinés^  mais 
il  est  évident  que  le  cours  de  f  se  laisse  encore  exprimer  par  une 
série  de  la  forme 


XIV. 

En  résumant,  nous  avons  donc  pour  les  corps  examinés 
mules  suivantes. 


a)  Corps  oil  —est  continuellement  croissant. 


les  for 


Sucre  de  canne: 


/^=  c  4- 0,58  c''* -h  0,5  c^ 


0  M.  Smits  écrit  0,1460,  ce  qui  est  évidemment  une  erreur. 
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KOH: 


AaCl: 
HiSO^: 


KNO^. 


f  =  rc  -  1,24  (ic)  '»  +  10,5  (w)». 

f 
b)  Corps  oà  —  présente  un  minimum, 
c 

f=ic-  1,98  (ic)*'*  +  14  (w)2. 

f=ic  +  2,40  (ic)'/'  +  1,63  (ic)* 

f 
c)  Corps  où    —  est  continuellement  décroissant. 

f=ic  —  0,53  (te)*'»  —  5,3  (ic)  * . 

8/ 

On   voit  donc,  que  le  coëflBcient  de  (ic)  '^  (J)  peut  être  positif 
ou  négatif,  sans  que  cela  a  aucune  influence  sur  le  cours  général 

de  la  fonction  —  .  Mais  que  le  coëflBcient  de  (ic)^  (0)  est  seulement 
c 

négatif  —    et   sela   va   sans  dire  —   dans  le  cas,  qu'il  y  a  une 

décroissance   continuelle  daris  les  valeurs  de  -^(chez  le  KNO^). 

Nous  faisons  encore  remarquer,  que  le  rapport  de  0  à  /:/  est  de 
environ  ±  9  à  10  chez  le  sucre  de  canne,  le  KOH  et  le  KNO^^ 
tandis  que  ce  rapport  est  =  7  chez  le  Na  Cl  et  =  0,7  chez  le 
H^SO^  (électrolyte  ternaire)  *). 

Quant  à  la  valeur  minimale  de  — ,  lorsque  celle-ci  existe,  elle 

c 

peut  être  calculée  de  la  formule  générale: 

ou 

c 
Nous  avons  donc: 

^c  /       (h       ,      ^.1/,  (h    IL      ,,     . ,»/,   -«/,      n^-dr        ^ ., 
— j- —  =  -^  +  3/j  J%i*  -j   c'*+  *liJi'*c     '^  +  20%~j-c+&%^  = 

=  1*  [1  +  3/2  Ji'l*  c''»  +  2  0tc]  H-  [Vî  ^i"'*  c-'l*  +0i^]. 


')  Voir  le  note,  page  826. 
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Or,  de  la  formule  empirique  (pour  les  électrolytes  binaires) 

1 — a 

il  s'ensuit: 

\  a         1 — a/   de  c  ' 

donc 

da    di   la  (1 — a) 

de    ~  Hc  ~         c        3— a     ' 

Nous  avons  donc: 

et  cela  e8t  =  0,  lorsque 

i      \    '  a  ^i  —  a)  ^     '  ' 


=lfr^f(''=^  («>''■*««'• 


La  concentration,  où  se  présentera  le  minimum,  peut  donc  être 
déduite  de  l'équation 

on  bien  de 

6>ic  (3  +  «2)  H-  1/^  j  (ic)Vi  (3_«  4-  2a2)  _  a  (1  -  a)  =  0.  ^ 


■)  Cette  équation  donne  p.  e.  pour  le  NaCl,  où  le  minimum  se  présente  chez 
m  =  0,6  («  =  0,76  environ): 

67    ,  IL       21         3 

ou  bien 

19©«c  +  9^/(ic)''*-l  =  0. 
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Ur,  1  — a  étant  =  — ^—  =  -jp-    {ic)  '^  on  aura  aussi: 


eic{S  'ha^)'h{ic)M   ^I^J{S  —  a'^2a^)—~-      =0, 


donc  finalement: 


u'I^ 


(ic)     =  


<9(3-h«2) 
Discussion  du  résultat. 

1)  Lorsque  e  est  positif,  c.-à-d.  que  d  (  —  y  devient  positif  à  la 

fin,   il  existe  une  valeur  positive  de  te  pour  laquelle  d  f  -     J  =  0, 
dans  le  cas  que  J  est  positif,  seulement  quand 

2  a'"" 
J<—. . 

i''K{3-a'h2u^) 

Exemple  :  H^  SO,^  (électrolyte  ternaire).  Nous  n'avons  pas  rencontré 
dans  notre  examen  des  électrolytes  binaires  où  S  et  J  sont  -f-  à  la  fois. 

Si  J  est  négatif,  il  y  aura  toujours  une  valeur  mvnimale. 

Exemple:  NaCl  et  KOH.  Le  KOH  doit  donc  présenter  un  mini- 
mum chez  une  concentration  inférieure  à  m  =  0,03. 


La  valeur  m  =  0,5  donne  c  =  0,009,  te  =  0,016,  (ic/''  =  0,126,  et  nous  trouvons: 

0,30  0  +  1,18//  — 1=0. 

Avec  ^  =  1,98,  cela  donne  pour  0  : 

0,8  s  =  8,24, 

donc  9  =  11,  tandis  que  nous  trouvâmes  plus  haut  la  valeur  ez=  14  à  13.  La 
différence  provient  principalement  du  fait  que  la  NaCl  n'obéit  pas  exactement 
à  la  loi 

1 — a 

dont  nous  avons  fait  usage  dans  notre  déduction.  En  outre,  ce  n'est  pas  absolu- 
ment certain,  que  la  valeur  minimale  de  — ,  viz  1,70  environ,  correspond  exacte- 

c 

ment  avec  m  =  0,5. 
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2)  Lorsque  0)  est  négatifs  et  J  positifs  il  y  aura  une  valeur  wwui 
maU^  seulement  lorsque 

J  > 


i^'  K(3-u  'h2u^) 


Exemple:  Point  connu. 

Mais    lorsque    J    est  négatif,   il    n'y   aura  jamais   une  valeur 

f 
maximale,  et  la  fonction  -^  sera  décroissante  dès  le  commencement. 

c 

Exemple:  KNO^. 

Remarque.  Dans  le  cas  du  sucre  de  canne,  la  question  esttoutrà- 
fait  différente,  puisque  ce  corps  là  est  une  nonrélectrohfte,  c.à.d. 
i  =  l.  Nous  aurons  donc  simplement: 


donc 


par  conséquent 


/=:C  -h  J  C^"^  -h  <9C^ 


^  =1  +  Jc^'  -^nc, 

c 


({) 


—  ^LJc  ''^  +  e. 


de 
et  cela  sera  =  0,  lorsque 

c     '^  = j. 

Seulement  quand  6*  et  J  sont  de  signe  contraire,  il  y  aura  une 
valeur  maximale  (chez  (9 — )  ou  une  valeur  minimale  (chez  «+). 

XV. 

La  chalewr  de  dilution. 

Comme   nous   l'avons   vu   plus  haut,  le  sucre  de  canne  obéit 
sensiblement  à  la  formule 

/  =  0,58  c'/*  +  0,5  c^  =  J  c''*  +  6>  c«. 
Et  parce  que  la  chaleur  de  dilution  est  donné  par  l'expression 
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on  voit  que 


L,  =  B,.[^^.-'-.-t^^], 


d'où  résulte  que  cette  chaleur  de  dilution  doit  être  trouvé  approxi- 
mativement proportion  al  à  c  '^ 

Examinons  maintenant,  si  c'est  effectivement  le  cas. 

L'équation 

L  —  ac''' 

c 

donne  pour  la  chaleur  de  dilution  intégrale  (voir  pag.  83  de  mon 
livre  cité.) 

L;;== -/~2- de  =  -  a/c""''-^  cfc  =  —  2a(i^^^ 

c,  c, 

Avecc,  =  F^  ,  Cj  =  F^  ,  où  F^  et  F^  sont  les  volumes  de  la 
solution,  qui  contient  1  Gr.  mol  de  la  matière  dissoute,  on  ob- 
tient donc: 

Cl  \      1  2  ' 

Or,  les  expériences  de  M.  v.  Stackelberg  ^)  donnent  p.  e.  pour 
le  sucre  de  canne: 

Dilution  de 

F  =    450  jusqu'à  F^  =    727 

.  =    725        „ 

„    =1065 

n  =  1932        „         „ 

Pour  6  nous  calculons  donc: 

6  =  ~  86,1 :  0,01005  =  —  860 

6  =  —  41,0  : 0,00558  =  -  740  / 

b  =  -  49,8  :  0,00790  =  -  630  i    ^"^  """^y®^  "  '^^^• 

h  =  —  42,0  :  0,00601  =  _  700  * 

Ayant  égard  à  la  gromde  inexdcHtvde  de  toutes  les  détermination^ 
de  chaleurs  de  dilution,  le  résultat  est  assez  satisfaisant.  La  diffé- 
rence  entre  deux  observations  avec  des  dilutions  égales  était  par 


=    727     ; 

Chaleur  de  dilution  —  86,1 

=  1004     i 

„          „         »         -  41,0 

=  1934    1 

-  49,8 

=  3570     ! 

-  42,0 

')    Zeitschr.  f.  Ph.  Ch.  XXVI,  546. 
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exemple  +  17  °/e,  savoir  ~  45,6  et  —  38,4  (en  moyen  -  42,0, 
notre  quatrième  valeur).  La  valeur  L  =  —  700  possède  donc  une 
incertitude  de  ±  120  Gr.  kal,  tandis  que  le  plus  grand  écart 
entre  notre  valeur  moyenne  et  une  des  quatre  valeurs  calculées 
s'élève  à  130  Gr.  kal. 

Puisque  chez  les  électrolytes 

f=ic'h  J  (ic)''^  -h  e  (ic)2, 

la  chaleur  de  dilution  dépendra  principalement  de  la  grandeur  i. 
Pour  la  chaleur  de  dilution  intégrale  on  peut  écrire,  en  supprimant 
les  termes  subordonnés  ^): 

i:!=(«2-«.)Q, 

Q  étant  la  chaleur  de  dissociation  de  Télectrolyte  dissoute.  Or, 
«2  — «1  =  (1 — a,)  —  (1  —  cc^)  étant  proportional  à 

nous  retrouvons  pour  les  électrolytes  binaires  l'expression  approxi- 
mative 

Mais  parce  que  dans  ce  cas  le  coefficient  J  de  (^c)  *  ne  joue  aucune 
rôle  prépondérante,  la  détermination  des  chaleurs  de  dilution  chez 
les  électrolytes  ne  donne  aucune  décision  sur  Texistence  d*un 
terme  avec  la  puissance  ^/j,  comme  chez  le  sucre  de  canne. 

Nous  nous  abstiendrons  donc  de  calculs   dans  cette  direction. 
Dans  une  publication  future  nous  voulons  cependant  regarder  de 

plus  près  le  fait  remarquable,  que  la  grandeur  /=  — —p —  ne 
s'exprime  pas  par  une  série  de  la  forme 

fT=ic  -+•  0{icy  H-  etc., 
mais  d'un  série  de  la  forme 

f=ic-h  J  {icfl^  -h  f-j  (icy  -h  etc. 

Cela   entraînera   nécessairement  une  détermination   fort  exacte 
de  la  grandeur  cp^  —  y^,  surtout  dans  le  cas  d^électrolytes. 

21  Nov.  1902. 


')  Lehrbuch,  pag.  83 


SUR  UN  PROBLEME  D'ASTRONOMIE. 


PAR 


VST.  KAPTEYN. 


1.  Introduction. 

Dans  le  troisième  Chapitre  du  Mémoire  „0n  the  Distribution 
of  Cosmic  Velocities"  (Publications  of  the  Astronomical  Laboratory 
at  Groningue  N°.  5)  nous  (Dr.  J.  C.  Kapteyn  et  moi)  avons 
indiqué  une  nouvelle  méthode  pour  la  solution  du  problème 
traité  dans  les  deux  premiers  Chapitres.  Cette  solution  nous  a 
servi  seulement  pour  obtenir  un  contrôle  des  valeurs  numériques 
calculées.  Dans  ce  mémoire  je  me  propose  de  faire  voir  que  cette 
méthode  permet  de  simplifier  considérablement  la  solution  du 
problème  et  possède  l'avantage  de  présenter  plusieurs  des  formules 
sous  une  forme  plus  symétrique. 

Le  problème  dont  il  s'agit  est  le  suivant. 

Étant  donné  un  nombre  de  points  (=  1)  distribué  dans  un  plan 
de  telle  manière  que  la  densité  d'un  élément  à  la  distance  q  d'un 
point  fixe  B  est  exprimée  par  la  formule 

et  S  étant  un  point  situé  à  la  distance  sin  A  =  /i  du  point  5(fig.  1), 
on  demande  : 

r.  Le  nombre  W^  des  points  P  pour  lesquels  Tangle  p  =  PSB 

est  compris  entre  les  limites  0  et  b. 
2\  La  valeur  moyenne  u^  des  rayons  vecteurs  PS  des  mêmes 

points. 
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Dans  l'énoncé  précédent  /{s)  possède  différentes  formes  selon 
que  s  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tunité.  On  a  en  effet 
(M.  60)   1) 

s<lf{s)  =  i:P^^^ 


0 


'    P^ 


les  quantités  P^^  et  p^^  étant  des  constantes. 

Or,  il  suffit  de  considérer  deux  formes  particulières  de  f{ê) 
pour  obtenir  la  solution  générale.  En  effet,  d'après  (M.  50,  51, 61) 
cette  solution  dépend  des  valeurs  de 

On   K    Cn   dn   on  fn    t»   Wl„ 

et   ces   quantités  se    déterminent   en  attribuant  à  f{s)  les  deui 
formes  particulières 

(/(*)  =  ()  „     «<1 

B]  271-1  ^^    (n  =  2,3,4,5) 

où  les  coefficients  2n  +  l  et  2n  —  l  correspondent  avec  l'équation 

/V(«)d«=i. 

'' O 

D'après  (M.  60,  61)  nous  aurons,  dans  les  deux  cas 

A  B 

2)  =  (2n+  l)an  2)  =  (2n— 1)6„ 

G  =  (2n  -h  1  )  c„  0  =  {2n—l)d„ 

R  =  {2n-h  l)en  i2  =  (2n—  1)/^ 

S  =  (2nH-  1)  In  S  =  (2n— l)mn 

et  par  suite,  d  après  (M.  50,  51)  en  remarquant  que  v^  est  égal  à 
sin  À 


>)  Nous  citerons  les  formules  du  mémoire  „0n  the  Distribution  of  Oosmic 
Velocities"  en  écrivant  M  suivi  du  nombre  de  la  formule. 
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<=(2w  +  l)  {an-*-c„)  W',={2n-1)  (6„  +  4) 


b   ^  T  T" 


A»„  = 


On  +  Cn 

W:_,  =  (2n  +  1)  c„ 


/*n    = 


-    4 


Mn 


W, 


n-b 


^n-h 


bn+dn 

(2n-l)4 
m„ 


On  voit  donc  que  la  valeur  de  c„  et  puis  celle  de  In  seront 
connues  si  Ton  aura  déterminé  les  quantités  W^^^^  et  ft^_^dansla 
supposition  A. 

En  calculant  ensuite  les  quantités  W^  et  ^^  dans  la  même 
supposition,  on  trouvera  aisément  les  valeurs  de  o^  et  en.  De  la 
même  manière  on  obtiendra  les  valeurs  des  constantes  dn  mn  6»  et 
/„  en  remplaçant  la  supposition  A  par  la  supposition  B. 

Soit  maintenant  dm  l'élément  de  masse,  c'est  à  dire  l'élément 
d'aire  multiplié  par  la  densité  d,  et  soit  QSH  =  FSE=b  (fig.  1), 
nous  aurons 


Fig.  1. 


TFj=/    dm 

QSH 

j    fidm 


^^0  = 


QSH 


j    dm 


GSH 


W:_,=l    dm 

FSE 

j    II  dm 

FSE         

j    dm 


n  FSE 

^1-6  = 


FSE 


En  comparant  ces  formules  avec  les  précédentes,  on  obtient 
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(2?! -h  l)Cn  =  j     dm  =  j     dp  j     Ônf^dfi 

FSE  fi-ft  o 

(2n  -f  1)  (an  +  Cn)  =  j     dm  =  j    dp  j    ôn/*dfi 

GSII  o  o 

(2n  -H  1)  Zn  =  j    f^dm  =  j     dp  j   5„ /^^  d^i 

(271  -h  1)    {en  —  In)  =  j      f^dm  =  j      dp    j      Ônfi^  d^ 


et 


où 


et 


GSII 


{2n  —  l)  dn=  j     dm=  j     dp  j     ô'nf^  dfi 

F5E  71- b  o 

{2n  —  1)  {bn  +  dn)  =  j     dm=^  j    dp  j    5'„  /id^ 

GSH  o  c 

(271  -  1)  m„  =  /    fidm  =  j""  dp  j  d\f^^dfi 

FSE  n-b  o 

{2n—l){/n  —  mn)=j    fidm=  j    dp  j   ô'ni^^dn 


GSH 


_  2n  +  l  n    8^-'d8 


n       «J^     1/32^.^2 


'  _   2n  — 1  r  ds 


(23 


i  _   2w— 1  /"__ 


^ 


ï_„î  ^ 


2.  Déterminatioii  de  a„  et  <;«• 

En   divisant  l'aire   GSH  en  deux  parties,  la  première  à  l'inté- 
rieur,  la   seconde  à  l'extérieur  du  semicercle  SQB,  nous  aurons 
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(271+ 1)  (an -h  c„)  =  j    dp  j    dnf^dfi-h  j     dp  j     dnf^dfi 

o  o  o  SQ 

/l  Jï  œsp 

dp  j     dn(hco8p  —  \^Q^  —  h^  sin^ p)  dfi 

o  o 

fb  fh  cosp  +  V^  1  —  /**  stn*^ 

-^  j    dp  j     dn  {hcosp  4-  l^Q^ — h^  sin^p)  dii 


et 

dp  j    3n  (hcosp  +  V^ç^—hJmï^p)  dfi  . 

n-b         o 

Dans  les  trois  dernières  intégrales  on  a  respectivement 

fA:=h  cosp  —  l^Q^ — h^  sin^p 
u  =  hcosp  4-  l^n^—h^sin^p 

fA=:  hcosp  -h  y^n^  —  P  siu^  p 

par  suite,   en   introduisant   c>  au  lieu  de  la  variable  /*,  et  en  sub- 
stituant .T  —  p  au  lieu  de  p  dans  la  valeur  de  Cn 

r*         r*  _     __     QdQ 

o  hsinp  ^ 

+  jdpj  Uh<^sp+\^Q^-h^9in^p)ç^Y-^^î^' 

O  hsinp  ^  ^ 

(2n  +  l)c„=/''  àp  f  d„{-  hcosp  +  '^^^^^'^»y)i^,z^ra^p  • 
On  aura  donc,  par  soustraction 

(2n  +  l)a„  =  2  f  hcospdp  /^^»  PyZitl^rj 
ou,  en  introduisant  la  valeur  de  on 

"hsinp^Q^  —h^sin^p  \ 

Si  maintenant  nous  changeons  Tordre  des  deux  dernières  inté- 
grations (M.  55)  la  formule  précédente  prend  la  forme 


a„  =  --j    hœspdpj    y==-j^^^    l/3^T3- 


an^=  j    hcospdp  j     /"  ^  ds 


hsinp 

d'où 
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(1)  a^  =hsinb  \_l  —  Ig  {h ain 6)] 

L'introduction   de   la    valeur   de   ^„  dans  la  formule  pour  c„ 
donne 

En  changeant  Tordre  des  deux  dernières  intégrations  le  premier 
terme  de  c^  se  réduit  aisément  à 


TT       •' 


h 

Le  second  terme  s'écrit 


-—^arcsin  - 


-Ç^ 


•  I 

ou 

I 

Or, 

r      çdQ  ,     h sin  h  r    . /i sin 5  i * 

par  suite 

/i^riô  f'  2n-i        ,   I/^^^^â:^       ^  1  f^   2n       ,    tgbVs^^^' 
= I    5       arc  ta  —^ ^—  cb  H I    5    arc  ta — ' 


71       '^  "h  cos  b  n  ^ 


La    première    de   ces    intégrales    prend   des   formes   difiSrentes 
suivant  les  valeurs  de  7h. 
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Si  71^=0,  on  aura 

si  71=  1,  2,  3,  4,  on  écrira 
*     hcosh  \2n         ^     hœsh    /  2n    \ 


h 
L2n 


2^    \{8^  —  h^mh^h)V^8'^  —  h^ 


2n         ^  cosb  2n  ' 

En  intégrant  par  parties,  le  second  terme  de  c^  se  réduit  à 

i  ^  s  \27H-1^  s  / 

_  h^mibcosb  f' 8^"^'  <fe        . 

2w  +  1      {  («*  —  A*  sm»  6)  l/s*  —  /i* 

1             ^   ,^   i       ,\      siw 6 co« 6, 2«+i   . 
—  -^^arctg (tghcosX) 2nl^î~  "  * 


271 

En  résumant,  nous  avons  donc  obtenu  les  résultats  suivants 
(3)   ro  =  —  I  arc  tg(^bco8X)  —  hsinb  cos  b  Jo  —  hsinb.  Z\ 

et 

...  1  Varcig{tgbcosk)      hsinb  ctgk      li^^^ sinbcosb  ^  1 

3.  DéTeloppement  de  e„  et  /„. 

Des  formules 

(2n  +  1)  (e„  +  g  =  f  dp/*  5„ (fecogp-k^g-^-^rT^lîr^r^  -^--2- 

(2n  + -1)1=1  dpi  d„  (-  AfO«p  +  l/(.2  -  /l2  8i%27)2  -7=J=|=== 
on  déduira  d'abord 
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(2.^  -.  1)  .„  =  2f"h^-  cos^pdpf    p7  „4^^™  +  sf  dpf  ^„l/?^^^Wn=,,( 

^  h  sinp       ^  '^    i^  o  hsinp 

{2n^l)k  =  J  h'^cos^pdpj  -.- ^^==-2j  hcospdpj  JnQdQ^ 

+  j  dp]  ^n^e^  —  h^m^pM>. 
Puis,  en  introdaisant  la  valeur  de  d„  dans  e„ 

et 


h  sinp  hsinp 


/     ^n^^e^ — h^sin'^p  QdQ-= 1      l/g* — fe^aiw^p  adoi  ,y-z~= 

-=  —^  J       ^-»  (.<?î  —  /l2  Stw2  p)  ds 


hsinp 

d'où 


e„=j  h^cos'^pdpj      s^-^ds+~j  dp]      s^-^s^ —  h^sin^pjè. 

^  hsinp  o  hsinp 

En  remarquant  que 

/i2  co^^  p  Zgf  (hsi/np)  dj)  =  -^  (6  +-  5in  6  cos  h)  Ig  {h sin  h)  — 

-  ^'  (6  +  ^n  6  008  b)  —  ~  7/(6)  (M.  77) 
j   h:^  sm^  p  Ig  (hsi/np)  dp  =  -—-  {b  —  sinb  cos  b)  Ig  (h  sin  b)  + 

o  ^ 

H-  -^  -  {b  -h  sinb  cos  b)  —  -^  H  (h) 
la  valeur  de  e,,  s'écrit 


SUR   UN   PROBLÈME   d'ASTRONOMIK.  343 

(5)    6^  = j- {b  -h  3sinb cos h)  Ig  (hsinh)  -h-^  sinb cos b  -h 

Si  l'on   introduit   la   valeur  de  on,  la  formule  déterminant  i„ 
prend  la  forme 


*       e 


1    s2»-i(fe 


+  —]  dp)  l/ç*  -  h^sm^padçj  -^ 


r=A-B.+  C. 


En  changeant  l'ordre  des  intégrations,  on  aura 

^{  {  hœsp 

De  la  même  manière  on  obtiendra 
B=.^-j  Ac(Mrpd2>j  8^-^  (fej  ^x,2— -2 


et 


c=lÇa,jV-^4''-^^-=^m^' 


l/«* 


cosp 


ou 


Archives  viii.  49 


344  SUR   UN   PROBLÈME   d'aSTRONOMIE. 

1      [^  /•!  lXg2    __  ^2 

~2^J    ^^^"^^pdpj   9^"*'^  arc  tg —j à. 

o  ^  Rf  C08  jp 

De  ces  valeurs  on  tire 

3    [^  [^  1/^217^2 

^n  =  — 2^j    h^sin^pdpj   s-""'^  arc  tg -~ cfe -f- 

o  fi  1^  cosp 

1    r^       ri  i/o2 fc2 

-»-9;;i   ^:P  /    s^"+' arc  <gr  — r cfe  + 

^^i        '[  h  cosp 

+  "^   /  ^i^  /  5"'*"^  arc  to  — :; ds  — 

on  h  cosp 

h 

OU,  en  posant 

r    .       r         1/^2 f^2 

j    h^  sin^  p  dii  I  s-**"^  arc  ta  — ; ds  =  V' 

r^     f^  \X^2Zzr]72 

dp     s^-^'  arc  ta  -f —ds  =  T 

o        \  h  cosp  ** 

h 

Pour   réduire   les   intégrales  doubles,  on  remarquera  que  Ton 
a,  en  posant 

çJl.  z^+^  dz 

""     i       {z^  —  »in^  b)  i^z^  -  1 

j  5-"^^  arctg       cfe  =  (  -^ -arc  fa  — ^ )  — 

hcospf^  s^'^'^ds 

""2n4-2{   («2  —  7^2  5i^2  p)  i^JÎZZ^i 

1  Ci^À  ^2n+2  ^^^p 

=  2;^U-^""'^'*-^0^^1> 
par  suite 
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^»  =  ^hrof  (^0  -  ^""^^  ^»+i)  ">'p  ^p  • 


2rn-2i 
Or 

1 


"  ^{     {z^  "  sin^ p)l^z^~^~l~ [   sin^ 9>  (1  —  sin^  p sm^  (p) 
par  conséquent 
^  _  [-2    d(p    f^         cospdp IfY    d(p         1  +^n&^n  y 


Si  maintenant  nous  introduisons 

^"2'      dy      ^    1  -h  sinbsinfp 


_  [2       d(p 


^     sin^^^  (p      1  —  sinbdnv 
on  voit  que 

j      ^nC0Spdp=  —  (f2n-^i 
o  ^ 

et 

De  la  même  manière 
1   [' 


2ni 


où 


f^         .   ^  ,        [^   d(p     f^  sin^  p  cos p  dp 

F    ^n  «w^  pco8pdp  =  i    -r-r—  I    , — r  - — — -— 
i  1    ^'^    ^o    l-9in^psin^(P 

_[^     d(p      f  ^  (sm^  j)  sw^  y  —  l  -b  1)  cospdp 
~^   sm^+^  y{  1  —  sin^  p  sin^  cp 

.    ^  fidcp  1 

se  réduira  à 

En   substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  donnant  In,  nous 
aurons 

49* 
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n  +  (2%  4-  2)  k^  3  /i*         A2.+2  j.  2»  +  3       i 


Q= 


où 
3  À'  «i/nb 


2n 
Or,  Q  =  0;  en  eflfet 


et 

f    dfp cQsy      2n     f    dv> 

J  mîF^^cp  ~  "  (2n+  1)  sin^'-^^  v  "^  2rm  i  sm^p 

par  suite 

il  i 

OU 

,^     ,j4   ciT^ 1  f^  dv      ^  adv 

l  II 

En  considérant  à  présent  l^,  nous  aurons  comme  précédemment 

T'o  =  \  (-1  -  h'  s) 
seulement  il  nous  faudra  réduire  les  intégrales  doubles 

T\.i=  I    dp}    — arc  ta— T 


/i^  sm^  pdp  j    —  arctg 


^     S         ^     hcosp 
d'une  autre  manière. 

Pour  y  parvenir,  écrivons 

c'  ds  |/«-2irp  r|  ctgV  ^ 

j    —arc  ta  —r d8  =  j  ^  ctg(parctg  -^  d  9 

\     ^  hcosp  J      ^  "^  cosp 

d. 


«tn^  9 
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par  suite 


^   -    SlUip 


Î7',  =/i2j- i^-^dqpj     1-sin^psinU 


k 
^  ,   svriq> 


—  h^  P  ^ sinXd(p  (  (sm^ p  sin^  y  —  1  + 1)  cospdp 
\     sin^  q>         o  1  —  sm^  p  sin^  <p 

„      sincp  „       siny 

Il  en  résulte 


1  ^,     r^  ^  ^nX    ,     1  -hsinbsinv  , 


—  SA^  I      ^   .  , —  ia -:i r— 1— ; d^ '\r  Q  . 

J      2sin^(p^  i—sinbsmv 


A 


Or  Q'  =  0;  en  eflFet 


s%ncp 


Q  =  3h^  sinbj         .   .   --  dq>  —  3hsinb  J    ; ds 

i  '» 

=  Sh^  ^nbj     ctg^(pd(p  —  3h^dnbj^  ctg^(pdv  =  0 

l  A 

En  posant  encore 

_  /"  2  ^  sinX       l-h  sinb  sin  y    , 
^~J      2sinV  ^  l  —  8vnbsin(p 

_  f  2  ^ smX       1  -{-sinbsinv    , 
^  "•'     2sin^V  ^  l  —  mibsinq>  ^ 

nous  aurons  enfin 
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(7)    2.T  /o  =  4-  (",  -  h^  «3)  +  2^î  /S',  —  3A»  S3 

,„    -    ,  _n+(2n  +  2)fe»  S/i^  h^+^r  2to+3      l 

4.  Détermination  de  &„  et  d„. 


En  posant 


5'a.  =  27î,-ir ds 


on  aura 


(2n-l)(6„  +  d„)=/  d^f  5'„'«)(/,cosp-l/ç^-A*siw»^)-=y== 


hsinp 


Q^  —  /t^sin-p 


-^f   dpi    3'n  ^^^  (hcosp  +  Kp2  _  7^2  si^2  ^)  — -^ 


çdQ 


+  1''  dpi  S'„  <2'  (/icosp  +  l/çî  — 7i»  stTO^  ;))  -;-,-.  A;.!,,- 

0 


(2»  -  1)  d„  =  f  dj)  f  5'„*'»  (-  /i  cos^  +  1/^2  „  ^2  si^î  p)      — i^ 


i  •'^  K    ç2  __  ^2  g^|j2j5 

De  ces  formules  on  déduit  par  substraction 

(2n-l)K  =  2f  hcospdpf  dV'>Ty=~^=^==  + 

+  2fhcospdpfK^^>  '"Il  . 

ou,  si  l'on  introduit  les  valeurs  de  ^'„<"  et  5'n^^' 
;.  _  2   r\  ^    r   ds     r'  QdQ 

+  ^  f'hcos  d  r~r    —"—'^ 
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ds     ['  Q dg 


=  — J    hcospdpj   ^+1/ 


Or,  la  dernière  intégrale  ayant  la  valeur  -ô",  nous  aurons 
T        hsinb 

En  introduisant  maintenant  les  valeurs  de  d'n^^^  et  d*n^^  dans  la 
formule  donnant  d^,  on  aura 

do  f  *  ds 


l  rb         ri  Ç  d  Q  [^ 

Les  intégrales  par  rapport  à  e  et  * 

,     r odQ       r       ds       ^  n  .  r       ^ 

r      Qd&      r      du        r  ^  r      ^ 

se  réduiront,  si  Ton  change  Tordre  des  intégrations  à 
,         r  ds    r  QdQ  r  ds    f^      çdg 

{      «2n+lJ      |/^2_/^2^^2p    |/52_ç2  J      ^2«+l  J      l/^2_ç2 

1         r  ds    r  Qdo  r  ds    [^      Qdg 

OU,  à 

{     «2n+lj[     l/j2_/,:2^^2pl/^2-_-ç2        ^     «Sn+ljT      |/,2_j,2 

ce  qui  s'écrit  aussi 
Par  conséquent 

En  intégrant  par  rapport  à  p  et  en  remarquant  que 
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/    ft co* p arc  ta =  hsinb arc  ta  -, —  -^bi^ s^—h^sarctg  ^ 

^  hœsj)  hcosb  * 

on  obtient 

*■= — ;r|  ^«""«'^ï^ïr-^-î-l  •^'^* — .     • 

Après  intégration  par  parties  cette  formule  se  réduit  aisément  à 

_  ]  rarctg(tgbcovX)      hwtih  ctgX     h^HncoabÇ'^  ds 

" ~  ^  L       2»  — 1  Sn" "**"  ^  cô*6  "*"  2n(2TO— f)  {    j^i(»*-/»î«in»6)kV-lii 


ou  à  celle-ci 

"^  V'?'   .' arc  tn  -^-  + 

2w(2w— l)i 


(10)   ^^^L\<'''^^^^'^'^}Jl^arctg'!^Uj^^'^^  JaI    (M  68) 
^    ^     "      71  L       2r»— 1  2n         ^cos6     2w(2w— 1U2»-»J 


5.  Développement  de  /»  et  m,. 

D'après  les  formules  de  l'Art.  1,  nous  avons 
(2n  ~  I  )  (/•„  —  wi„)  =  /  dp  j      ô'„  <«>  (hcoip  —  |/p»— Aî«nîp) 


+  /'  dp  I'k  '^(-hcosp  +  P/,*  -  h^  dn^  py  p=if^.  • 


o  1 

De  ces  valeurs  on  déduira 


o  hsinp  ^ 

+  2f  dp  f  3V''(hicos^p  +  Qi  -  h^  sin*p)-,..-=^^^==r: 

J  -f  K  ç2    _   ;|2  9171' p 


O  1 

ou,  en  introduisant  les  valeurs  de  d\^^^  et  d\^^ 
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f,=  lf  dpi      (k^  co8^  p  +  ?2  -  fe»  sin^  p)  -^=J4^====  f    ,  ^,    Jf 

En  changeant  l'ordre  des  deux  dernières  intégrations  on  obtient 

2  /•*       r   ds  r^      h'^  co8^ p  +  q"^  —  h*  sin^ p     ^ 
J''  —  '^]   "'PJ    ^ï+i;       1^-2 — g^^^=^  1^,-2 — i  ^"^  "^ 

2  f*       r   (fe    /•'  ;l2co.,2p^.p2_^2a^yiïp 

OU,  plus  simplement 

2  /•",    f*   (is  r     ^2cos*pH-oî  —  ^2«iw2m 

Or, 

^  odç  n      P  Q^  dQ  7t  8^  -i-  h^  sin^  p 

^^v^Q^^^h^vJp  1X^2^7^  ~  2  '  isinp^^^~^^^^^l^  1^52^2       2  2 

par  suite 

fn-f  dpj^^,  [h^œs^p-^^  ~  ^^^  ^J 

o  1 

OU 

(11)  /«  = ô- ^^-+- 


m„ 


8n  4n  —  4  ' 

De  la  même  manière  on  aura 

ds 


2   r&        fi  f"^  ds 

O  ft  1  «5  (/ 

.  w^  T/!.!   2  ^  2   1,2  •  2  \      ^^^      r      ^ 


l^Q^  —h^  dn^P   J      S^+ll/^2_o2 

2  f^ ,  r,         ,  r        (fe 

nJ        ^J  ^    ^      "-  J       52n+lp/^2 ^2 

irzA  —  B-hC  —  D. 

En  changeant  Tordre  des  intégrations  on  a  d'abord 
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B  =  -l   hcospdpj    ^^1  ç^^== 

o  l  h  ^ 

^  =  — j    hcospdpj    -^^j 


i^s^  —  «^ 


par  suite 

o  1  /i  ^^  ^ 

=  —  hsinb  l    -ivrrr  ^5^  —  /i^ . 

1 

En  second  lieu 

1    r^  ^    r    ds    n  h^cos^p-^Q^  —  h^dn^p      , 


o  1 


et 


Or, 


r  h^  œs^ p -h  oi  ~  h'^  sin"^ p  _A££iE-ix~2 ïT 


s^  —  h^ sin^ p  +  2 h^ cos^ p         .    l^s^—h^ 

+ ^  arc  ta  —, 

2  /»  cosp 

par  suite 
2um.^-3h.nnbj    ^^l^s^  -  h^  +  j    dp] -^^ ilarcig-j^ 

1  O  1  ^ 

Pour  réduire  le  dernier  terme,  remarquons  que  Ton  a 
r     1  l^^_p  1  ctgk       hcospr  ds 

71 

to  -^—  =  cos  n  l :— ^— — 

"^  cosp  J    l  —  sin^psin^(p 


arc 
et 
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ds  1     r^      sin^fpdfp 


r ds J_  ri_ 

Avec  ces  valeurs,  le  dernier  terme  de  2;t  m„  prend  la  forme 

-2  L-'        w   1  —  .nn^  j9  5tn2r^      '^      {  o  ^ — sin^psin^(pJ 

2«ri     "^^J      l—sin^pdn^<P      ^  h2.-i]  s%n   <P(UP]      \  ^  ^in^  p  sin^  ,p    J- 

^  O  r  '  o  o  x-  ' 

Or,  on  a 

r^        cas  p  dp         1       ,    l  -\-  dn  b  sin  </> 

j   1  —  sin^p sin^ cp       2miff  ^  1  —  ainhsinfp 

o 

r''    sin^pcospdp     sinb         1 1  -f-  sinbsinfp 

il—  ,^ri2  p  sin^  œ  sin^  (p       2  sin^  (p  ^  1  —  sinh  sin  (p 

et 

ll,„_i  =  j  *.n-»-^ <p  Ig  i_^^5^^;  *P  (M.  111) 

o 

par  conséquent  la  formule  précédente  se  réduit  à 

o 

on  à 

n  +  (2n—  2)  A^  3^^  1        /  2n  -  3  -       \ 

4ri(n-l)      "*~  4^"=''^  2;â^V*^-'~2^'^:^  *^-V  "^ 
3^2    .    ^   ^    ,         3 «ne  fi  .  -    „      , 

Si  maintenant  nous  substituons  cette  valeur  au  lieu  du  second 
terme  de  2;i  ron  et  en  même  temps 

-Shsm  bf^, k"^^^="P  =  -  ^£^'(1  -  sm^  <p)  sin'-'^  cp  drp 

1  o 

au  lieu  du  premier  terme,  on  obtient 

50* 
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o  _n'h{2n—2)h^  Zh^  1       /^  2n-3^     \ 

27imn-      4^(^_i)      ^|--4^^3  ^2^j^"A*^.-i- 2^:11-2  V3J  +  ( 

où  la  valeur  de  0,  en  posant  f^(À)=j  sin^Pzdz,  s'écrit 

o 

Q  =  ^^2  [2n.2„(A)-  (2n-  l)f2„_2(A)  +  /i^-»cosà]=0  (M7ô), 
La  formule  pour  m„  se  réduit  ainsi  à  cette  forme 

6.    Bédnction  des  intégrales  (t2,,+i  ,5^,8^  aux  trans 
cendantes  4 .  T_i,  Uq. 

En  introduisant  dans  la  formule 

"2n+i  =  2j    J„cospdp 

o 

de  l'Art.  3,  la  valeur  de  Jn  (M  88),  on  obtient  immédiatement 


^-^''       .  siw2"-3 


(13)    „,„^,  =  2[/„(&,  |)-/„(6,A)  +  io^^  +  i 


"»  2to— 1  ^  "1  2n  — 3 
où 

/„  =  /   sin^^arc  fg' (cosjp  <gf  A)dp. 

o 

On  déduit  du  même  Art.  3 

Si=r_i  =  |    dp/    -arc  «9 

1 


+ .  ..  +  t,-i«infi 


o  1  i^      -6-  J. 


par  suite 


(U)    S.^-'^lgh-T.,. 


Enfin  le  même  Art.  fait  voir  que  Ton  a 

JL  .  sin(p 


X     sin^  g> 
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=  sinb  [ctg  A  —  o"  +  ^  J  "*"  "72 


_0 
|2 


Or, 


/h  ri  ^ 

o  h 


V^S2   _  ^2 


71 

=  —  x  ^^  igr  ft  (6  —  sinb  cos  b)  -  U^ 
par  conséquent 

(15)  /S3  =  sin  b  (ctg  À  —  ô"  "^  ^  )  — ~T^3^^^  —  sinbcosb) rj- 


7.  Déyeloppement  en  série  de  Plntégrale  <t. 


2n+l* 


Pour   obtenir   cette   intégrale   indépendamment,   nous  pouvons 
la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  tg  -^  . 
En  effet,  en  différentiant 


71 

fT     d(p            1  -^  sinbsvacp 
*^-^2n+i-j    sin^+icp'^  l-sinbsincp 

dcp 

par  rapport  à  À,  on  obtient 

da  _            1             1  4-  nn  6  sm  A 

dÀ  ~       sm^'^+U  '^   1  — 5in6smÀ 

ou,  en  posant 

tg^  =  t 

Posons  maintenant 
les  coefficients   C  et   a  excepté   C^,  se  déterminent  aisément.  En 
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effet,  si  nous  comparons  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  (, 
dans  les  deux  membres  de  l'équation 

22'.-2  [_ (2n _  1) C„, 2»-i - C2w— 3) C„, ^_,t^-..  —  C„, i f2«-2  +  a„  ^ f-  +  a,^^^^., 

/       .    ,      sinSb^^      sinbb^,        \  /,       _    ,,      27i(27i— 1)^, 

y—»i,nb  +  — g— <^ g— <*  +••)  1^1  +  2»  «2  + — Y_^ — ^f»  +..  +  2nl''  Tf 

nous  aurons 

-  2  ^'-••J  (2n  -  1)  6'„,  2„_i  =  —  sin  b 

-  2-"»--^  (2ri  -  3)  C„,  .3„  .3  =  ^^  -  2»  sin  6 

«>    o/f,        rx /-.                  sin  5  6      -    «in  3  6      2n(2TO  — 1)  . 
-22«-2(2w-6)C„,o„_5  = g— +  2w— 3 \    2     ^' 


smi 


.2^.-^0     -(     IV  r^^(^^~^^^  si<2n-3)6  2n(27.-l..(n.2)    ' 

^      ^n,i-(-l)    L      2n-l         '^'^     2n-3      ^-^^     ^^         1.2..(n-l)  '"* 

2^n-2a  .-(     iy.-,p^n(2^-^l)&     .   sin(2n-l)6  27.(2n-l)-(ntl)     " 

^      «M-(-l)      [      2n+l         ^^     2n-l      ^"^^     ^^  1.2...» 

2:;»-2a    -/     ,wr^^(2n+3)6  sin(27t4-l)6  .  27t(2n-l)  .n      1 

2.«-2„    -r     IV-  p^^(^^-^5)6  sin(2n-h3)&  2n(2n-l)..(«:^  ■  ,, 

^      a»^-(     1)       L     271+5  "^^      2«+3      ^'-^^     ^'      4.2...(n+2)  *'"i 

I 

Le  coefficient  C„  s'obtient  si  l'on   pose  À  =  0  dans  la  formule 
(13)  de  l'Art,  précédent: 


C„  =  2I„(b,^)=ne^{b). 

L'intégrale  <f.>n+i  se  détermine  aussi  au  moyen  de  la  formule 
récurrente 
,,_,  2n  —  1  1    cosk       l  +  hsinb     sinb ,  .        .    > 

(17)  ''■.'»+i=-^^"-^«-i  +2^s-^^A^r:nrs^6  +  -r-<^--^-^^ 

que  Ton  obtient  de  la  manière  suivante 

_  fTsin^  fp  -¥  cos^  (p      1  -^  sinb siricp 

X 

n 

1   f  "2"  ,  1  4-  sm  6  sin  9>   ,  /    1    \ 
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n 

1  fT      1      r    isinhcos'^fp           .        ,    1  4- sm6sm9>  1  , 
+  TT I    ^:~^":i  1 1 '  9  j.   '  t     —  sin(plg  -z .    ,    >    ^^    ay 

i 

71 

2n— 1  1     cosÀ       1  -f  A, nn 6      sinbfT         (1  —  8in^(p)dqi 

' -g^j—  ^2n-i  +  2n  sm2^ X ^  l—hsinb  "^ "nTi     sw?''  V  {1  —  »in^  b sin^  <f) 

8.  Déyeloppement  en  série  de  Tintégrale  S^ . 

En  différentiant  la  formule 

2_     sincp      ^        .    ,    . 

X     2nn(p 
on  obtient 


7ï 


dS.                ,  r2        1        ,  l-i-sinbsin(p    , 

aA              ^    J      2*1719)    ^  1  —  9%nbs%nq> 
i 

d^  S^  _          1              (iSj  cfyA         1  -^  sinbsink 

dk^    ~      sin^X^      dX  2sinX^\  —  ainbsinX 


par  suite 


d^8^  _1 dS^  _  1    cosX        1  +  gin  6  gJTi  X 

dX"^         sin  A  cos  A    cîA        2   ^n^  X  ^  1  —  ^ti  6  sin  X 


X 

ou,  en  posant  t  =  tg  -^ 


Pour  trouver   une   solution  particulière  de  cette  équation  diffé- 
rentielle on  pourra  substituer  au  lieu  de  S, 


16  =  ttj  t  -h  a^  -^  4-  a^ 


on  verra  alors  que  les  coefficients  a  se  déternoinent  par  les  con- 
ditions 
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a,  =^2sinb 

3a3  +  4ai  =  —  (  2  —g b  Asinb) 

^           .                    ^  sinôh        .   sinSh       «   •    r 
oa^  -h  4a3  — ttj  =  2  — ^ h  4  — s H  2stn6 

-  .  ^  f^dnlh        .  sinGb       ^  sinZh\ 

Ta^ +4a5— 3a3  =  —  (^2— .^ —  "^  ^  ~5~   "^  ^  ~3~j 

La  solution  générale  de  Téquation  différentielle  s'écrit  donc 

Clgsini'  -^  C  -i-  u 

où  C  et  C  représentent  des  constantes  arbitraires.  Par  conséquent 
la  valeur  de  S^  en  série  sera  représentée  par  cette  forme  si  l'on 
choisit  convenablement  les  constantes  C  et  C\  Or,  d'après  la 
formule  (14)  on  sait 

et  d'après  (M.  96). 


où 


par  suite 


(r_0,,„=Y[6i«7(l  +  c(wft)+P(6)] 
P{b)  =  fptgfdp, 


6"  =  —  y  [blg{l  +  cosb)+P  (6)] 
et  enfin 

9.  Déyeloppement  en  série  de  rintégrale  Si. 

De  la  même  manière  que  précédemment  nous  déduisons  de 

j^     sin<p  . 

S,  =  «t^^  for , .    ,    .       dfp 


SUR   UN   PROBLÈME   d' ASTRONOMIE.  359 


[^«2  (&)  — 2/,  (6)  -i-2c<^iM7i6] 


d^S3  1        dSa  _   œsi'        1  -+-  ain  6  «in  A 

cW^       ain  A  C05  i  di  ""  2^n*  1^1  —  ^n  6  ^n  X 

et  Téquation  différentielle 
!«Ml-«*)^^+  2<2(i  -h4<2  — <*)^  =  (l-<*)2  [dnb  —  Y^nSb-^..] 
Cette  équation  sera  remplie  par  la  série 

si  les  coefficients  satisfont  aux  équations 
2/i  =  8inb 

—  8/^-1-2  6,  = g~ 

—  2/y-h8  6,  4-663  =^^^—2^716 

c%  t        o  T        ^  /%  i  «^^  7  6      -  êin  3  6 

—  2  6,  +  863  -H  1065  = = h  2 — ô — 

/>r        oL        ^^r        «in  96      ^«in56       .^ 

—  6  63  -<-  8  6ft  -h  14  6y  =  — g 2  — g h  sin  6 

—  JO  65  -h  8  67  H-  1869=  —  — fj — ■♦-2 — y 3— 


L'intégrale  générale  étant 

Clg  smi'  H-  C  -h  t; 

nous  choisirons  G  et  C  de  telle  manière  que  cette  valeur  coincide 
avec  S3.    Pour  y  parvenir  nous  déduisons  de  l'équation  (15) 

S3J        =  8inb(ctgi')^^^ — ^smb — -7-(6 — sinbcosb){lg8in^)       — vT?") 
et  de  l'équation  (M  100) 

[tÎ)        ~X  l^^  —  *^^ ^ ^^ ^)kli^  -hcosb)  4-  P (6)  —  *in 6  -+- 

-h  I  (6  H-  sin  6  co«  6  J    • 

Avec  ces  valeurs  on  trouve  aisément 
Archives  viii.  61 


360  SUR   UN   PROBLÈME   d'aSTRONOMIË. 

C  =  -^f,(b) 

I 

C  = — .  sinb  —  -^{b-^sinhcosb)  —  j^ (b  ^ sinbœsb)  Ig  {1  -»-  œsh)  —  jPih 
et  par  conséquent 

(19)  /Sj  =  —  -g  «2  W  Igsink  —  j-sinb —  "o  (^  "*■  sinbœsb)  —  -j  (b — 8inbmh)lg(\^mh- 

-^P(6)  4- Y+ 6i  < -^  63  y-^- &6  y -^  •  •  • 

10.  Xonyelle  expression  ponr  /„. 

Pour  quelques  valeurs  de  ?»  et  b  la  quantité  In  peut  être  calculée 
d'une  manière  plus  simple  que  précédemment.  En  eflTet,  si  l'on 
introduit 


^8^  —  h^ 


h  œs  p 
dans  la  formule 


2jiln  =  Tn'^  2h^  Tn-i  —  ^  Un—  Sh dnb  f  ^-'  ^s^  -  h^ 


=  f  dpf  [(52  •^2h^  —  Sh^sinp) arc tg     ^'   ^       —  3 hcosp^s^-h'^] ^'  '^ 

O  J.  *-  ' 


n5^  H-  z  /i'  —  d  /i''  sin  p)  arc  tg 

o  h 

de  l'Art.  3,  on  obtient 


2n  In  =  K'^^^j  cos^  p  dpf'''''  (1  -h  co8^  p  x^)^-'  [(3  +  x^)arc1gx  -  h]xdj. 

o  o 

En  posant  ensuite 


008  b 


on  aura 


(3  +  x^)aTctgx-  ^^  =  J^^^—-^^^  "^63^^~99^'*  "^  " 


par  suite 
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(20)    2»  l.  =  »-«  [„,  î^^  „/^  *  .„  ÎSP  +  . .] 

OÙ 

_  4  f''     dp 

_±,  _..['     dp         8  f"  ji^ 

_  4  (w—  1)  (n— 2)/-"    </j>        _8  ("    dp        12  f*    dp 

""~15  1.2  i    cos3^      35^^      ^n   cos^p'^esl   cos' p 


La  formule  (20)  est  encore  applicable  quand  n  prend  la  valeur 
zéro. 


sur  le  transport  des  liquides  par  le  courant 

e'lectrique 

PAR 

E.  VAN   DER   VEN. 


m.  0 


En  voulant  exécuter  le  dessin,  exprimé  dans  ma  note  précé- 
dente (Arch.  Teyler,  S.  II,  Vol.  VIII,  p.  233),  le  dessin  nommément 
de  comparer  Tintensîté  du  transport  des  solutions  d'un  sulfate  et 
d*un  nitrate  d'un  métal  autre  que  le  cuivre,  j'ai  d'abord  entrepris 
deux  séries  d'expériences  concernant  le  transport  des  solutions  de 
sulfate  et  d'azotate  de  zinc.  {Zn  SO^  et  Zn  iVj  Og  4-  6  Aq)  et  puis 
une  qui  a  rapport  à  des  solutions  du  chlorure  de  ce  métal. 

Les  particularités,  observées  pendant  ces  expériences,  sont  aussi 
intéressantes  que  variées. 

En  premier  lieu  l'accroissement  continuel  de  la  quantité  trans- 
portée, observé  pendant  l'examen  des  solutions  des  deux  sels  de 
cuivre,  ne  se  présentait-il  pas.  Les  résultats  des  observations 
successives  ne  différaient  entre  eux  que  par  des  quantités  variables 
et  de  signe  contraire,  dont  l'effet  s'élimine  de  la  moyenne  arith- 
métique sans  correction  précédente.  Donc  il  n'était  plus  question 
ici  d'un  effet  de  pression  hydrostatique,  occasionnée  par  une  accu- 
mulation de  sel  dans  les  contours  de  la  kathode;  un  fait  qui 
s'accorde  très  bien  avec  une  expérience  de  M.  d'Almeida  ^)  suivant 
laquelle  dan  les  solutions  de  sulfate  et  de  chlorure  de  zinc,  et 
en  se  servant  d'une  kathode  de  zinc,  la  quantité  de  ce  métal 
dissoute  à  l'anode  n'équivaut  pas  à  celle  séparée  à  la  kathode  et 


')  Voir:  Arch.  Teyler,  Série  H,  Vol.  VIII,  p.  98-119  et  p.  199-283. 
*)  J.  Ch.  d'Almeida,  Ann,  de  Ghim  et  de  Phys,,  [3]  51,  p  267. 
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que,  par  suite,  la  solution  devient  acide  dans  les  contours  de 
Tanode  par  la  sécrétion  d'acide  sulfurique  libre. 

Les  conséquences  de  cette  sécrétion  se  montrèrent  encore  d'une 
autre  manière.  Par  suite  du  transport,  une  partie  de  cet  acide 
libre  pénétrait  dans  le  vase  poreux  où  il  attaquait  la  kathode;et 
le  développement  de  gaz  hydrogêne,  qui  en  résultait,  faisait  tort 
à  l'exactitude  des  observations. 

Pour  y  remédier,  j'ai  été  obligé  d'aggrandir  le  diamètre  du  tube 
d'ascension  de  manière  que  le  gaz  développé  pût  s'échapper  libre- 
ment. Mais  en  faisant  ainsi  le  diamètre  devint  à  peu  près  égal  à 
celui  du  bouchon  de  caoutchouc  dont  le  vase  poreux  est  bouché, 
de  sorte  qu'il  n'y  avait  plus  de  place  pour  faire  passer  le  fil 
conducteur  qui  mène  à  la  kathode.  En  donnant  à  celle-ci  la  forme 
d'un  cilindre  massif,  à  l'une  de  ses  extrémités  perforé  et  percé, 
perpendiculairement  à  son  axe,  par  une  baguette  de  métal,  qui 
se  répose  sur  les  bords  du  tube  d'ascension,  j'ai  subvenu  à  cet 
inconvénient  d'une  manière,  qui  en  outre  me  permet  d'éloigner  la 
kathode  du  vase  poreux  et  de  la  nettoyer,  sans  être  obligé  de 
démonter  pour  cela  tout  l'appareil. 

Les  expériences  concernant  les  solutions  d'azotate  de  zinc  don- 
nèrent un  résultat  des  plus  surprenants  :  le  transport  se  fit  dans  la 
direction  opposée,  c.  a.  d.  du  coté  de  la  kathode  à  celwi  de  Vanode, 
un  fait  qui  jusqu'ici  n'avait  été  observé  que  chez  les  solutions  de 
chromate  de  potasse  neutre  et  acide  par  Munck  '  )  et  qui  fut  con- 
tredit sept  ans  plus  tard  par  Gore  2). 

Dans  notre  cas  toute  doute  est  exclue;  le  transport  n<îflra/i/ d'une 
solution  d'azotate  de  zinc  est,  toutes  autres  circonstances  étant 
égales,  du  moins  trois  fois  plus  intensif  que  le  transport  positif 
d  une  solution  d'azotate  de  cuivre. 

Du  reste  le  transport  des  solutions  de  ce  sel  était-il  aussi  peu 
influencé  par  le  déplacement  des  ions  que  celui  des  solutions  de 
sulfate;  influence  qui,  s'il  avait  subsisté,  devrait  avoir  été  de  signe 
contraire  à  celui  dont  le  transport  des  solutions  des  sels  de  cuivre 
est  affecté.  Il  en  suit,  que  les  résultats  des  observations  succes- 
sives ont  pu  être  réduits  à  leur  valeur  probable  moyenne  sans 
correction  préalable 

Une  description  détaillée  de  ces  observations  se  trouve  dans  les 


*)  H.  Munck,  du  Bois  und  Retcherfs  Arch.,  1873,  Heft  8  und  4. 
^)  G.  GoRE,  Proceed.  Royal  Soc.  1880,  31,  p.  258. 
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pages  suivantes.  Comme  la  détermination  exacte  de  l'influence  de 
la  pression  hydrostatique  n'exigeait  plus  dans  ce  cas,  comme  dans 
celui  des  sels  de  cuivre,  1  institution  de  séries  étendues  d'obser- 
vations à  intensité  de  courant  constante,  j'ai  arrangé  celles  con- 
cernant le  sulfate  de  zinc  d'une  manière  en  quelque  sorte  différente 
de  celle,  suivie  pour  les  observations  qui  ont  rapport  aux  sels  de 
cuivre.  Mais,  comme  cette  nouvelle  manière  de  faire  ne  me  livrait 
pas  les  avantages  que  j'en  avais  attendues,  je  suis  revenu  pour  les 
solutions  d^azotate  à  la  manière  précédemment  suivie. 


ZnSO^ 


80  parties  de  sel 

sur  100  parties  d 

'eau. 

22  septembre  1902. 

1=3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Ctouttes. 

Gouttes.       Grammes. 

91».     Qm.    08.      _ 

_        9h.  lOm.     48. 

21 

20.90      =      2.508 

10       4 

20     26 

22 

21.21                   45 

20     26 

30     16 

21 

21.37                    64 

30     16 

40     41 

22 

21.13                   36 

86  gouttes. 

En  40  min.  .  10.153  gr. 

1=2.05  amp. 

lOb.     Om.     08.      _ 

_      loh.  lOm-    38- 

14 

13.93      =      1.672 

10       3 

20     16 

14 

.71                    45 

20      16 

30     19 

14 

.94                   73 

30      19 

40     20 

14 

.99                   79 

56  gouttes. 

En  40  min.  .  .6.669  gr. 

1=1.02  amp. 

lOli.     Om-    0»-     - 

-       llh-  lO""-  618- 

8 

7.26      =      0.871 

10     61 

20       4 

6 

6.63                 .796 

20       4 

30     39 

8 

7.56                 .907 

30     39 

40     14 

7 
29  gouttes. 

7.31                 .877 

En  40  min.  .  .8.461  gr. 

Poids  de  171  gouttes. . . .  20.62  gr. 

„      d'une  goutte 0.12   „ 
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23  septembre  1902. 

7=3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement.  Gouttes.  Gouttes.       Grammes. 

9h.    Qm.    08.     —       9i>.  lOm.    48-  21  20.85      =    2.418 

10       4  20       5  21  .96  31 

20       5  30       5  21  21.00  35 

30       5  40     11  21  20.80  13 

84  Goûtes.  En  40  min.  .  .9.697  gr. 


1=2.05  amp. 

loii.    O"-   08-    — 

lOh.  lOm 

•13»- 

15 

14.18 

^ 

1.645 

10     13 

20 

9 

14 

.08 

33 

20       9 

30 

36 

15 

.37 

67 

30     36 

40 

34 

14 

58  Gouttes. 

.05 
En  40 

min. 

30 

.  .6.575  gr. 

7=1.02  amp. 

llh.    0"-    Os-     — 

111..  lOm 

•      68- 

7 

6.90 

— - 

0.804 

10       6 

20 

34 

7 

7.02 

11 

20     34 

30 

12 

7 

6.91 

01 

30      12 

40 

15 

7 

.97 
En  40  min. 

09 

28  gouttes. 

.3.225  gr. 

Poids  de  170  gouttes  ....  19.75    gr. 
„      d'une  goutte 0.116   „ 

24  septembre  1902. 


/  =  3.04  amp. 

Durée  de  récoulement 

9h.      Qm-     ()s.      —         9h.  IQm      Qs. 

10       9  20     15 

20      15  30     21 

30     21  40     30 


En  10  minutes. 

Gtouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

21 

20.68 

=     2.357 

21 

.79 

69 

21 

.79 

69 

21 

.68 

57 

84  gouttes.  En  40  min.  .  MMff^ 


7=2.05  amp. 

lOli.     Om.     Os-      — 

lOh.  lOm.     (Js. 

14 

13.86 

:= 

1.580 

10       6 

20       4 

14 

14.04 

.600 

20       4 

30     31 

15 

.36 

37 

30     31 

40     12 

14 

.46 

28 

57 

gouttes. 

En  40 

min. 

.6.445  gr. 
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/=  1.02  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttea. 

Gouttes. 

Grammes. 

llh.    Qm.    08-     —      11".  lO"-    3«- 

7 

6.97      = 

0.795 

10       3                     20     61 

8 

7.26 

.827 

20     61                     30     41 

7 

.24 

14 

30     41                      40     17 

7 

.29 

31 

29  gouttes. 

En  40  min. 

.  .3.267  g 

Poids  de  170  goûtes  . . .  19.47    gr. 
„     d'une  goutte  ... .    0.114    „ 


7=3.04  amp.  /z=2.05  amp.  7=1.02  amp. 
ââ  septembre.  Transp.  en  40  min.    10.153  gr. 

23  ,  „         ,   40     ,        9.697   , 

24  .  .         „   40     ,        9.452    , 


Transp.  en  2  heures:      29.302  gr. 
3.04 


6.669  gr. 
.575   , 
.445   , 

1.02 

3.461  gr. 
.225   „ 
.267    , 

19.689  gr. 
2.05 

9.953  gr. 

Transport  par  ampère  en  2  heures:      9.639  gr.  9.604  gr.  9.758  gr. 


II 

20  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 

26  septembre  1902. 
1  =  3.04  amp. 


Durée  de  récoulement. 

9h.     Qm.     08.      _         9h.  IQm.  13s. 

10     13  20       2 

20       2  30     11 

30      11  40       4 


En  10  minutes. 

Gouttes. 

Gouttes.        Grammes 

34 

33.28      =      3.661 

33 

.62                   98 

34 

.50                   85 

33 

.39                   73 

134 

gouttes. 

En  40  min. 

.  14.717  gr. 

1  =  2.05  amp. 

lOh.    Qm.     08.      _ 

lOh.  lOm.  218. 

23 

22.22      - 

2.444 

10     21 

20     14 

22 

.26 

49 

20      14 

30       4 

22 

.37 

61 

30       4 

40     19 

23 

.43 

En  40  min. 

68 

90 

gouttes. 

.  .9.822  gr. 
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ir=1.02  amp. 

Ed  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes 

llh.     On>-     0^-      —     11  h.    lOm 

128. 

11 

10.78      = 

1.186 

10       12                           20 

25 

11 

.77 

85 

20     25                      30 

48 

n 

.60 

66 

30     48                      40 

13 

10 

.62 

68 

43  gouttes. 

En  40  min. 

.  .4.7a5  g 

Poids  de  267  gouttes . . .  29.35    gr. 
„      d'une  goutte 0.116    „ 

27  septembre  1902. 
/  =  3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement.                Gouttes.  Gtouttes.  Grammes. 

î)h.    om.    08-     —      gh-  lOrn-    4»-              31  30.80  =     3.696 

10       4                      20       9                31  .74  89 

20       9                      30     15                31  .69  83 

30      15                      40       1                80  .72  86 


123  gouttes.   En  40  min.  .  14.754  gr. 


1  =  2.05  amp 

lOh.    Qm.    09.     —  lOh.  lOm.  2l8-  21  20.26  =     2.431 

10     21  20       9  20  .43  52 

20       9  30       8  20  .04  05 

30       8  40     23  21  .46  55 


82  gouttes.  En  40  min. . .  9.743  gr. 

I  =  1.02  amp.  ~ 

Uh.    oœ.    09-     —     llh-  10m.    58.  10  9.92      =      1.190 

10       5  20       5  10  10.00  .200 

20       5  30       7  10  9.97  .194 

30       7  40     11  10  9.94  .192 


/= 

:304 

amp 

Durée  de  1 

9i> 

Om. 

0».    . 

10 

7 

20 

4 

30 

4 

40  gouttes.   En  40  min. . .  4.766  gr. 

Poids  de  245  gouttes   . .  29.40  gr 
„      d'une  goutte 0.12    „ 

30  septembre  1902. 


—        9h. 


En  10  minutes. 

ent. 

Gtouttes. 

Gouttes.       Grammes. 

lOm. 

78. 

30 

29.64      =      3.646 

20 

4 

30 

30.16               .710 

30 

4 

30 

30.00                .690 

40 

10 

30 

29.69                .632 

120  gouttes.  En  40  min.  .  14.678  gr. 
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7  =  2,05  amp. 


En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gtouttes. 

Gouttes. 

Qiammes. 

IQh.    0™-    O»-     — 

lOh- 

10m. 

3«. 

20 

19.90      = 

2.448 

10       3 

20 

23 

21 

20.29 

96 

20     23 

20 

16 

20 

.25 

91 

30      16 

40 

16 

20 

.00 

En  40  min. 

60 

81  gouttes. 

. .  9.895  g 

/=  1.02  amp. 

11  h.     Qm.     Qa.      _ 

llh. 

10m 

•  248. 

10 

9.58      = 

1.178 

10     24 

20 

44 

10 

.65 

87 

20     44 

30 

7 

9 

.66 

87 

30       7 

40 

27 

10 

.65 

87 

39  gouttes.   En  40  min. . .  4.739  gr- 


Poids  de  240  gouttes . .  .  29.26    gr. 
„       d'une  goutte 0.123    „ 

7  =  3.04  amp.  7  =  2.05  amp.  7=1.02  amp. 

26  septembre.  Transp.  en  40  min.    14.717  gr.  9.822  gr.  4.705  gr. 

27  ,  ,         ,    40    ,  .754   ,  ,743   ,  .766    „ 
:^          „                 „        ,    40    ,           .678  ,                 .895  ,                 .739   „ 


Transp.  en  2  heures:      44.149  gr.  29.460  gr.  14.210  gr. 

3.04 2.05       -         -  1.02 

Transp.  par  ampère  en  2 heures:     14.523  gr.  14.370  gr.  13.942  gr. 


III. 


10  parties  de  sel  sur  100  parties  d*eau. 
3  octobre  1902. 


— -  3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gtouttes. 

Gtouttes.       Grammes. 

9h.    Om.    0^     — . 

91).    lOm. 

5«- 

54 

53.55      =      6.640 

10       5 

20 

6 

54 

.91                   85 

20       6 

30 

1 

.54 

54.45                 .752 

30       1 

40 

0 

54 

.09                   07 

216  gouttes.   En  40  min.  .  26.784  gr. 
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SDR  LE  TRANSPORT  DES  UQUIDE8 


7  =  2.05  amp. 


Durée  de  l'écoulement 

lOh.    0™-    Qp-    —    iO^  10™-  8*- 

10       8  20  2 

20       2  30  4 

30       4  40  7 


£a  10  minutes. 

Gouttes. 

Gouttes.       Gnunme 

36 

35.55      =     4.Î08 

36 

36.36               M 

36 

35.68               .449 

36 

.82               .44Î 

144  gouttes.  En  40  min.  .  17.708  gr. 


7=4.02  amp. 

llh.    O"»-    Os-     - 

llh.    lOm.  16». 

19 

10     16 

20       7 

18 

20       7 

30     27 

19 

30     27 

40      14 

18 

18.51 
.27 
.65 
.40 


76 
.313 


74  gouttes.  En  40  min. .  9.1< 


Poids  de  434  gouttes 53.77  grammes. 

„      d'une  goutte 0.124        „ 


4  octobre  1902. 


7  =  3.04  amp. 


Durée  de  l'écoulement. 

•.»•'.     On».     0».      —        l)h.    lOm. 


10 

20 


4 
0 
9 


20 
30 
40 


0 
» 

2 


Gouttes. 

.->3 
54 
53 


En  10  minutes. 
Gouttes.       Onunines. 


.52.62 

.')3.36 

.20 

.(>3 


=     6.578 

.670 

90 

.704 


213  gouttes.  En  40  min.  .26.602  gr. 


7=2.05  amp. 

lOli.     Oni-    0'-      — 

lOh.   lOm. 

lîi^ 

36 

3.5.12      : 

=   tm 

10      15 

20 

11 

35 

.25 

.m 

20      11 

30 

8 

35 

.18 

.398 

30       8 

40 

2 

35 

.35 

.419 

141  gouttes.  En  40  min. .  (7.613  gr. 


7  =  1.02  amp. 


llh.     Ora-     0»-  -      11''-    lOra-  10«- 

10     10  20     21 

20     21  30     10 

30      10  40       7 


18 
18 
17 
17 


17.70 
.66 
.32 
.09 


=     2.213 


Poids  de  424  gouttes 
„      d'une  goutte . . 


70  gouttes.  En  40  min. 

.  54.20    grammes. 
.    0.125 


.165 
.136 

1722  gr- 


PAR   LE  œUKANT   ÉLECTRIQUE. 
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6  octobre  1902. 


1=3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gtouttes.       Grammes. 

9h.    0"-    08-    — 

.     gh. 

10m. 

9s- 

56 

55.17      =      6.620 

10       9 

20 

6 

55 

.28                   34 

20       6 

30 

3 

55 

.28                    34 

30       3 

40 

8 

56 

.36                   43 

222  gouttes.  En  40  min.  .  26.531  gr. 

Z=2.05  amp. 

IQh.     Qm.     Qi.      _ 

lOh. 

10m. 

O»- 

37 

37.00      =      4.440 

10         0 

20 

15 

38 

.08                   50 

20       15 

30 

12 

37 

.20                   64 

30      12 

40 

13 

37 

36.94                   33 

149  gouttes.  En  40  min.  .  17.787  gr. 

I—iM  amp. 

Uh.    o-n-    09-     — 

llh. 

10m. 

lis. 

19 

18.66      =      2.239 

10    il 

20 

16 

19 

.85                   62 

20     16 

80 

0 

18 

.48                    18 

30       0 

40 

13 

19 

.60                   32 

75  gouttes.  En  40  min.  .   8.951  gr. 

Iz 

-3.04  amp.  I: 

=  2.05  amp.  7=1.02  amp. 

3  octobre.  Transp. 

en  40 

min. 

.     .     . 

26.784  gr. 

17.708  gr.           9.166  gr. 

i       . 

n    *0 

lï 

.     .     • 

.602    , 

.613    ,             8.722    , 

S       . 

»   40 

0 

.     .     . 

,      .531    , 

.787    ,               .951    , 

79.917  gr. 

53.108  gr.         26.839  gr. 

'im. 

(»05 

102 

26.286  gr. 

25.905  gr.          26.313  gr. 

7 =3.04  amp 
7=2.05    „ 
7=1.02    . 


Transport  moyen  par  ampère  en  2  heures  d'une  solution  de: 

80  p.  de  sel  sur  20  p.  de  sel  sur  10  p.  de  sel  sur 

100  d'eau.  100  d'eau.  100  d'eau. 

f  f  f 

9.639  gr.  — 0.028  gr.  14.523  gr.  +  0.248  gr.  26.286  gr.  + 0.118  gr. 
.604  ,  —      63  ,        .370  ,   +   .095  ,    25.905  ,   —   .263  , 


.758  „  +      91 


29.001  gr. 


13.942  , 
42.835  gr. 


.333 


26.313  „   +  .145  „ 
78.504  gr. 


Moyenne      9.667  gr.    Moyenne   14.275  gr. 
±0.67461/^^=+  0.031  gr.  ±    0.117  gr. 

AhcHIVES  VIII. 


Moyenne  26.168  gr. 
±    0.088  gr. 
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372  SUR   LE  TRANSPORT   DES   LIQUIDES 

Ces  nombres  se  rapportant  comme: 

•1000    :    4476    :    2714. 

Sur  130,  120,  110  grammes  des  solutions  il  y  a  respectivement 
30,  20,  10  grammes  de  sel,  ou  —  comme  1.145,  1.102,  1054  sont 
les  poids  spécifiques  de  ces  solutions  —  sur  113.5,  108.9, 104.9  cM'., 
équivalant  à 

26,4  gr.,     18  4  gr.,    9  6  gr. 
sur  100  cM  3. 

Les  inverses  de  ces  nombres  se  rapportent  comme: 
1000    :     1435     :     2750; 
de  sorte  que,  entre  les  limites  des  erreurs  probables, 

l'intensité  dn  transport  de  solutions  de  salfote  de  zinc  est 
1^  en  raison  directe  de  l'intensité  du  courant  qui  les 

transporte; 
2^  en  raison  inyerse  des  poids  de  sulfate  contenu  dans 

l'unité  de  yolume  de  la  solution  transportée. 


Z.N, 

0, 
I. 

sur 

+  6^g. 

5  parties  de  sel 

100  parties  d'eau. 

22  octobre  1902 

7  =  1.02 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

yb.    om- 

Os.      . 

-       9h- 

10m. 

338 

14 

13.27 

=       1.234 

10 

33 

20 

43 

13 

12.80 

.190 

20 

43 

30 

9 

12 

.72 

.183 

30 

9 

40 

12 

13 

.93 

.202 

40 

12 

50 

12 

13 

13.00 

.209 

50 

12 

10 

0 

3 

13 

.20 

.228 

10       0 

3 

10 

11 

13 

12.83 

.193 

10 

11 

20 

21 

13 

.80 

.190 

20 

21 

30 

21 

13 

13.00 

.209 

30 

21 

40 

35 

13 

12.70 

.181 

40 

35 

50 

0 

12 

.74 

.185 

.50 

0 

11 

0 

37 

14 

13.19 

.227 

156  gouttes.  En  2  heures . .  14.431  s[r. 
1.02 


Par  ampère  en  2  heures..  14.148 gr. 
Poids  de  156  gouttes  .  .  .  14.49    gr.  ~ 

„       d'une  goutte  ....     0.093    „ 


PAB  LE  COURANT  ÉLECTRIQUK. 
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22  octobre  1902. 


7=2.05 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

( 

Gtrammes. 

2h.    o»»- 

09- 

_     2h, 

lOm. 

58- 

28 

27.77 

— 

2.610 

10 

5 

20 

7 

28 

.91 

24 

20 

7 

30 

8 

28 

.95 

27 

30 

8 

40 

13 

28 

.77 

10 

40 

13 

50 

18 

28 

.77 

10 

50 

18 

3 

0 

0 

27 

.84, 

17 

3      0 

0 

10 

1 

28 

.95 

27 

10 

1 

20 

7 

28 

.72 

06 

20 

7 

30 

10 

28 

.86 

19 

30 

10 

40 

14 

28 

.81 

14 

40 

14 

50 

13 

28 

28.05 

37 

50 

13 

4 

0 

13 

28                   .00 

335  gouttes.  En  2  heures . 
2.05 

32 

.  31.433  gr. 

Par  ampère  en  2  heures . 

.  15.333  gr. 

Poids  de  335  gouttes .  .  . 

44.49    gr. 

» 

d'une  goutte 

.  .  .  ■ 

0.094    „ 

23  octobre  1902. 


1=3.04 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9h.      Qm. 

09-      — 

9h. 

lOm. 

O»- 

39 

39.00 

— 

3.666 

10 

0 

20 

6 

40 

.60 

.722 

20 

6 

3U 

4 

39 

.13 

.678 

30 

4 

40 

13 

40 

.41 

.705 

40 

13 

50 

4 

38 

38.58 

.627 

50 

4 

10 

0 

7 

39 

.81 

48 

10      0 

7 

10 

5 

39 

39.13 

78 

10 

5 

20 

4 

39 

.07 

73 

20 

4 

30 

8 

40 

.74 

.736 

30 

8 

40 

1 

39 

.46 

09 

40 

1 

50 

1 

40 

40.00 

60 

50 

1 

11 

0 

0 

40 

.07 

67 

472  gouttes.  En  2  heures . 
3.04 

.  44.369  gr, 

Par  ampère  en  2  heures . .  14.595  gr. 


Poids  de  472  gouttes  .  .  .  44.49    gr. 
„      d'une  goutte  ....     0.094    „ 
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II. 

10  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 
24  octobre  1902. 


r  =  i.02 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

( 

Orrammes. 

yh.    o™- 

08-     - 

9h- 

10>n 

618 

7 

6.35 

^z 

0.63.5 

10 

61 

20 

24 

6 

.39 

39 

20 

24 

30 

0 

6 

.25 

25 

30 

0 

40 

27 

7 

.70 

70 

40 

27 

50 

53 

7 

.71 

71 

50 

53 

10 

0 

69 

7 

.82 

82 

10       0 

69 

10 

21 

6 

.52 

52 

10 

21 

20 

84 

7 

.33 

33 

20 

84 

30 

47 

6 

..39 

39 

30 

47 

40 

82 

7 

.61 

61 

40 

82 

50 

17 

6 

.73 

73 

50 

17 

11 

0 

63 

7 

.50 

30 

79  gouttes.  En  2  heures . 
1.02 

.  7.830gr. 

Par  ampère 

en  2  heures. 

.  7.676  gr. 

Poids  de  79  gouttes .  .  .  7.82    gr. 
„       d  une  goutte  .  .  .  0.099    „ 

25  octobre  1902. 


7=2.05 

amp. 

Durée  de  1 

9b.    o°>- 

08- 

10 

39 

20 

29 

30 

16 

40 

45 

50 

45 

10       0 

48 

10 

7 

20 

0 

30 

20 

40 

36 

50 

8 

9h. 


10 


11 


En  10  minutes. 

ent. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Qrammee. 

10"> 

•398- 

14 

13.15 

=      1.315 

20 

29 

13 

.22 

« 

30 

16 

13 

.29 

Î9 

40 

45 

14 

.35 

35 

50 

45 

13 

.00 

00 

0 

48 

13 

12.94 

.294 

10 

7 

12 

.88 

88 

20 

0 

13 

13.15 

.315 

30 

20 

13 

12.60 

.260 

40 

36 

13 

.66 

66 

50 

8 

13 

.59 

59 

0 

30 

13 

.54 

54 

156  gouttes.  En  2  heures. .  15.537  gr. 
Par  ampère  en  2  heures..  7.5 '^P* 


Poids  de  156  gouttes.  .  .  15.»54 
„       d'une  goutte  ....    0.099 


gr. 


PAR  I.E   COURANT  ÉLECTRIQliE. 
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27  octobre  1902 


Z=3  04 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

( 

Grammes. 

9h.    O"- 

08 

—      9h 

10m 

.248- 

21 

20.19 

=: 

2.019 

10 

24 

20 

13 

20 

.37 

37 

20 

13 

30 

10 

20 

.10 

10 

30 

10 

40 

25 

21 

.49 

49 

40 

25 

50 

10 

20 

.51 

51 

50 

10 

10 

0 

4 

20 

.20 

20 

10       0 

4 

10 

25 

21 

.39 

39 

10 

25 

20 

10 

20 

.51 

51 

20 

10 

30 

9 

20 

.03 

03 

30 

9 

40 

25 

21 

.45 

45 

40 

25 

50 

20 

20 

.17 

17 

50 

20 

11 

0 

8 

20 

.41 

uttes.  Ën2heure8. 

3.04 

père  en  2  heures. 

41 

244  go 
Par  am 

.  24.382  gr. 
.    8.020  gr. 

Poids  de  244  gouttes.  .  . 

24.37     gr. 

» 

dune  goutte 

.... 

0.100    „ 

m. 

15  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 
5  novembre  1902. 


J=1.02 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gtouttes. 

Grammes. 

9h.     Om. 

08-      — 

9h- 

ion» 

■388- 

3.76      = 

=       0414 

10 

38 

20 

82 

.73 

10 

20 

82 

30 

24 

.32 

.365 

30 

24 

40 

61 

.77 

.415 

40 

61 

50 

97 

.78 

16 

50 

97 

10 

0 

23 

.42 

.376 

10       0 

23 

10 

25 

.99 

.439 

10 

25 

20 

45 

.87 

26 

20 

45 

30 

40 

4.03 

43 

30 

40 

40 

38 

.01 

41 

40 

38 

50 

41 

3.98 

38 

50 

41 

11 

0 

31 

407 

48 

46  gouttes.  En  2  heures . .    5.031  gr. 
1.02 
Par  ampère  en  2  heures. .    4.932  gr. 


Poids  de  46  gouttes .  .  .  5.07  gr. 
„      d'une  goutte.  ...  0.11    „ 
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6  novembre  4902. 


/  =  2.05 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9h.     0"»- 

Os.     _ 

gh 

10°> 

•318- 

8 

7.61 

rz 

0.913 

10 

31 

20 

65 

8 

.57 

08 

20 

65 

30 

9 

7 

.72 

% 

30 

9 

40 

51 

8 

.48 

.898 

10 

51 

50 

11 

7 

.50 

.900 

50 

11 

10 

0 

31 

8 

.74 

« 

10       0 

31 

10 

35 

8 

.95 

54 

10 

35 

20 

37 

8 

.97 

56 

30 

37 

30 

20 

8 

8.20 

84 

30 

20 

40 

40 

8 

7.74 

29 

40 

40 

50 

45 

8 

.93 

52 

50 

45 

11 

0 

62 

8 

.78 

44 

94  gouttes 

.  En  2  heures. 
2.05 

.1 1.103  gr. 

Par  ampère 

en  2  heures. 

.  5.416gr 

Poids  de  94  gouttes.  .  .  11.30  gr. 
„     d'une  goutte    ...    0.12    „ 


7  novembre  1902. 


1=3.04  amp. 


10 


Durée  de  l'écoulement. 


9h.    0™-    0«- 

10      22 


20 
30 
40 
50 
0 
10 
20 
30 
40 
50 


6 
30 
35 

7 
13 
13 

2 
37 
25 
21 


9h.  lom.  22s- 
20   6 
30  30 
40 
50 


35 

7 


10 


11 


0  13 

10  13 

20  2 

30  37 

40  25 

50  21 

0  21 


Gouttes. 
12 
11 
12 
12 
11 
12 
12 
12 
13 
12 
12 
12 


En  10  minutes. 
Gouttes.        Grammes. 
:      1.158 


11.58 
.30 
.54 
.90 
.54 
.88 

12.00 
.22 
.29 
.25 
.08 
.00 


30 
54 
90 
54 


25 
08 
00 


143  gouttes.  En  2  heures. 
3.04 


14.258  gr. 


Par  ampère  en  2  heures. 

Poids  de  143  gouttes.  .  .  14.27  gr. 
„      d'une  goutte  ....    0.10    „ 


PAR   LE  COURANT   ÉLECTRIQUE.  377 

Transport  moyen  par  ampère  en  2  heures  d'une  solution  de: 

15  p.  de  sel  sur  10  p.  de  sel  sur  5  p.  de  sel  sur 

100  d'eau.  100  d'eau.  100  d'eau. 

Izz  1.02  amp. . .     4.93  gr.  —  0.08  gr.      7.68  gr.  —  0.08  gr.      14.15  gr.  —  0.54  gr. 
7=2.05    „    ...     5.42   „    +0.41  „  .58    „    —  0.18  „        15.33   „  +0.64 

/zz3.04    „    ...     4.69    ,    —0.32,        8.02    „    +0.26  „        14.60    „— 0.09 

15.04  gr.                      23.28  gr.  44.08  gr. 

3  3 3 


» 


Moyenne..     5.01  gr.  Moyenne..     7.76  gr.    Moyenne..  14.69  gr. 
±  0.67451/^^^-  =  ±  0.15  gr.  =  ±  0.09  gr.  =  ±   0.23  gr. 

Ces  nombres  se  rapportent  comme: 

4000     :     1529     :     2932. 

Sur  115,  MO,  105  grammes  des  solutions  il  y  a  respectivement 
15,  10,  5  grammes  de  sel,  ou  —  comme  leurs  poids  spécifiques 
sont  1087,  1.059,  1.030  —  sur  105.8, 103.9, 101.9  cM^.,  équivalant  à 

14.18  gr.     9.62  gr.     4.90  gr. 
sur  100  cM3. 
Les  inverses  de  ces  nombres  se  rapportant  comme: 
1000     :     1474    :     2894; 
de  sorte  que,  entre  les  limites  des  erreurs  probables, 

Pintensité  dn  transport  des  solutions  d'azotate  de  zinc  est: 
W  en  raison  directe  de  Tlntenslté  dn  courant  qui  les 

transporte; 
3^.  en  raison  inverse  des  poids  d'azotate  compris  dans 

Funité  de  Yolume  des  solutions  transportées: 

tandisque 

3^  ce  transport  se  fait  dans  la  direction  opposée  à  celle 
du  courant^  c-à-d.,  de  la  kathode  Ters  Panode. 

Pour  le  transport  par  ampère-heure  d'une  solution  de  sulfate 
de  cuivre,  contenant  10  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau,  nous 
avons  trouvé  plus  haut,  (pag.  217)  12.115  grammes  et  pour  celui 
d'une  solution  analogue  d'azotate  (pag.  234)  I  3 1 5  grammes  ;  main- 
tenant nous  trouvons  que  pour  des  solutions  analogues  de  sulfate 
et  d'azotate  de  zinc  ces  deux  quantités  sont  :  1 3.084  et  3.365  grammes. 

Donc  en  eflfet  la  diflTérence  entre  les  quantités  transportées  est 
elle  du  même  ordre  pour  les  deux  couples  de  sels  ;  mais  tandique 
pour  les  deux  sels  de  cuivre  le  transport  est  de  même  signe,  celui 
des  deux  sels  de  zinc  est  de  signe  contraire. 
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Z„  Cl.  U^  0. 

I. 

2'li  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 
29  décembre  1902. 


7=2.05  arap. 


Durée  de  l'écoulement. 


10 


9h.  0"»-  Qs- 
10  19 
20 
30 
40 
50 
0 
10 
20 
30 
40 
50 


12 
12 
22 

9 
26 

5 
18 
10 
10 
14 


9h.    lOm.  198. 
20      12 
30      12 
40     22 
50 


10 


9 

0  26 

10  5 

20  18 

30  10 

40  10 

50  14 

11       0  23 


En  10  minutes. 

Gouttes.  Gouttes.  Grammes. 

24  23.42      =      îm 

23  .27  60 

23  .00  30 

23  22.62  .488 

22  .49  74 

23  .27  50 

21  21.77  .395 

22  .53  68 
21  .28  41 
21  .00  10 
21  20.86  .395 
21  .69  76 

265  gouttes. 


Poids  de  265  gouttes.  .  .  24.H     gr. 
„      dune  goutte.  ...    0.110    „ 

29  décembre  1909. 


=  3.04 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.       Gtouttes. 

Grammes. 

2h-     0™- 

09- 

—      2h 

lOn. 

9"' 

38 

37.44 

=      3.931 

10 

9 

20 

10 

37 

36.94 

.879 

20 

10 

30 

9 

36 

.06 

.786 

30 

9 

40 

6 

35 

35.18 

.694 

40 

6 

50 

0 

34 

34.34 

06 

50 

0 

3 

0 

9 

34 

33.50 

.518 

3       0 

9 

10 

4 

32. 

32.24 

.385 

10 

4 

20 

10 

32 

31.68 

36 

20 

10 

30 

9 

31 

.05 

.260 

30 

9 

40 

14 

31 

30.74 

28 

40 

14 

50 

5 

30 

.46 

.198 

50 

5 

4      0       3 
Poids  de  400  goutte 

30 

.10 

61 

400 

gouttes. 

S.   .    . 

42.14    gr. 

W 

d'une  goutte. 

•      •     • 

0105    „ 
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30  décembre  1902. 


7=4.00 

amp 

Ea  10  minutes. 

Dorée  de  l'écoulement. 

Gouttes.       Gktutte.». 

Orammes. 

9h.    0"»- 

0«- 

—     9h 

■    10>n 

•      88- 

51 

50.33 

=       5.285 

10 

8 

20 

10 

50 

49.83 

32 

20 

10 

30 

7 

49 

.25 

.171 

30 

7 

40 

11 

49 

48.68 

11 

40 

11 

50 

8 

48 

.24 

.065 

50 

8 

10 

0 

13 

48 

47.85 

24 

10       0 

13 

10 

11 

47 

.16 

4.952 

10 

11 

20 

0 

46 

46.86 

20 

30 

0 

30 

3 

46 

45.77 

.806 

30 

3 

40 

10 

46 

.47 

.774 

40 

10 

50 

11 

45 

44.93 

28 

50 

11 

11       0       3 
Poids  de  569  gouttei 

44 

.60 

.683 

569 

gouttes. 

'.  .  . 

59  64    gr. 

n 

d'une  goutte. 

.  .  . 

0.105    „ 

IL 


5  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 
2  janvier  1903. 


J=2.05 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.       Gouttes. 

Grammes. 

9h.     Qm. 

08- 

-     91» 

•   lO"» 

38 

12 

11.93      = 

=       1.312 

10 

3 

20 

46 

13 

12.03 

23 

20 

46 

30 

44 

12 

.04 

24 

30 

44 

40 

2 

11 

11.83 

01 

40 

2 

50 

9 

12 

.86 

04 

50 

9 

10 

0 

21 

12 

.76 

.294 

10       0 

21 

10 

29 

12 

.84 

.302 

10 

29 

20 

40 

12 

.78 

.296 

20 

40 

30 

48 

12 

.84 

.302 

30 

48 

40 

7 

11 

.81 

.299 

40 

7 

60 

14 

12 

.86 

.305 

50 

14 

11 

0 

25 

12 

.78 

.296 

143  gouttes 

Poids  de  143  gouttes   .  . 

14  42    gr. 

19 

d'une  goût 

te    .  .  . 

0.110    „ 

Archives  viii. 
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/  =  3.04  amp. 


2  janvier  1903. 


Durée  de  l'écoulement. 


2h.  Qm.     Os- 
lo 19 
20 
30 


9 
0 


40  21 

50  24 


0 
10 

20 


8 
2 
5 


30  21 
40  13 
50  20 


211.  lOm.  198. 

20  9 

30  0 

40  21 

50  24 

3  0  8 
10  2 
20  5 
30  21 
40  13 
50  20 

4  0  39 


(Gouttes. 
19 
18 
18 
19 
18 
17 
17 
17 
17 
16 
16 
16 


En  10  minutes. 

Gouttes.       Grammes. 

18.42      =     1.934 

.31  23 

.27  18 

.36  28 

17.91  .881 
.47  34 
.17                03 

16.92  .777 
.56  39 
.82                03 

15.82  .661 

.51  29 


Poids  de  2( 

206  gou 

ttes. 
21.83    gr. 

)8  gouttes .... 

» 

d'une  goutte  . 
3  janvier 

1903. 

0.105   „ 

r  =  4.00  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gtouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9h.    o«n 

.    08- 

— 

9h.  10m 

38. 

25 

24.88     : 

=    1612 

10 

3 

20 

.9 

25 

.75 

.S99 

20 

9 

30 

0 

24 

.37 

59 

30 

0 

40 

21 

25 

.15 

36 

40 

21 

50 

23 

24 

23.92 

12 

50 

23 

10      0 

23 

23 

.00 

.415 

10      0 

23 

10 

8 

22 

22.56 

.369 

10 

8 

20 

1 

21 

21.25 

iSl 

20 

1 

30 

4 

21 

20.90 

.195 

30 

4 

40 

15 

21 

.62 

65 

40 

15 

50 

28 

21 

.55 

58 

50 

28 

11      0 

19 

20 

.30 

ttes. 

32 

272  gou 

Poids  de  272  gouttes.  .  .    28.56    gr. 
„      d'une  goutte  ....      0.105    „ 
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III 

7'/i  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


5  janvier 

1903. 

7=2.05  amp. 

Ea  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9h.     Om. 

Os-     — 

9i> 

.10m 

.278. 

8 

7.66 

=     0.866 

10 

27 

20 

45 

8 

.55 

53 

30 

45 

30 

41 

8 

8.05 

.910 

30 

41 

40 

27 

8 

.19 

25 

40 

27 

50 

5 

8 

.34 

42 

50 

5 

10 

0 

59 

9 

.26 

33 

10      0 

59 

10 

35 

8 

.33 

41 

10 

35 

20 

22 

8 

.05 

10 

30 

22 

30 

79 

9 

.22 

29 

30 

79 

40 

68 

8 

.15 

21 

40 

68 

50 

49 

8 

.24 

31 

50 

49 

0 

46 

8 

.03 

07 

98  gouttes. 

Poids  de  98  gouttes.  .  .    11.06    gr. 
„      d'une  goutte  ...      0.113    „ 


6 

janvier 

1903. 

/  =  3.04  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement 

Gouttes 

Gouttes. 

Grammes 

2h.    oi» 

.       08. 

— 

2h. 

lO" 

99- 

12 

11.45 

=      1.282 

10 

9 

20 

25 

11 

.07 

40 

20 

25 

30 

36 

11 

10.77 

06 

30 

36 

40 

56 

11 

.68 

.196 

40 

56 

50 

47 

10 

.35 

59 

50 

47 

3 

0 

30 

10 

.29 

52 

3       0 

30 

10 

17 

10 

.22 

45 

10 

17 

20 

5 

10 

.20 

42 

20 

5 

30 

48 

11 

.26 

49 

30 

48 

40 

46 

10 

.03 

23 

40 

46 

50 

51 

10 

9.92 

11 

50 

51 

4 

0 

61 

10 

.84 

02 

126  gouttes. 

Poids  de  126  gouttes 

.  .  . 

14.07    gr. 

» 

d 

'une 

goutte  . 

.  .  . 

0.112   „ 
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e 

>  janvier 

1903. 

7  =  4.00  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes 

tjh.    0°»- 

08. 

—        9h 

10m. 

Os- 

16 

16.00 

=     1.79Î 

10 

0 

20 

3 

16 

15.92 

83 

20 

3 

30 

9 

16 

.84 

74 

30 

9 

40 

19 

16 

.74 

63 

40 

19 

50 

34 

16 

.61 

48 

50 

34 

10 

0 

18 

15 

.41 

26 

10       0 

18 

10 

14 

15 

.10 

.691 

10 

14 

20 

21 

15 

14.86 

64 

20 

21 

30 

35 

15 

.66 

42 

30 

35 

40 

24 

14 

.51 

25 

40 

24 

50 

4 

14 

.47 

21 

50 

4 

11      0     30 
Poids  de  183  goutte 

15 

.38 

ittes. 

20.50    gr. 

15 

183  goi 

18.    .    . 

„      d'une  goutte 

•       .       •       • 

0.112    „ 

On   voit,  en  comparant  ces  séries  d'expériences,  qull  y  a  entre 
elles  quelques-unes  qui  se  comportent  comme  celles  qui  ont  rap- 
port aux  solutions  de  sulfate  et  d'azotate  de  cuivre  et  d'autres, 
qui  se  comportent  comme  celles  qui  ont  rapport  aux  solutions 
de  sulfate  et  d'azotate  de  zinc.    Tandisque  entre  les  résultats  des 
observations  individuelles  qui  constituent  celles-ci  (5  parties  de 
sel  et  7V«  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau;  1  =  2.05  amp)  les 
diflBêrences  sont  du  genre  de  celles  qui  résultatent  des  erreurs  pro- 
bables, on  observe  entre  les  résultats  des  observations  qui  consti- 
tuent  celles-là   une  diminution  uniformément  croissante,  qui  doit 
être   attribuée   à   une  cause  constante,  le  déplacement  des  ions. 
Comme  dans  le  cas,   où  le   transport  se  fait  dans  une  direction 
opposée   à  celle  du  courant,  l'anode  se  trouve  au-dedans  du  vase 
poreux,  la  densité  de  la  solution,  que  celui-ci  contient,  surpassera 
de  plus  en   plus  celle   de   la  solution  qui  l'entoure,  le  transport 
par  la   pression  hydrostatique,  qui  dans  le  cas  des  sels  de  cuivre 
s  ajoutait  au  transport  par   le  courant,  contrariera   ce   transport 
dans  le  cas  actuel.    Il  en   suit,  q'on  aura  à  appliquer  aux  résul- 
tats directs  des  observations  les  corrections  formulées  dans  une 
note   précédente  i),    mais   qu'il    faudra    les  appliquer  avec  signe 


>)  Archives  du  Musée  Teyier,  Série  II,  Vol.  VIII,  p.  p.  99  et  105. 
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contraire,  c.-à-d.  qu'au  lieu  de  les  retrancher  il  faudra  les  ajouter 
à  ces  résultats. 

Que  cette  supposition  est  conforme  aux  faits,  cela  paraît  aussi 
quand,  après  les  expériences,  on  compare  les  densités  des  solutions 
intérieure  et  extérieure  entre  elles  et  à  la  densité  originale.  Ainsi, 
par  exemple,  nous  avons  trouvé: 

2Vî  p.  de  sel  sur  100  p.  d'eau,  /=i3.04  amp., 

poids  spéc.  original  :  1.021, 

„        „    intérieur  :  1.052, 

„        „    extérieur  :  1.010; 

5  p.  de  sel  sur  100  p.  d*eau,  /=i3.04  amp., 

poids  spéc.  original  :  1.042, 
„  „  Intérieur  :  1.077, 
»        „    extérieur  :  1.031; 

6  p.  de  sel  sur  100  p.  d'»au,  7=4.00  amp., 

poids  spéc  original  :  1.042, 
„  „  intérieur  :  1.075, 
„        „    extérieur  :  1.026; 

7Vi  p.  de  sel  sur  100  p.  d'eau,  /=4.00  amp, 

poids  spéc.  original   :  1.062, 

„        „    intérieur  :  1.082, 

„        „    extérieur  :  1048 

Donc  il  suivrait  de  ces  recherches  que  l'expérience  plus  haut 
(page  364)  citée  de  M.  d'ALMKiDA  et  que  nous  avons  trouvée 
conforme  à  ce  que  nous  apprend  le  transport  des  solutions  de 
sulfate  de  zinc,  serait  en  opposition  avec  la  manière  dont  les 
solutions  du  chlorure  sont  transportées.  Pourtant  il  ne  faut  pas 
perdre  de  vue  que  cette  opposition  est  loin  d'être  générale, 
qu'elle  n'existe  pas  si  le  transport  de  solutions  assez  concen- 
trées (5  et  TVs  parties  de  sel  sur  100  p.  d'eau)  se  fait  par 
un  courant  d'une  intensité  assez  faible  (2.05  amp.)  et  que  M. 
d'ALMEiDA  opérait  avec  des  courants  d'une  intensité  plus  faible 
encore. 

Corrections  selon  les  formules: 


V       n^      ^  g  —  P 

n—y.  -j-   et  ^=^.3;^ 


(p.  p.  99  et  105). 
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1. 


I  — ( 

[2.576:425] 

.           1 

'•     2 

2 

(      60          ] 

i        4 
>--2- 

3      ( 

[      30          ] 

>•     2 

4 

(   .488 

^-     2 

5      1 

[      74          ] 

'•     2 

6 

(      50          ] 

.       96 
^-     2 

7      ( 

[   .395 

^-     2 

8      < 

[      68          ] 

.      64 
>--2- 

^      1 

'      41          ] 

k       81 
'•     2 

10 

(      10         ] 

.      100 
^-     2 

11      1 

[   .295          ] 

.      121 
^-     2 

12      1 

:      76 

.      144 
'•     2 

2.576  —  2.276 
-l-  =  0.997  X  0.028  gr.  =  0.028  gr. 


1.988 
2.973 
3.953 
4.927 
5.896 
6.862 
7.820 
8.777 
9.727 
10.688 
11.631 


56 

84 

.111 


94 
.221 

48 

74 
.301 

27 


a;  = 


3  931  -  3.161 
ï  1.464  — 0.995 


gr.=  0.074  gr 


1— ( 

[  3.931  :  425 

i     1 

=  0.995 

2 

(   .879 

''     2 

1.982 

3      { 

[   .786          ] 

,       9 
'•     2 

2.960 

4      ( 

.694          ] 

1       16 

3.930 

5      1 

[   .606          ] 

.       26 
'•2 

4.894 

6      ( 

[   .518          ] 

1       ^ 
'•     2 

5851 

7      { 

.385          ) 

1       49 
••     2 

6.805 

8      ( 

.326          ] 

61 

•  "2" 

7.750 

0      1 

.260          ] 

81 
•     2 

8.689 

10      { 

.228          ] 

.      100 

9.620 

11       ( 

.198         ] 

121 
•-2 

10.545 

12      ( 

,   .161          ] 

,    lu 

'•     2 

11.464 

0.995  X  0.074  gr.  =  0.074  gr. 

.147  , 

.219  , 

91   , 


.433 
.501 

74 
.613 
.712 

80 
.848 
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5.285-4.683  ^_. 

1  —  (  5.285  :  425  ) .  4-  =  0-99*  X  0.059  gr.  =  0.059  gr. 

2  (      32  ).-4-        1.976  .116  „ 

3  (   .171  ).-§-        2.945  74  „ 

4  (      11  ).-^        3.904  .230  „ 

5  (   .065          ).-f-        4.851                                86  , 
24          ).-^        5.782                             .341  , 

4.952  ).-f-        6.725  96  „ 


7 

8 

9 

10 

11 

12 


20         ).-^  7.630  .450  , 

.806          ).-|-  8.542  .504  „ 

.774         ).-^  9.438  57  „ 

28         ).^  10.327  .609  „ 

).^  11.207  61  „ 


II. 


1.934-1.629  _„„ 

ïr724- 1.000  S^-=  ^-^29  gr. 


1  —  1 

(1.934:4 

25). 4- 

2      1 

[      23 

V        4 

)•     2 

3      ( 

[      18 

)•     2 

4 

(      28 

\  16 
)•     2 

5      1 

[   .881 

\  SB 
'•-3- 

6      < 

[      34 

\     as 

7      ( 

[      03 

\     *9 

8      1 

[   .777 

^  2 

9      1 

39 

\  81 
>•     2 

10      ( 

03 

»      100 

11      1 

,   .661 

V    121 

12      ( 

[      29 

)•    2 

î-  —  1.000  X  0.029  gr.  =  0.029  gr. 

1.991  57  „ 

2.980  85  „ 

3.964  .113  „ 

4946  41  „ 

5.922  69  „ 

6.896  97  „ 

7.861  .224  „ 

8.834  51  , 

9.800  79  „ 

10.763  .307  „ 

11.724  34  , 
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X  = 


2.612  -  2.132 


11639^0^97  ^-^-^S^ 


1  — 

(2.613:425) 

3 

(   .599          ) 

3      1 

[      59         ) 

4 

(      36         ) 

5      { 

[      12          ) 

6      < 

[   .415          ) 

7      < 

[   .369          ) 

8      1 

.231          ) 

d     1 

.195          ) 

10      1 

[      65          ) 

11 

[      ^         ) 

12 

[      32          ) 

î-  =  0,997  X  0.045  gr.  =  0.045  gr. 


•  2 
9 
2 
16 
2 

2 
J6_ 
2 
49 
2 

64^ 
2 
81 
8 

100 
"5" 
121 
~2~ 
144 

"2" 


1.988 
2.978 
3.952 
4.926 
5.898 
6.863 
7832 
8.791 
9.744 
10.694 
11.639 


.134 

78 


.310  , 

53  , 

%  , 

.439  , 

82  , 

.525  , 


III. 


.   1.282-1.102   ___ooi7« 
''-11.813- 0.999^--""^^^ 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


1.282  :  425 

40 

06 
.196 

37 

52 

45 

42 

49 

23 

11 

02 


■4 
_4_ 

2 
9 
2 
16 


-i-  =  0.999  X  0.017  gr. 

1.994 

2.987 

3.978 

4.967 

5.951 

6.934 

7.914 

8889 

9.868 
10.842 
11.813 


26 
2 
86 

-r 

49 
"2 

64 
~2~ 

81 

"S" 

100 
"T 

121 
"T" 

144 

2 


0.017  gr. 
33  , 
50  , 


99  , 

.116  , 

32  , 

48  , 

65  , 

81  , 

97  , 
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3. 


X  — 


1.792  -1.615 


11.726 -0  99sS"^=^"l^S^- 


1  — 

(1.792:42.5 

V           1 

'•     2 

=  0.998 

2 

(      83 

V         4 
'•     2 

1.99-2 

3 

(      74 

'•  "2 

2.981 

4 

(      63 

3.967 

5 

[      48 

\      25 
'•     2 

4.951 

6      1 

(      26         ] 

.       86 
'•     2' 

5.927 

7      ( 

(   .691          ] 

'•     2 

6.903 

8      1 

[      64 

k      B4 

7.875 

9      ( 

42          ) 

81 
•-2- 

8.844 

10      1 

25          ) 

100 
•"2" 

9.809 

11      ( 

21          ) 

121 
'     2 

10.769 

12      { 

15         ) 

144 
•-2- 

11.726 

33 
49 
66 
82 
98 
.114 
30 
46 
62 
78 
94 


Conclusion. 

I. 

2Vi  parties  de  sel  sur  100  paiiiea  d'ttau. 

1=2.05  amp. 


Transport  observé. 

Corrections.                Transport  réel. 

2.576 

gr. 

0.028 

gr.                        2.604 

gr- 

60 

tt 

56 

16 

n 

30 

n 

84 

14 

n 

.488 

w 

.111 

.599 

w 

74 

» 

39 

•613 

^ 

50 

» 

66 

16 

w 

.395 

n 

94 

.589 

V 

68 

i> 

.221 

89 

Jt 

41 

i> 

48 

89 

n 

10 

w 

74 

84 

n 

.295 

*> 

.301 

96 

n 

76 

n 

27 
Transpt 

.603 

» 

.  en  2  lieures:  31.212 

grammes 

2.05 
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Transpt.  par  amp.  en  2  heures:  15.215  grammes. 
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7  =  3.04  amp. 

Transport  observé. 

Gurrections. 

Transport  reSl. 

3.931  gr. 

0.074  gr. 

4.005  gr. 

.879    „ 

.147   , 

26  , 

.786   „ 

.219   , 

05  , 

.694   , 

91    „ 

3.985  , 

.606   „ 

.362   , 

68  , 

..518   „ 

.433   „ 

51   , 

.385   „ 

.501    „ 

86  . 

.326   „ 

74   „ 

.900  , 

.260   „ 

.643  , 

03  , 

.228   „ 

.712   „ 

30  , 

.198   , 

80   „ 

78  , 

.161    „ 

Transpt.  en 

4.009  , 

2  heures:  47.546  grammes. 

3.04 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:  15.647  grammes. 


7  =  4.00  amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transport  réel. 

5.285  gr. 

0.059  gr. 

5.344  gr. 

32   „ 

.116   „ 

48   , 

.171    , 

74   , 

45  , 

11      n 

.230   „ 

41    , 

.065   „ 

86   „ 

51    , 

24   , 

.341    „ 

65  , 

4.952   „ 

96   „ 

48  , 

20   „ 

.450   , 

70  , 

.806   „ 

.504   „ 

10   , 

.774   , 

57    , 

31    , 

28   „ 

.609   , 

37   , 

.683   „ 

61    , 
Transpt.  en 

2  heures: 

44   , 

64.134  grammes. 

4.00 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:  16.036  grammes. 
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II. 

5  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 

1  =  2.05  amp. 

Transport  observé,  qui  dans  ce  cas,  est 
eu  mdme  temps  le  transport  réel  par  le  courant. 
1.312  gr. 

23  „ 

24  , 
01  , 
04    „ 

.294  , 

.302  „ 

.296  „ 

.302  „ 

.299  , 

.305  „ 

Transpt  en  2  heures:  15.658  grammes. 

2.05  

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:    7.638  grammes. 


1=304 

amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transpoi-t  reél 

1.934 

gr. 

0.029 

gr. 

1.963  gr. 

23 

» 

57 

1» 

70   , 

18 

» 

85 

» 

2.003   „ 

28 

n 

.113 

» 

41    „ 

.881 

w 

41 

n 

22   , 

34 

n 

69 

I» 

03   „ 

03 

w 

97 

n 

00   „ 

.777 

n 

.224 

n 

01    „ 

39 

n 

51 

n 

1.990   „ 

03 

n 

79 

» 

8à   „ 

.661 

» 

.307 

» 

68   „ 

29 

it 

34 

1» 

63   „ 

Transpt.  en  2  heures:  23.806  grammes. 
3.04  - 
Transpt  par  amp.  en  2  heures:    7.830  grammes. 
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Transport  observé. 

2.612  gr. 

.599  , 

59  „ 

36  , 

12  , 

.415  „ 

.369  „ 

.231  , 

.195  „ 

.165  „ 

.158  , 

.132  „ 


7  =  400  amp. 

CiorrectIoDS. 

Transport  reôL 

0.045  gr. 

2.657  gr. 

90   , 

89  , 

.134   „ 

93  , 

78   , 

.714  , 

.222    „ 

34  „ 

66   , 

.681   , 

.310   , 

79  , 

53    „ 

.584  , 

96    , 

91   , 

.439    , 

.604  , 

82   „ 

40  , 

.525   , 

57   , 

Transpt.  en 

2  heures:  31.923  gnunmes. 

4.00  - 

Traoapt.  par  amp.  en  2  heures:    7.981  grammes. 

III 

7Vi  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 

7  =  2.05  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas,  est 
en  même  temps  le  transport  reél  par  le  courant 

0.866  gr. 

50  „ 

.910  , 

25  , 

42  „ 

33  , 

41  n 

10  , 

59  „ 

21  , 

31  , 

07  , 


Transpt  en  2  heures:  10.968  grammes. 

2.05 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:    5.350  grammes. 
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1=3.04 

amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transport  reôl 

1.282  gr. 

0.017 

gr. 

1.299  gr. 

40  „ 

33 

« 

73   „ 

06   „ 

50 

» 

56   , 

.196   , 

66 

n 

62   „ 

59   , 

83 

» 

42   , 

52   „ 

99 

f» 

51     r, 

45   , 

.116 

n 

61    , 

42   , 

32 

t» 

74   , 

49   „ 

48 

» 

97    , 

23   „ 

65 

t» 

88   , 

11    « 

81 

1» 

92    „ 

02   , 

97 

n 

99    „ 

Transpt.  en  2  heures:  15.294  grammes. 

3.04 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:    5.071  grammes. 


1=4.00 

amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transport  reSl. 

1.792 

gr. 

0.017 

gr. 

1.809  gr. 

83 

» 

33 

1» 

16   , 

74 

n 

49 

n 

23   , 

63 

t» 

66 

n 

29   , 

48 

1» 

82 

n 

30   „ 

26 

n 

98 

II 

24   „ 

.691 

n 

.114 

» 

05   , 

64 

V 

30 

» 

.794   , 

42 

1» 

46 

n 

88   , 

25 

ï» 

62 

» 

87    , 

21 

w 

78 

» 

99   „ 

15 

» 

94   , 
Transport  en  2 

.809   „ 

heures:  21.713  grammes 

4.00 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  5.428  grammes. 

Transport  moyen  par  ampère  en  2  heures  d'une  solution  de: 

7Vi  p.  de  sel  sur            5  p.  de  sel  sur  2Vi  p.  de  sel  sur 

100  p.  d'eau.  100  p.  d'eau. 

7.638  gr.  15.230  gr. 

.830  ,  .647  « 

.981  „  16.036  „ 


100  p.  d'eau. 

1=2.05  amp. 

5.350  gr. 

/=3.04    , 

.071  , 

7=4.00    . 

.428  „ 

15.849  gr. 


23.449  gr. 


±0.6746 


Moyenne:  5.283 gr. 
|/"|f=±  0.074  gr. 


3 


46.913  gr. 


Moyenne:  7.816 gr.    Moyenne:  l.').638gr. 
±    0.067  gr.  ±    0.157  gr. 
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Ces  nombres  sont  entre  eux  comme: 

4000  1479  2960  . 

Sur  107.5,  105,  102.5  grammes  des  trois  solutions  il  y  a  respec- 
tivement 7.5,  5.0,  2.5  grammes  de  sel,  ou  —  leurs  poids  spécifi- 
ques étant  1.062,  1.042,  1.021  —  sur  101.2,  100.8,  100.4  c.M'., 
équivalent  à  7.41,  4.96,  2.49  grammes  de  sel  sur  100  c.M*. 

Les  inverses  de  ces  nombres  étant  entre  eux  comme: 

1000      :      1495  2978 

il  paraît  que,  entre  les  limites  des  erreurs  probables,  le  transport 

des  solntions  de  chlorare  de  zinc  est 

r  directement  proportionel  à  l'int<nsité  da  courant 
qui  les  transporte  et 

T  en  proportion  inTcrse  aux  poids  de  clilonire  com- 
pris dans  Pnnité  de  Tolnme  des  solutions  trans- 
portées. 

Le  transport  de  ces  solntions  se  fait  dans  la 
direction  opposée  à  celle  dn  courant,  c-à-d.  de  la 
kathode  yers  l'anode. 


Il  suit  de  nos  recherches  que,  du  moins  quant  aux  cinq 
sur  lesquels  elles  s'étendent,  le  nombre  de  grammes  d'une  solution 
contenant  D  grammes  de  sel  sur  100  c.M^.,  qui  est  transporté 
en  une  heure  par  un  courant  d'une  intensité  J,  est  donné  par 
l'équation 

où  t  est  le  nombre  de  grammes  d'une  solution  contenant  1  gramme 
sur  100  c.M^.,  qui  est  transporté  en  une  heure  par  un  courant 
d'un  ampère. 

Donc,  ce  qui  sous  ce  rapport  caractérise  chaque  sel  en  parti- 
culier est  compris  dans  la  valeur  de  i,  pour  lui  constante;  et 
nous  possédons  dans  les  neuf  valeurs  de  «,  déterminées  plus  haut, 
autant  de  données  pour  calculer  ces  constantes. 

Nous  trouvons  alors: 
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pour  les  solutions  de  sulfate  de  cuivre 
„    nitrate    „ 


„  sulfate  „  zinc. 
„  nitrate  „  „  . 
„  chlorure  „       „    . 


<=120.2gr.±0.8gr. 
t=    11.9  „    ±0.2  „ 
«=128.2  „   ±0.7  „ 
t=   36.3  „    ±0.4  „ 
i=   19.5  „   ±0.1  „ 


Nous  espérons  examiner  plus  tard  de  plus  près  la  signification 
de  ces  valeurs  f;  auparavant  nous  tâcherons  de  les  déterminer 
pour  quelques  autres  sels  et  aussi  de  décider  la  controverse  qui 
existe  pour  les  solutions  de  chromate  de  potasse  et  que  nous  avons 
mentionnée  plus  haut  (pag.  364). 


Haablem,  février  1908. 
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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  l'Institut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et'  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  rinstitut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEK 
HAABLEM,  janvier  1881. 
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SUR  LES  RELATIONS 
ENTRE  LES  DIAGONALES  DES  PARALLÉLOTOPES 

PAR 

P.    H.   SCHOUTE. 


1.    Qu'est-ce  que  c^est  qu'un  parallélotope? 

Dans  le  plan  deux  couples  de  droites  parallèles  comprennent 
entre  eux  une  partie  du  plan,  une  aire  limitée  par  deux  couples 
de  segments  de  droites  équipoUents,  Taire  du  parallélogram/ïïie. 
Dans  l'espace  trois  couples  de  plans  parallèles  comprennent  entre 
eux  une  partie  de  l'espace,  un  volume  limité  par  trois  couples 
de  parallélogrammes  équipoUents,  le  volume  du  parallélopipède. 
En  continuant  cet  ordre  d'idées  on  donne  à  la  partie  d'un  espace 
quadridimensional  E^  incluse  par  quatre  couples  d'espaces  tridi- 
mensionaux  parallèles,  volume  quadridimensional  limité  par  quatre 
couples  de  parallélipipèdes  équipoUents,  le  nom  de  parallélotope 
quctâridiraensional.  Et  en  continuant  de  la  même  manière  on 
désigne  comme  parallélotope  n-dimensional  la  partie  de  l'espace 
En  incluse  par  n  couples  d'espaces  JKn-i  parallèles,  limitée  par 
n couples  de  parallélotopes  n — 1-dimensionaux  parallèles;  nous 
le  représentons  par  le  symbole  P^. 

Par  chaque  sommet  S  de  P„  il  passe  un  des  deux  espaces  -R„_i 
des  n  couples,  et  les  n  espaces  Rn-i  par  S  se  coupent  n — 1  à  n — 1 
suivant  n  arêtes  passant  par  ce  point.  On  voit  tout  de  suite  que 
P„  est  déterminé,  aussitôt  qu'on  connaît  les  longueurs  de  ces 
arêtes  SA^^  ^^2>  •  •  •  •  ^^n  ©t  les  angles  qu'elles  forment  l'une 
avec  Tautre.  En  d'autres  termes,  Pn  est  déterminé,  quand  on 
connaît  la  figure  dont  les  n  •+•  1  points  5^, -4 j, -4 j,  ....  ^n  et  les 
droites,  les  plans,  les  espaces,  etc.  qui  les  unissent  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  quatre  à  quatre,  etc.  forment  les  sommets,  les  arêtes. 
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les  faces,  les  espaces  limitants,  etc.  Ainsi  le  ru/mbre  des  constantes 
dont  dépend  P»,  terme  n-ième  de  la  série  indéfinie  „ segment  de 
droite",  „ parallélogramme",  „parallélipipède",  etc.,  équivaut  au 
nombre  des  constantes  dont  dépend  le  simplexe  8{n  -^  1),  terme 
7i-ième  de  la  série  également  indéfinie  „segment  de  droite",  ^triangle", 
^tétraèdre",  etc.   On  en   déduit  que  le  nombre  des  constantes  de 

Pn  est  I  71  (n  -h  1). 

2.  En  faisant  parcourir  à  tout  point  d'un  parallélotope  P,  de 
l'espace  Eq  des  segments  de  droites  équipoUents  dans  une  direc- 
tion nouvelle,  obtenue  en  joignant  un  point  de  Eq,  p.  e.  le  sommet 
S  de  Pg,  à  un  point  quelconque  T  hors  de  Eq^  on  engendre  un 
parallélotope  Pq^i  de  l'espace  Eq^i  déterminé  par  Eq  et  le  point  T. 
Dans  cette  génération  chaque  élément  limitant  P^  de  Pq  engendre 
un  élément  limitant  P^+i  de  Pg+i  et  se  présente  lui-même  en  deux 
positions  différentes,  la  position  originale  et  la  position  finale. 
Donc,  si  Ur^q  représente  le  nombre  des  parallélotopes  limitants 
Pr  de  Pq,  on  a  la  relation  récurrente 

nr,gH.i  =  nr-i,g-4-2nr,g, 

ce  qui  fait  trouver  que  le  nombre  rir^q  est  représenté  par(g)r2^"', 
{q)r  désignant  comme  d'ordinaire  le  r-ième  coeflficient  binomial 
de  la  puissance  q. 

En  remplaçant  les  n  espaces  limitants  jK,i_i  passant  par  un 
sommet  S  de  Pn  par  les  autres  n  espaces  limitants  Rn-i  on  trouve 
de  nouveau  n  espaces  jK,i_i  passant  par  un  sommet,  le  sommet 
opposé  S'  de  S.  Ainsi  les  2**  sommets  forment  2*-^  couples  de 
sommets  opposés.  Seulement  les  2""^  droites  joignant  deux  sommets 
opposés  sont  des  diagonales  de  Pn  qui  en  traversent  le  volume 
TZrdimensional  et  ne  se  trouvent  donc  pas  dans  un  des  27i  espace 
limitants  12n-i-  On  voit  sans  peine  que  ces  diagonales  passent  par 
un  même  point.  En  effet,  les  points  qui  se  trouvent  à  distance 
égale  des  deux  espaces  Rn^i  d'im  couple  d'espaces  Rn^i  limitants, 
sont  situés  dans  un  espace  Rn-i  parallèle;  donc  le  point  d'inter- 
section des  n  espaces  jRn-i  bisecteurs  des  n  couples  d'espaces  22»-i 
parallèles  est  le  point  milieu  commun  de  toutes  les  diagonales, 
le  centre  du  parallélotope. 

Ici  nous  entendrons  sous  ^diagonale"  d'un  Pn  exclusivement 
les  droites  par  le  centre  joignant  deux  sommets  opposés. 

Dans  cette  petite  étude  nous  nous  proposons  d'aborder  la  ques- 
tion des  relations  de  dépendance  entre   les  2**"^  diagonales  d'un 
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Pn.  Pour  71  >  4  le  nombre  des  diagonales  surpasse  celui  des  con- 
stantes; donc  ces  relations  eooistent  Seulement  pour  connaître 
d'avance  le  nombre  des  relations  indépendantes  entre  elles,  il 
nous  faut  développer  d'abord  un  théorème  général  dont  les  cas 
particuliers  les  plus  simples  sont  assez  connus. 
3.  Pour  le  parallélogramme  et  le  parallélipipède  on  a  le  théorème  : 
„La  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des 
caiTés  des  arêtes". 

Ce  théorème  est  de  rigueur  pour  tous  les  P^.  Nous  le  prou- 
vons à  l'aide  de  la  propriété  connue 
de  la  médiane  d'un  triangle,  toutefois 
en  appliquant  la  conclusion  de  g  à 
q  +  1.  Soit  8  S'  (Fig.  1)  une  diagonale 
d'un  des  parallélotopes  limitants  Pg  à 
centre  M  d'un  parallélotope  Pg+i  à 
centre  0;  soient  a,,  a 2, ...  a  les  lon- 
gueurs des  q  groupes  de  2«"^  arêtes  ^^'  ' 
égales  de  Pg  et  ag^i  =  2  OM  l'arête  nouvelle  de  Pg^i,  Alors  on  a 

donc,  en  prenant   la  somme  par  rapport  à  toutes  les  diagonales 
SS'  de  Pg,  on  trouve 

où  £d^    et    ^  d^  désignent  les  sommes  des  carrés  des  diagonales 
de  Pg  et  de  Pg^i.  Donc  la  supposition 

que  le  théorème  s'applique  à  Pg,  amène  la  relation 


^^^d^=2«(a:  +  a^  +  ...      +<^,) 


qui  exprime  qu'il  s'applique  tout  de  même  à  Pg+i.  Comme  il  vaut 
pour  le  parallélipipède,  il  vaut  pour  le  parallélotope  quadridimen- 
sional,  etc. 

4.    On  a  encore  le  théorème  général  suivant: 

„Quand  on  connaît  les  longueurs  des  arêtes  et  des  diagonales 
d'un  parallélotope,  cette  figure  est  déterminée  d'une  manière 
univoque." 

56* 
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En  effet,  on  démontre  tout  de  suite  que  la  connaissance  des 
arêtes  et  des  diagonales  équivaut  à  la  connaissance  de  toutes  les 
droites  de  jonction  des  2*  sommets  entre  eux.  Ainsi,  en  appliquant 
le  théorème  du  numéro  précédent  à  tous  les  parallélc^rammes 
formés  par  deux  arêtes  opposées  de  P»,  on  trouve  les  diagonales 
de  tous  les  P„_i  limitants  ;  alors  de  chacun  des  2n  P„_i  on  con- 
naît les  arêtes  et  les  diagonales,  ce  qui  permet  de  trouver  de  la 
même  manière  les  diagonales  de  tous  les  Pn-2  limitants,  etc. 

5.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  déterminer  le  nombre  des 
relations  indépendantes  entre  les  2**""^  diagonales  d'un  P^. 

Supposons  qu'on  connaît  les  n  arêtes  (Zj,  a, , . . .  On;  alors P»  sera 
déterminé  par  |  n  (n  -h  1)  —  ri  =  |  n  (»— 1)  autres  constantes  en 
rapport  avec  Pn-  Donc  à  côté  de  la  relation  2:^^  =  jra^  il  existe 
2**"^  —  ^n{n  —  1)  —  1  relations  indépendantes  entre  les  diagonales. 
Et  comme  le  montre  la  considération  de  deux  parallélotopes  sem- 
blables, ces  relations  indépendantes  sont  nécessairement  homogènes 
dans  les  d. 

Donc  à  côté  de  la  relation  2:d^=^2:a^j  on  trouve  pour  les  va- 
leurs suivantes  de  n  un  nombre  p  de  relations  homogènes  indiqué 
par  le  petit  tableau  suivant 

4|5|6'7;89I10 


n 
P 


Ag         I  A^ 

Fio.  2. 

les   huit   sommets   de  ce   P 


1    !   5   I  16  I  42  1  99  |219j466 

Il  nous  reste  à  indiquer  ces 
relations  homogènes  dans  les 
cas  les  plus  simples. 

6.  Dans  le  cas  n  =  4  il  s'agit 
de  trouver  une  relation  unique; 
c'est  encore  la  formule  de  la 
médiane  qui  nous  la  procure. 

Soient  A^,A^,..As  (Fig.  2) 
X  les  sommets  d'un  parallélipi- 
pède  P3  à  centre  0  dont  les 
arêtes  A  ^  jcL 2  ^  ^  1  -A ^ ,  ^^  a^ 
par  A^  ont  les  longueurs  a^, 
ag,  a^,  et  représentons  par  P 
le  centre  d'un  parallélotope  P4 
dont  P3  est  un  des  huitparal- 
léiipipèdes  limitants.  Divisons 
3   en  deux  groupes  de  quatre  points 


DIAGONALES  DES   PABALLÉLOTOPES.  399 

(ili,  ^5,  ^61  ^7)  ®*  {^1}  ^zf  ^kf  ^s)  d^  manière  que  deux 
points  d'un  même  groupe  ne  se  trouvent  jamais  sur  une  même 
arête.  Alors  ces  deux  groupes  de  sommets  non  coniigus  de  P^ 
vérifient  par  rapport  au  point  P  la  relation 

PAl-^  PAl^  PAl-h  PA^^  =  PAl-h  PAl^  PAl-h  PAl.  .   1) 

En  effet,  en  appliquant  la  formule  de  la  médiane,  on  trouve 


PAl  +  PAl  =  2PQ''h\A,Al  \ 
PAl-h  PaI^^PR"  +  ^A^A^^  \ 

\{A,Al-^A,A\)^a\  +  a\    ) 

Donc,  eu  égard  à  Tégalité  A^A^  =  A^A^^  l'addition  donne 

PA\  +  PAl  -h  PAl  +  PAl=4P0'  -hal-^al-h  a]. 

De  la  même  manière  on  trouve  pour  le  second  membre  de  l'équa- 
tion 1)  la  même  valeur;  donc  la  relation  1)  est  démontrée. 

En  supposant  que  le  point  P  est  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace tridimensional  de  P 3  on  trouve  chemin  faisant  le  théorème: 

„Si  les  sommets  de  deux  tétraèdres  T,  T  forment  les  quadruples 
de  sommets  non  contigus  d'un  parallélipipède,  la  somme  des  carrés 
des  distances  d'un  point  quelconque  P  aux  sommets  de  T  équivaut 
à  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  même  point  P  aux 
sommets  de  T.'' 

On  démontre  de  la  même  manière  que  plus  généralement  deux 
tétraèdres  T,  T  jouissent  déjà  de  la  propriété  exprimée  par  l'équa- 
tion 1),  quand  ils  ont  le  même  centre  de  gravité  et  la  même  somme 
des  carrés  des  arêtes.  ^) 

Dans  le  cas  général,  où  P  est  le  centre  d'un  P^  dont  le  paral- 
lélipipède aux  huit  sommets  Ai  est  un  des  corps  limitants,  la 
relation  1)  multipliée  par  quatre  nous  donne  la  relation  homogène 
cherchée  entre  les  longueurs  des  huit  diagonales.  Nous  l'expri- 
mons dans  la  forme  suivante: 

„La  somme  des  carrés  de  quatre  diagonales  non  contigues  d'un 
P^  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  quatre  autres  diagonales'*. 

Dans  cet  énoncé  quatre  diagonales  non  contigues  d'un  Pj^  sont 


0    II  y  a  un  rapport  intime  entre  les  considérations  précédentes  et  quelques 
théorèmes  de  Steiner  (voir  ^gesammelte  Werke",  tome  II,  p.  107,  annotation). 
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quatre  diagonales,  deux  quelconques  desquelles  n'aboutissent  ja- 
mais aux  extrémités  de  deux  arêtes  opposées  de  P^. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'indiquer  est  d'une  grande  im- 
portance par  rapport  aux  relations  entre  les  diagonales  d'un  pa- 
rallélotope  à  plus  de  quatre  dimensions.  En  effet,  nous  verrons 
tout  à  l'heure  que  toutes  ces  relations  se  réduisent  en  dernière 
analyse  à  des  équations  de  la  forme  1). 

7.  Passons  aux  cinq  relations  du  cas  n  =  5.  Dans  ce  cas  nous 
avons  affaire  aux  distances  doubles  d'un  point  quelconque  P  de 
l'espace  E^,   aux  16  sommets  Ai  (Fig.  3)  d'un  parallélotope  qua- 


PlG.  3. 

dridimensional  à  centre  O.  Mais  avant  de  nous  occuper  de  ces 
distances  nous  vouons  quelques  mots  à  la  notation  employée  pour 
indiquer  ces  sommets  Ai  dans  les  figures  précédentes. 

En  fig.  2  la  notation  des  huit  points  Ai  est  en  rapport  avec  le 
système  de  coordonnées  dont  lorigine  coïncide  avec  le  centre  0 
du  parallélipipède,  et  les  axes  sont  parallèles  aux  quadruples 
d'arêtes  de  ce  corps.  Ainsi  les  coordonnées  des  huit  sommets  sont 
(± -J-aj,  ±  Ittj,  ±  ^aj  avec  toutes  les  combinaisons  des  signes. 
Et  ces  combinaisons  de  signes  déterminent  les  indices  de  la  ma- 
nière suivante 
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"î"   ~r  "t"    .   .   •  -A|^  "-" —  "1"    .   ,   .  -Agi 

—  -f-   +    .    .   •   A.2f  —  "^"  ■""   •   •    •   -"S? 

"T"    ""~"    "T"      •     •     •     "  3>  '      """" •     •     •     ^  y  y 

i"    "t"  —^    •     •     •     -^  ky  """  ""^  "■""     .     .     •     J3.  g  • 

De  la  même  manière  Tordre  de  succession  des  indices  en  fig.  3  est 

h 


4-.-h  -h  -h 

h  +  4- 

H h  -h 

-h  H -h 

-f-  H-  H 


1, 

2, 
3, 

4, 
5, 


h  -f- 

! h 

h  H 

H h 

H ^ 

-i-  H 


6, 

7, 

8, 

9, 

10, 

11, 


12, 
13, 

15, 
16. 


Dans  les  deux  figures  les  sommets  opposés  se  caractérisent  par 
une  somme  constante  2^  +  1  et2*  +  l  des  indices.  Dans  le  cas 
du  parallélipipède  deux  sommets  opposés  n'appartiennent  jamais 
à  un  même  quadruple  de  sommets  non  contigus;  au  contraire  dans 
le  cas  du  parallélotope  quadridimensional  deux  sommets  opposés 
appartiennent  toujours  à  un  même  octuple  de  sommets  non  contigus. 
Le  parallélotope  P^  peut  être  indiqué  convenablement  par  le 
symbole  (16,  32,  24,  8),  parce  qu'il  admet  16  sommets,  32  arêtes, 
24  faces  et  8  corps  limitants.  Donc  les  12  couples  de  faces  oppo- 
sées font  connaître  12  relations  de  la  forme  1).  En  indiquant 
cette  dernière  relation  dans  la  forme  (1,  5,  6,  7)  =  (2,  3,  4,  8)  on 
trouve  dans  le  cas  du  P^  les  douze  équations 


2„ 

2,, 

2io, 
2n, 

2l2' 


(1,  6,14,15)  =  (2,3,11,16)...2,,  (2,  9,10, 14)  =  (3, 7,  8,15). 

(1,   7,13,15)  =  (2. 4,10,16). ..2j,  (2,  9,11,13)  =  (4,6,  8,15). 

(1,   8, 12, 15)  =  (2, 5,  9,16). ..23,  (2, 10, 11, 12)  =  (5, 6,  7,15). 

(1,  9, 13, 14)  =  (3, 4,  8,16). ..2^,  (3,   7,11,13)  =  (4,6,10,14) . 

(1,10,12,14)  =  (3,5,   7,16). ..26,  (3,  8,11.12)  =  (5,6,  9,14). 

(1,11, 12,13)  =  (4,5,  6,16). ..2e,  (4,  8, 10, 12)  =  (5, 7,  9,13). 

Seulement,  ces  12  relations  se  réduisent  à  4  relations  indépendan- 
tes entre  elles.  D'abord  ou  a  en  remplaçant  2j  par  (i) 

(D-    (2)  =  (10),     (1)-(4)  =  (8),     (2)  -  (3)  =  (12), 
(1)      (3)  =  (1 1),     (1)  -  (5)  =  (9),     (2)  -  (4)  =  (  7), 

ce  qui  prouve  que  les  six  équations  2^,  2^,  .  .  .  2i2  se  déduisent 
des  six  équations  2j,  22,  ...2g.  Et  ensuite  on  a  encore 

(1)  -  (2)  =  (5)  -  (6)  [=  (10)],     (2)  -  (3)  =  (4)  -  (5)  [=  (12)]. 
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Donc  le  système  des  13  relations  2»  revient  à  ceini  des  quatre 
équations  2},  2^,  23,  2^  indépendantes  entre  elles. 

On  trouve,  toujours  à  Taide  du  théorème  de  la  médiane,  la 
cinquième  relation  cherchée.  Les  deux  groupes 

{jti ,  Aq  f  At  j  Aq  ,  Ag  f  i4io,  jtii ,  Jie)  ,  (-^2 >  ^3 >  ^4  >  -^5  »  -^i2y  -«13»  ^u^  Ai} 
de  sommets  non  contigus  fournissent  immédiatement  la  relation 
PAl  -h  PilJ  +  . . .       -h  PAl^  =  PAl-h  PAl-^  ...       -i-  P4>.,..3) 

qui  se  transforme  en  une  relation  entre  les  seize  diagonales  de 
P5  en  la  multipliant  par  quatre.  Et  cette  relation  unique  doit 
être  indépendante  des  12  équations  2^;  car  dans  une  équation  2; 
deux  sommets  opposés  du  parallélotope  limitant  P^  figurent  tou- 
jours en  deux  membres  difiérents,  tandis  qu'en  3)  ces  sommets  se 
trouvent  toujours  dans  le  même  membre. 

Remarquons  encore  que  la  relation  B)  entre  les  seize  diagonales 
de  P^  se  déduit  aussi  de  chacun  des  quatre  couples  d'équations 
analogues  aux  douze  équations  2<  en  rapport  avec  les  quatre  cou- 
ples de  parallélipipèdes  limitants  opposés  du  P^  considéré.  En 
effet  on  a  dans  la  notation  employée  plus  haut 

(1,6,   7,  9)  =  (2,3,4,12)  ,  (8,10,11,16)  =  (5,13,14,15)  ,  . 

(1  6,  8,10)  =  (2,3,5,13)  ,  (7,  9,11,16)  =  (4,12,14,15)  ,  /      4. 

(1,7,  8,11)  =  (2,4,5,14)  ,  (6,  9,10,16)  =  (3,12,13,15)  ,\"*' 

(1,9,10,11)  =  (3,4,5,15)  ,  (6.   7,  8,16)  =  (2,12,13,14)  .  ; 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  équations  qui  se  trouvent 
sur  la  même  ligne,  on  retrouve  quatre  fois  de  suite  la  relation  3). 

Pour  combien  d'équations  indépendantes  comptent  les  huit  équa- 
tions 4)?  On  voit  tout  de  suite  de  nouveau  que  ce  nombre  ne 
surpasse  pas  cinq,  parce  que  les  quatre  couples  de  relations  ont 
mené  au  même  résultat  3).  D'une  autre  part  on  trouve  qu'elles 
renferment  les  douze  relations  2^;  on  fait  reparaître  ces  douze 
équations  en  combinant  chacune  des  quatre  équations  4)  à  gauche 
avec  les  trois  équations  4)  à  droite  qui  ne  se  trouvent  pas  avec 
elle  dans  la  même  ligne.  Donc  les  équations  4)  équivalent  à  cinq 
relations  indépendantes  entre  elles;  on  obtient  un  tel  système  de 
cinq  relations  en  omettant  trois  des  quatre  équations  à  droite. 

8.  Considérons  encore  de  plus  près  le  cas  n  =  6,  où  il  s'agit 
des  distances  doubles  d'un  point  quelconque  P  de  l'espace  E^  aux 
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32  sommets  Ai  (Fig.  4)  d'un  P5  à  centre  0  *).  Ce  P^  est  carac- 
térisé par  le  symbole  (32,  80,  80,  40,  10).  Donc  on  peut  trouver 
40  relations  1),  20  relations  3)  et  une  relation  unique  en  rapport 
avec  les  deux  groupes 

(1,7, 8, 9, 10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 27, 28, 29,  30, 31), 
(2, 3, 4, 5,   6, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,  26,  32) 

de  sommets  non  contigus.  Seulement,  pour  ne  pas  tirer  au  long 


Fig.  4. 


les  développements,  nous  nous  bornerons  aux  équations  de  la 
forme  1)  qu'on  peut  déduire  de  tous  les  parallélotopes  P^  dont 
les  sommets  et  les  diagonales  sont  en  même  temps  des  sommets 
et    des   diagonales   de   Pg.    A   cette   fin   nous   nous  occupons  de 


*)  Pour  ne  pas  surcharger  la  figure  Ai^A^, , 
tout  court. 

Archives  viii. 


Az2  A  été  remplacé  par  1, 2, . . . 
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tous  les  parallélipipèdes  dont  huit  des  32  sommets  du  P^  limitant 
(Fig.  4)  sont  les  sommets  ;  en  eflPet,  les  droites,  qui  joignent  les 
huit  sommets  de  chacun  de  ces  parallélipipèdes  au  point  P,  sont 
les  moitiés  de  huit  diagonales  de  P^  liées  par  une  relation  de  la 
forme  1). 

En  indiquant  par  a,  &,  c,  d,  e  les  directions  des  arêtes  12,  13, 
44,  15,  16  on  voit  tout  de  suite  qu'à  chaque  triple  oftc,  oèd, ...  c(fe 
de  ces  directions  il  correspond  un  quadruple  de  parallélipipèdes, 
qui  fournissent  les  40  relations  suivantes: 


(1,  7,  8, 11)  =  (2,  3, 4,  7) 
(1,  7,  9, 12)  =  (2,  3, 5, 18) 
(1,  7, 10, 13)  =  (2, 3, 6, 19) 
(1,  8,  9, 14)  =  (2, 4,  B,  20) 
(1,  8, 10, 15)  =  (2, 4, 6, 21) 
(1,   9, 10, 16)  =  (2, 5, 6, 22) 

(1.11. 12. 14)  =  (3, 4, 5, 23) 

(1.11. 13. 15)  =  (3, 4, 6, 21) 

(1.12. 13. 16)  =  (3, 5, 6, 25) 
(1,14, 15, 16)  =  (4, 6, 6, 26) 


(9, 12, 14, 27)  =  (5, 18, 20, 23) 

(8. 11. 14. 27)  =  (4, 17, 20, 23) 

(8. 11. 15. 28)  =  (4, 17, 21, 24) 

(7. 11. 12. 27)  =  (3, 17, 18, 23) 

(7. 11. 13. 28)  =  (3,   7,19,24) 

(7. 12. 13. 29)  =  (3, 18, 19, 25) 
(7,  8,  9, 27)  =  (2, 17, 18, 20) 
(7,  8, 10, 28)  «(2, 17, 19, 21) 
(7,  9, 10, 29)  =  (2, 18, 19, 22) 
(8,   9, 10, 30)  =  (2, 20, 21, 22) 


(10,13,15,28)=(6,19,21,24) 
(10,13,16,29)=(6,19,22,25) 
(  9,12,16,29)=(5,18,22,25) 
(10, 15, 16, 30)=(6, 21, 22, 26) 
(  9,14,16,30)=(5,20,22,26) 
(  8,14,15,30)=(4,20,21,26) 
(13,15,16,31)=(6,24,25,26) 
(12,14,16,31)=(5,23,25,26) 
(11,14,16,31)=(4,23,24,26) 
(11,12,13,31)=(3,23,24,25) 


(16,29,30,31)=(22,25/261îi 
(15,28,30,31)=(2l,24,26.2fi 
(14,27,30,31)=(20,23,26;fi! 
(13,28,29,3l)=(19,24,25.:B 

(12,27,29,31)=a8,23,'S,32) 
(11,27,28,31)=(17,23,24.32) 
(10,28,29,30)=(19,21,22,1^ 
(  9,27,29,80)={18,20/2i£) 
(  8, 27, 28, 30)=(17, 20,21,32] 
(  7,27,28,29)=(17,18,19.3Î 


En  ajoutant  memhre  à  membre  les  quatre  équations  d'une  même 
ligne  on  obtient  dix  fois  le  même  résultat,  qu'on  peut  exprimer 
dans  la  forme  suivante: 

„La  somme  des  carrés  de  seize  diagonales  non  contigues  d'un  P^ 
est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  seize  autres  diagonales". 

En  indiquant  par  (a,  h)  la  6*^™®  équation  de  la  a*^™®  colonne  on 
trouve  entre  les  30  équations  des  premières  trois  colonnes  et  la 
première  équation  de  la  quatrième  colonne,  les  rapports  suivants: 

(1,i)  +  (2,1)  =  (1,2)  +  (2,2)  =  (1,4)  +  (2,4)  =  (1,    7)^(2,  7)^ 
(1,1) -h  (3, 1)  =  (1,3) +  (2,  3)  =  (1,5)  H- (2, 5)  =  (1,   8)  +  (2,  8)/ 
(1,  2)  +  (3, 2)  =  (1,3) +  (3,  3)  =  (1,6) -h  (2, 6)  =  (1,   9)-h(2,  9)    . 
(1, 4)  -h  (3, 4)  =  (1,  5)  4-  (3, 5)  =  (1,  6)  -4-  (3, 6)  =  (1, 10)  -h  (2,10)  \ 
(1,7)  4-  (3, 7)  =  (J,  8)  +  (3, 8)  =  (1, 9)  -h  (3, 9)  =  (1, 10)  4-  (3, 10) 

Donc  les  équations 

(1,4),  (1,2),  (1,3),  (1,4),  (1,5),  (1,6),  (1,7),  (1,8),  (1,9),  (1, 10) 
(2,1),  (3,1),  (3, 2),  (3, 4),  (8, 7),  (4,1) 

forment  un  système  d'équations  indépendantes  entre  elles. 

9.  Terminons  par  quelques  idées  générales  par  rapport  au  cas 
d'un  n  quelconque. 

On  trouve  sans  peine  les  théorèmes  suivants: 
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„Deux  sommets  opposés  de  P^  appartiennent  toujours  à  des 
systèmes  difil§rents  de  sommets  contigus  ou  bien  à  un  même  sys- 
tème de  sommets  contigus  à  mesure  que  n  est  impair  ou  pair". 

„La  somme  des  carrés  de  2!^"^  diagonales  non  contigues  d'un 
Pn  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  2**~^  autres  diagonales". 

„Les  parallélotopes  P^  dont  les  sommets  et  les  diagonales  sont 
en  même  temps  des  sommets  et  des  diagonales  de  Pn  se  présentent 
en  nombre  (71—1)3  2**"*;  ils  mènent  ensemble  à  un  nombre  de 
[n — 1)3  (2**"*  —  1)  '^"  1  équations  entre  lesquelles  il  existe  encore 
[(n— 1)3  —  8]  2"-*  ~  ^  (7i3  —  9  n2  -h  14 71  -  18)  relations  de  dépen- 
dance". 

Groningue,  1  mars  1908. 


LA  SURFACE  CUBIQUE  DE  REVOLUTION. 

(Mémoire  couronné  par  la  faculté  des  sciences  de  l'université  de  Groningue) 


PAR 


M.  J.   VAN    UVEN. 


§  1.    Quelques  remarques  générales. 

Une  section  normale  à  l'axe  de  rotation  est  une  courbe  du 
troisième  degré,  composée  d'un  cercle  et  d  une  droite.  Chaque 
point  de  cette  droite  doit  se  trouver  à  la  même  distance  du  point 
où  le  plan  d'intersection  coupe  Taxe;  cette  droite  est  donc  la 
ligne  à  l'infini. 

La  courbe  d'intersection  avec  un  plan  passant  par  l'axe  (la 
Tnéridienné)  est  de  même  du  troisième  degré. 

Il  faut  que  cette  courbe  soit  symétrique  par  rapport  à  l'axe, 
afin  qu'elle  puisse  engendrer  la  surface  en  tournant  autour  de 
l'axe. 

De  cette  position  symétrique  résultent  les  particularités  suivantes  : 

V.  Un  point  dovhle  ou  de  rehrousseraent  doit  se  trouver  sur  l'axe 
de  rotation.  Il  ne  peut  pas  être  à  l'infini,  comme  nous  le  démon- 
trerons tout  à  l'heure. 

Les  tangentes  du  point  double  font  avec  l'axe  des  angles  égaux. 
La  tangente  de  rebroussement  doit  coïncider  avec  l'axe. 

2®.  Il  faut  aussi  que  les  poiyits  d^infleadon  réels  soient  symétriques 
par  rapport  à  l'axe. 

Deux  d'entre  eux  doivent  donc  être  leur  image  mutuel  par 
rapport  à  l'axe  et  leurs  tangentes  doivent  avoir  l'axe  pour  bissec- 
trice. 

Le  troisième  point  d'inflexion  ne  peut  pas  être  situé  sur  l'axe, 
car  en  ce  cas  la  courbe  ne  pourrait  être  symétrique  par  rapport 
Ai^CHivEs  VIII.  58 
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à  Taxe  tout  près  de  ce  point,  vu  que  la  troisième  tangente  d'in- 
flexion doit  être  normale  à  Taxe  et  que  la  courbe  coupe  cette 
tangente  en  le  point  d'inflexion.  Le  troisième  point  d'inflexion  se 
trouve  donc  à  Tinfini  dans  la  direction  normale  à  Taxe.  La 
troisième  tangente  d'inflexion  est  une  des  trois  asymptotes;  aussi 
elle  est  perpendiculaire  à  Taxe. 

3°.  Les  deux  autres  asymptotes  doivent  se  couper  sur  Taxe  et 
faire  avec  lui  des  angles  égaux. 

4°.  Les  tangentes  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
l'axe  sont  perpendiculaires  à  l'axe  et  passent  donc  par  le  point 
d'inflexion  à  l'infini.  Par  conséquent,  l'axe  est  la  polaire  harmo- 
nique du  point  d'inflexion  à  l'infini  et  les  points  de  rencontre  de 
la  courbe  avec  l'axe  sont  des  points  sextactiques. 

5°.  Les  deux  autres  polaires  harmoniques  doivent  avoir  l'axe 
pour  bissectrice. 

Pendant  la  rotation  de  la  courbe  méridienne  autour  de  l'axe 
la  troisième  point  d'inflexion  décrit  la  ligne  à  l'infini  des  plans 
perpendiculaires  à  Taxe.  Chaque  plan  normal  à  Taxe  coupe  doue 
la  surface  en  un  cercle  et  en  la  ligne  à  l'infini. 

Les  coupes  perpendiculaires  à  l'axe  qui  passent  par  les  trois 
points  d'intersection  de  la  surface  avec  l'axe,  sont  dégénérées  en 
la  ligne  à  l'infini  et  en  les  deux  droites  isotropes  passant  par  les 
points  de  rencontre  avec  l'axe^ 

Si  la  surface  n'est  pas  réglée,  aucune  ligne  réelle  dans  l'espace 
fini  ne  peut  être  située  sur  elle. 

En  effet,  aucune  autre  ligne,  exceptés  l'axe  et  la  ligne  à  l'infini 
des  plans  normaux  à  l'axe,  n'est  symétrique  par  rapport  à  lui. 
Les  seules  lignes  imaginaires  symétriques  par  rapport  à  l'axe  sont 
les  couples  de  lignes  isotropes  perpendiculaires  à  l'axe  qui  se 
coupent  sur  lui. 

Il  y  a  trois  coupes  normales  à  l'axe  consistant,  outre  de  la 
ligne  à  l'infini,  de  deux  lignes  isotropes.  Il  ne  se  trouve  donc 
sur  la  surface  que  six  différentes  lignes  imaginaires. 

Dans  la  ligne  à  l'infini  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont 
situés  les  deux  points  circulaires  /  et  /,  où  les  six  lignes  isotropes 
de  la  surface  se  rencontrent.  Evidemment  I  et  J  sont  des  points 
doubles. 

Les  trois  lignes  isotropes  passant  par  /  se  trouvent  dans  le 
plan  mené  par  /  et  l'axe.  Les  trois  autres  lignes  de  la  surface 
qui  coiicouient  en  /,  coïncident  avec  la   ligne  à   l'infini.  I  et  J 
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sont  donc  des  points  biplanaires.  L'un  des  plans  n'est  pas  déter- 
miné pour  le  moment. 

Chacune  des  six  lignes  isotropes  compte  pour  trois;  la  ligne  à 
rinfini  joignant  les  points  biplanaires  compte  pour  neuf. 

Nommons  A^  B,  G  les  points  d'intersection  de  la  surface  avec 
Taxe,  alors  les  six  lignes  isotropes  seront: 

AI,  BI,  CI,  AJ,  BJ,  CJ. 

Suivant  la  notation  de  Schlàfli  nous  pouvons  désigner  les 
droites  sur  la  surface  ainsi: 

AI  .  .  .  ttj  =  61  =  C23 ,  AJ  .  .  .  Cu  =  Ci5  =  C16  , 

BI   .    .    .    ttj  =  62  ^^  ^13  f  -^^   •    •    •    ^25  ^=  ^26  =  C24  , 

C/    .    .    .    03  =  63  =  C12  ,  C/    .    .    .    C86  =  C34  =  C36  , 

//     .       .       .      0;^     =    6^     =   C56    =    ttg     =    65     =    C46     =    tlg     =    Ôg     =    C46. 

Il  n'y  a  pas  de  surfaces  réglées  cubiques  engendrées  par  révo- 
lution. En  effet,  si  elles  existaient,  la  ligne  à  Tinfini  des  plans 
normaux  à  Taxe  en  devrait  être  la  directrice  double.  En  ce  cas 
une  courbe  méridienne  devrait  avoir  un  point  double  au  lieu  où 
elle  aurait  un  point  d'inflexion,  ce  qui  est  impossible  pour  une 
courbe  cubique  non  dégénérée. 

Pourtant  il  y  a  bien  des  surfaces  réglées  cubiques  de  révolution 
dégénérées,  savoir  l'ensemble  d'une  surface  de  révolution  quadra- 
tique et  d'un  plan  normal  à  l'axe. 

Cette  surface  de  révolution  quadratique  peut  d'ailleurs  être 
dégénérée  en  les  deux  plans  qui  joignent  l'axe  avec  les  points 
/  et  /.  En  ce  cas  l'axe  doit  être  interprêté  comme  directrice 
double  et  la  ligne  à  l'infini  perpendiculaire  à  l'axe  comme  direc- 
trice simple. 

§  2.    Choix  des  systèmes  de  coordonnées  homogènes. 

En  examinant  les  propriétés  géométriques  de  la  surface  cubique 
de  révolution,  nous  nous  servirons  tour  à  tour  de  deux  équations, 
toutes  deux  en  coordonnées  ponctuelles  homogènes. 

Dans  le  premier  cas  le  tétraèdre  de  référence  a  pour  sommets 
les  points  I  et  J  et  deux  des  trois  points  d'intersection  de  la 
surface  avec  Taxe. 

Dans  le  second  cas  ce  tétraèdre  de  référence  a  pour  sommets  les 
points  I  et  /,  un  des  trois  points  d'intersection  de  la  surface  avec 
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l'axe  et  le  point  de  rencontre  avec  l'axe  du  plan  qui  est  engendré 
par   la   rotation   de   la   tangente  du  point  d'inflexion  à  Tinfim. 

Dorénavant  nous  nommerons  ce  plan 
le  plan  d'mflexim. 

En  désignant  par  A,  fi,  C  les 
points  d'intersection  de  la  surface 
avec  l'axe  et  par  D  le  point  de 
rencontre  du  plan  d'inflexion  avec 
l'axe,  nous  avons  dans  le  premier 
cs^  I^  Jj  Aj  B  pour  sommets  du 
tétraèdre  de  référence;  dans  le 
second  cas:  Z,  /,  -4,  D. 


Équation  de   la  surface  par  rapport  au  premier  système  de  mr- 
données. 

Les  quatres  faces  ABJ^  ABI,  BIJy  AU,  seront  désignés  par 

«1=0,    a?2=0,    a;3=0,    x^=^Q. 
L'équation  du  plan  GIJ  sera  donc 


L'axe  a  pour  équations: 


îCo  =  fcCk 


X,  =0 
aî2=0 


x^=0 


La  ligne  à  l'infini  a  pour  équations: 

Les  six  lignes  isotropes  seront  représentées  par 

ja;i=0     (X,  =0     (a;i=0        \Xi—(i     («j  =0 

la;3=0'  \x^=Q'  la;3=fc»:/  (3:3=0'  (3:4=0'    x^^kx^ 

Le  plan  AU  a.  en  commun  avec  la  surface  les  lignes  AI,  AJ, 
IJ,  donc 

i  072=0     ja;j=:0     1x3=0 
\x^=:Q'  1x4=0'  \x^=Q' 

En  substituant  a\  =  0  dans  l'équation  on  obtiendra  donc 
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a?3  =  0  coupe  la  surface  suivant  les  droites 

U3=0'   ^3=0  '  ia:3=0' 
L#a  substitution  «3  =  0  donne  donc 

x,  =  0  coupe  la  surface  suivant  les  droites 


|a;,=0     |a;,=0 
1x3=0'  \x^=0' 


Xi-O 

3>o  '—'  ICOC ^ 


Ainsi  «1  =  0  donne 

x^  =  0  coupe  la  surface  suivant  les  droites 

ja;2=0      1x2=0      la;2=0 
Ix^—O*   U4  =  0'   \x^  =  Jcx,^ 

Donc  «2  —  ^  donne  encore 

Par  conséquent  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme  suivante: 

Ax^  X2  «3   H-  Bx^  «2  ^%   ■+■  ^3  ^4  (^3  ^4)  ==  0 

OU 

«1  «2  (^*3   "*"  -^^4)  "*"  ^3  ^4  (^3  —  ^4)  =  ^  • 

x^  ^=px^  donne  trois  valeurs  coïncidantes 


«3=0 

x^—0 

lorsque, 

dans 

{Ap 

+  B)x, 

»2»»   +i>(p- 

-k)xl  = 

0, 

on  a 

Ap 

+  B  =  0 

ou 

pz 

B 

'~  A   ' 

Le  plan  ^3  = T  ^4    ^^   -^^3  "*"  -^^4  =0  8'  donc  en  commun 

avec  la  surface  trois  fois  la  ligne  à  Tinfini.  Il  est  clair  que 
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Ax^  +  Bx^  =  0 

est  réquation  du  plan  d'inflexion. 

Avant  de  continuer  nos  recherches,  nous  voulons  d'abord  chercher 
l'équation  de  la  surface  par  rapport  au  second  système  de  référence. 

Nous  désignerons  les  faces  ADJ^  ADIy  AIJ^  DU  respectivement 
par 

a;,  =  0,  «2  =  ^>  ^3  ~  0'  ^4  ^  ^  • 

Pour  A  nous  pouvons  toujours  prendre  un  point  réel  d'inter- 
section avec  Taxe.  Alors  J5  et  (7  sont  ou  tous  deux  réels  ou  conju- 
gués complexes. 

Soient 

Xj  =  fc,  «4  et  073  =  ^2  ^4 

les  équations  respectives   de  BU  et  de  Ci/,  nous  pouvons  th'er 
les  conclusions  suivantes: 

x^  —  0      donne      x\  =  0, 

iCi  =  0  „  ^3  {x^  —  fc,  x^)  {x^  —  fca  a;^)  =  0 , 

^2=0  „  x^  {x^  —  Ici^k)  (2^3  — ^2^4)  =0» 

^3=0  „  x^x^x^^Q. 

Evidemment  l'équation  de  la  surface  est: 

AXy^  X2  x^  -h  x^  («3  —  fcj  icj  {x^  —  ^2  ^4)  ~  ^ 
ou 

AX^  ^2  X^   H-  iCg (fc,   H-  ^2)^8^4   ^"  ^1  ^2  ^3  iJc\  =  0, 

Nous  voyons  qu'en  ces  deux  cas  le  système  de  coordonnées  est 
tellement  choisi,  que  l'équation  consiste  de  quatre  termes,  et  qu'y 
figurent  seulement  trois  constantes  arbritraires. 


§  3.    Application  du  premier  système  de  coordonnées. 

U=x^x^  {Ax^  H-  Bx^)  4  «3  «4  {x^  —  fccj  =  0. 
Posons  : 

Î7,=— ,etc.;     Un=—yetc;     f/,,  =  — ^^- ,  etc. 
Il  vient: 
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U^  =  Ax^  «3  4-  Bx^  a?4 , 

U^  =  Ax^  x^  +  2a;3  «^  —  fccj  , 

JJ^  =  fia^i  a;2  H-  a;g  —  2fc  «3  ^4 . 

L'équation  de  la  première  surface  polaire  du  point  {^t^Z2i^z7^k)  ^9*- 

U^  z^  4-  U^  z^  +  Ï73  2^3  H-  Ï7,  ^4  =  0  , 
ou 

X2  {Ax^  '¥Bxi^)z^  -HiCi  {Ax^  -^  BxJ  z^  H-  (SîCjîc^  —  hx^  -H -4», «2)^3  + 
4-  (a;g  -  2fac3  a?4  +  jBa?i  Xj)  2J4  =  0 (1) 

Pour  le  point  J  {z^  =0,  2^3  =  0,  «^  =0)  cela  devient 

a?i  (4x3  4-  fi«4)  =  0. 

La  première  surface  polaire  de  J  est  donc  composée  de  deux 
plans,  savoir  le  plan  joignant  J  à  Taxe  et  le  plan  d'inflexion. 

Ce  sont  donc  les  deux  plans  tangents  du  point  biplanaire  /. 
Il  paraît  que  l'un  des  plans,  qui  n'était  pas  déterminé  auparavant, 
coïncide  avec  le  plan  d'inflexion. 

Un  point  sur  la  ligne  à  l'infini  (2:3=0,  Z4=0,  2f,  =^2:2)  a 
pour  première  surface  polaire: 

{pc^  H-  »,)  [Ax^  -h  Bx^)  —  0. 

Cette  surface  est  donc  composée,  outre  du  plan  d'inflexion,  du 
plan  «,  H-pa;2=0,  qui  est  le  conjugué  harmonique  du  plan 
a;,  — 'px^  =  0,  où  est  situé  le  pôle,  par  rapport  aux  plans  aj^  =  0 
et  «2  =  0. 

Or,  a;,  =  0  et  oîj  =  0  sont  les  plans  doubles  imaginaires  de 
l'involutioji  orthogonale  de  plans  passant  par  l'axe.  Les  plans 
x,  H-  ^«2  ~  ^  ®*  ^1  —  P^2  =  ^  9^"*  donc  perpendiculaires  entre  eux. 

Nous  aurions  encore  pu  obtenir  ce  résultat,  d'une  manière  fort 
simple,  par  voie  de  géométrie.  Il  ne  nous  fallût  que  considérer, 
que  la  première  surface  polaire  coupe  la  surface  donnée  suivant 
la  courbe  de  contact  du  cône  tangent. 

Il  est  clair  que  le  cône  tangent  mené  d'un  point  de  la  ligne 
Xj  =  0,  a;^  =  0  est  un  cylindre,  dont  les  génératrices  sont  perpen- 
diculaires au  plan  de  la  courbe  de  contact.  A  ce  cylindre  appar- 
tient aussi  le  plan  d'inflexion. 

La  première  surface  polaire  du  point  ^4  (2;,  =  0,  2:2  =  0,  2^3  =  0) 
a  pour  équation: 
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Evidemment  elle  est  une  surface  quadratique  de  révolution, 
qui  coupe  Taxe  en  le  point  A  (»|  =0,  X2'=  0,  x^  =  0)  lui-même 
et  de  plus  en  le  point  E{x^  =0,  «j  =0»  ^3  =  2hx^). 

Nous  en  concluons  que,  A  et  E  étant  harmoniquement  conjugués 
à  -B  et  C,  les  plans  «3  =  0  et  «3  =  2kx^  sont  harmoniquement 
conjugués  aux  plans  «4  =  0  et  «3  =  fcc^. 

La  première  surface  polaire  du  point  5(2^1  =0,  «2  =0,  z^^G) 
a  pour  équation: 

2x^  a?4  —  hxl-h  Aa?j  otj  =  0 . 

Elle  est  de  même  une  surface  quadratique  de  révolution,  et 
coupe  Taxe  en  les  points  B  {x^  =0,  «2  =  0,  «4  =0)  et  F  {x^  =0, 

«2  =0,  «3  =  g-a?^).  Or  5  et  -F  sont  harmoniquement  conjugués 

k 
à  A  et  C,  donc  les  plans  x^=0  et  «3  =-^«4    sont   harmonique- 
ment conjugués  aux  plans  x^  =0  et  x^^^hx^. 

L'équation  de  la  première  surface  polaire  du  point  C  (^1=0, 
Z2  =0,  23  =  fcCfc)  est: 

k  (2x3  «4  —  fcc^  H-  ila?!  iCj)  -H  (Xg  —  2fcB3  «4  -h  Bxj  Xj)  =  0 

ou 

{œl  —  Jk2  îcj)  4-  (Jkil  -+-  B)  x,  «2  =  0 . 

Cette  surface  quadratique  de  révolution  coupe  Taxe  en  les  points 
C(x^  =  0,  iCj  =  0,  2:3  =  kx^)  et  O  (a?i  =  0,  0:2  =  0,  0:3  =  —  trj. 

(7  et  G  sont  harmoniquement  conjugués  k  A  et  B.  Les  plans 
a;3  =  kx^  et  3^3  =:  —  fcr4  sont  par  conséquent  harmoniquement 
conjugués  aux  plans  «3=0  et  X4=0;  ce  que  Ton  aurait  pu 
reconnaître  immédiatement. 

L'équation  de  la  surface  de  Hbsse  s'écrit: 


U^^   V,,  V,,  Uu 

U\2     U22     U^Q     c/24 

t/i8  U2S   t/as   U^ 

Uu     U^    Us4     Uu 

Uii=0,  Ui2=Ax3+Bx^,  Uis=AXi, 

Ui2=:Jx^  +  Bx^,  Usz=0,  U^^Ax^, 

U2s=AXi,  Usa■=2x^, 


=  0. 


Uii-=Ax^, 
Uu=BXi, 


Uu-Bx^, 
U^=Bxi, 
Uat-2Xi-^h„ 


U2i=Bxi, 


Uai=2x^—2kXi,     Uu=—2key 
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L'équation  de  la  surface  de  Hesse  devient  donc: 
0  Az^ 

Bx, 


416 


+  Bx^ 

Ax^ 

Bx^ 

0 

Axx 

Bxi 

Ax^ 

2x, 

2x^—2kx^ 

Bx^ 

2x3— 2ite4 

-2fcC3 

=  0. 


Ce  déterminant  étant  calculé,  il  vient: 

4  {Ax^  +  Bx^)  [  {Ax^  H-  Bx^)  {x^  —  hx^x^  +  ifc*  a;J)  — 

—  j  ^  (^Jk  +  25)  x^—B{2Alc  +  B)  a;  J  »,  a;^]  =  0  . . 

Cette  surface  biquadratique  est  composée  de  deux  parties: 

1°  le  plan  d'inflexion, 

2°  la  surface  cubique  de  révolution  définie  par 

\A  (Ah  +  2B)  x^  —  B{2Alc  +  B)  x^  j  »,  x^  — 

—  (^Xj  +  Bx^)  {x\  -  fcca  a;^  +  ifc*  aj)  =  0 . . . 

En  effet,  l'équation 


(2) 


(3) 


{Px^  4-  Qx^)x^  ^2  H-  iîxg  •+-  Sx^x^  H-  Tx^  xl 


Uxl  =  0 


représente  une  surface  cubique,  qui  a  les  points  fic,  =0,  x^-^  0, 
x^  =0)  et  {x2  ~0,  «3  =0,  x^  =0),  donc  les  points  circulaires  / 
et  /,  pour  points  biplanaires;  cette  surface  est  donc  de  révolution. 

Dans  la  suite  nous  désignerons  cette  surface  par  H.^,  la  surface 
donnée  par  O3. 

H2  coupe  Taxe 

^x,=0 
1°  en  le  point     «2=0 


Ax^  -»-  Bxn  =  0; 


2°  en  deux  autres  points,  situés  dans  deux    plans  dont 
l'ensemble  est  représenté  par 

Xg  —  kx^  x,^  -h  k^  x^  =  0, 
donc  dans  les  plans: 

«3  -h  a  kx^  =0    et    Xj  H-  «2  kx^  =  0 , 

a   et   «2    étant   les   racines   cubiques  imaginaires   de 
l'unité  positive. 

Si  les  points  ^   et  j5  sont   réels,   c.-à-d.    si   x.^  =  0   et  x^  =  0 
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représentent  des  plans  réels,  k  est  aussi  réel  ;  en  ce  oas  les  plans 
aîj  -»-  «  k.7\  =0  et  x^  -h  u^  kx^  =  0  sont  imaginaires. 
L'équation  du  plan  d'inflexion  de  H^  est 

A{Ak'h2B)x^  ~  B{2Ak'^B)x,=0. 

Evidemment   ce   plan   est  la  seconde  surface  polaire  (donc  le 

plan  polaire)  du  point  D  l    .  x^  =  0  I  par  rapport  à  Oy 

^[  Ax^-^Bx^-O  ' 

En  effet,  en  substituant  x^  ~  0,  x^  =0,  Ax^  -f-  J5x^  =0  dans 

l'équation  (1)  de  la  première  surface  polaire  de  (2:,,  z^,  z^,  2J,  on 

obtient 

A  {Ak  +  2B)z^  -^B{9Ak  -h  B)z^=0. 

O3  a  en  commun  avec  H^ 

1^  la  ligne  à  l'infini  (1"^'^^), 

2"^  une  courbe  gauche  du  8^™®  degré  composée  de  quatre  cercles 
(le  lieu  des  huit  points  d'inflexion  finis  des  méridiens). 

Les  quatre  plans,  où  se  trouvent  ces  quatre  cercles,  se  présen- 
tent si  nous  considérons  le  faisceau  de  surfaces  cubiques,  dont 
O3  et  H.^  sont  deux  éléments.  A  ce  faisceau  appartient  l'ensemble 
d'une  surface  quadratique  de  révolution  passant  par  trois  des 
quatre  cercles  qui  avec  (3:3  =  0,  x^  =  0)  composent  la  courbe  de 
base,  et  d'un  plan  contenant  le  quatrième  cercle  et  (2:3  =  0,  x,  =  0). 

Nous  pouvons  donc  établir  l'équation 

[(^iCj  H-  Bxj^)  (x!;  -    kx^x^  -h  k^xl)  —  A  (Ak  -+-  2B) a;,  x^  x^  -»- 

H-  J?(2  Ak-r  B)x^  x^  x^]  +  A  [^x,  x^  x^  -f-Bx^  ^2^k'^^l^*'~^z^^^ 

=  f^{x^  -hpxj  (x^x^  -+- giCg  +  TO3  «4  -HsxJ);  ^ 
d'où  résulte: 

—  A{Ak'h2B)'hkA  =  f*, 
B{2Ak'\-B)^lB  =  iip, 

A=zfiq, 
J5  —  i^  -h  À  =  /4  (r  +  pq)y 
k^  A  —  kB  —  kk  =  fA{8'^pr), 
Bk^  =fip8. 

0  L'équation  rr,  x^  +  qxl  +  r^s  «4  +  ^  ==  0 

représente  une  surface  quadratique  de  révolution»  puisque  chaque  plan  X3=2x« 
normal  à  la  droite  {xi  =0,  :ci  =  0)  coupe  la  surface  suivant  une  conique  passant 
par  les  points  circulaires  (a;i=0,  0:3=0,  0:4  =  0)  et  (a:^:=0,  aJ8=0,  «4=^)» 
donc  suivant  un  cercle,  qui  a  le  centre  sur  la  droite  (ji?|=0,  Xt=Oi. 
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En  éliminant  A,  .a,  g,  r,  s  nous  arrivons  à  la  suivante  équation 
biquadratique  en  p: 

A^ p*  —  4:ABp'  —6  AB  kp^  -  AAB  k^ p  -h  B^  A^  =0 . .  .    (4) 

Cette  équation  donne  quatre  valeurs  pour  p,  donc  quatre  plans 
^3  "^  P^k  —  ^}  ^^  s®  trouvent  les  cercles,  suivant  lesquels  H.^  et 
O3  se  coupent. 

Plus  tard  nous  traiterons  le  même  problème  en  appliquant  le 
second  système  de  coordonnées;  quelques  autres  cas  spéciaux 
seront  alors  examinés. 

Auparavant  nous  nous  occuperons  d'un  problème  dont  la  solution 
s'effectue  par  préférence  à  l'aide  du  premier  système  de  coordonnées. 

Les  tangentes  des  points  d'inflexion  finis  des  méridiens  décrivent, 
en  tournant  autour  de  Taxe,  quatres  cônes.  Déterminons  les  sommets 
de  ces  cônes. 

Nous  allons  considérer  seulement  la  courbe  méridienne  dans  le 
plan  réel  x^=X2  et  prendrons  pour  triangle  de  coordonnées  le 
triangle  formé  par  l'axe  et  par  les  droites  d'intersection  avec  les 
plans  x^  =  0  et  «4  =  0. 

Que  l'équation  de  l'axe  soit 

x^=0. 

Par  un  point  de  l'axe  {x^  =0,  x^  z=mx^)  nous  menons  la  droite 

ttj  x^  +  ^3  2^3  -^  a^x^=0. 

Il  faut  que 

ma^  -h  a^  =0; 

donc  la  droite  est  représentée  par 

_  as  (^4  —  ^3) 
a, 

L'équation  de  la  courbe  méridienne  est: 

Axl x^  +  Bxl x^-ï-  xlx4,  —  kx^xl  =  0. 

La  substitution  a:,  =  —- donne 

ai 

al {Tnxi  —  x^y  (Ax^  -^  Bx^)  -i-  a^  xl  x^  —  a^  kx^  xl=: 0 . 

En  posant 

^1  .      ^3 

59* 


418  LA  SURFACE  CUBIQUE  DE  RÉVOLUTION. 

nous  obtenons 

Ay^  -H  (c-h  B  —  2mA)y^  H- (mM  -  cJk— 2mJ5)y -nm^  J5=0. 

Afin  que  la  droite  a,  Xj  -t  a^z^  -J-  a^xi  =  0  soit  tangente  d'iu- 
flexion,  il  faut  que  l'équation  précédente  ait  trois  racines  ^les. 
Ainsi  on  a  les  conditions 

cj-  5  —  2mA  _  m^  A—  ck  —  2m.B 3m^  B 

3^  ~      ct-B  —  imA      ~  m*A—ck—2mB  ' 

De  ces  équations  c  doit  être  éliminée.  On  trouve 

(c  +  B  —  2m Ay  =  Z  A  (m^  A  -  ck  -  2mB) 
(c  +  B  —  2mA)  (m»  A  -  ck  —  2mB)  =  9m^  AB 

d'où  l'on  tire  en  multipliant: 

[c  + B  —  2mAy  =  27m^A^B. 

{c  -h  B  —  2mA)  (m^  A  —  ck  —  2mB)  =2m^  AB 

(m^  A  —  ck  —  2mBy  =  3m*  B{c  +  B  —  2mA) 

par  multiplication  il  vient: 

{m^A-ck  —  2mBy  =  27m*AB^. 

On  a  donc  ensemble: 

[c-hB      2mAy  =  21m^A^B        | 
[m*  A-ck-  2mBy  =  27m*  AB^  ) 


ou 


kc  +  Bk-2mAk  =  3k  «^m*  A^  B 


—  kc-  2mB  -h  m"  A=  3  ^m*  AB^ 


B {k  - 2m)  +  Am{m     2k)  =  Zk ^m^  A^B  +  Z^m*ÀB^ 
ou 
\_B  {k  -  2m)  +  Am{m-  2jfc)]'  =  27  k^  m^  A^  B  +  27  m*AB^  + 

+  27k  m^AB[B  (k  --  2m)  +  Am{m-  Si)]. 

En  effectuant  le  calcul  on  obtient 

^ï  m«  -  6  A^  (kA  +  B)  m^  +  3A  {4k^  A^  -  5 B^)  m*  — 

-  2(4^3  P  -  9k^  A^  B  -  9k  AB^  +4B^)m^  + 
+  ZkB{4B^  -  6k^A^)m^  -  6Jfc»  5*  (kA -^  B)m  +  k^  B^=0. 

Cette  équation   donne  six   valeurs  pour  m.  Elle   a  cependant 
deux  racines  m  =  -   -.  .  correspondant  à  la  droite  Ax^  +  BXi  =  0 

comptée   deux   fois,  qui  est  la  tangente  du  point  d'inflexion  à 
l'infini. 
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En  divisant  l'équation  par  (Am-hByj  on  arrive  à  la  suivante 
équation  biquadratique  en  m: 

Arn^  -  2  {UA  -h  4B)  m^  +  12Jk  (Jk^  -h  5)  m^  — 

—  2Jk2  {4kA  -h  35)  m  -H  k^B  —  0. 

Il  est  clair  que  cette  équation  donne  les  quatre  valeurs  de  m 
appartenant  aux  points  {x^  =  0,  iCj  =  0,  x^  =  mx^)  où  les  tangentes 
d'inflexion  des  méridiens  coupent  Taxe. 

Si  nous  posons  dans  cette  équation 

m  =  -j  in     et    fc  =  -j  i, 

elle  se  réduit  à 

^4_2(3  +  4Z)7i3  -h  12(1  H-  0^^— 2(4-h  30n  -H  i  =  0. 
Les  racines  en  sont 


„,=|h-2/-hJ/4/^  +  4Z+^-|P^-^  + 


1  X  î      31 V^  i*  +  i  64^=»  +  96f2  +  30i  —  1 


2]/^  16f  ï  +  16Z  4- 1  -  6  P^-^^ 


.  ^  __^64P"^96f  2  "-+-  30Z  —  1 


j]/   16P  +  16f  +  1  -  6  P^-^^ 
21/  I6îf-hl6i  +  l-6|/  4^- 


Si,  en  particulier,  k  =  —  -^^  Téquatîon  de  O3  s'écrit: 
(-4»3  H-  5a;  J  (^a;i  rc^  -^  x^  x^)  =  0. 
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La  surface  est  en  ce  cas  dégéaérée  en  le  plan  d'inflexion  et  en 
une  surface  quadratique  de  révolution. 
Puisqu'on  a  maintenant 

Z  =  ^A;  =  —  1  m  =  —  "J^' 

les  quatre  racines  sont: 

Les  quatre  valeurs  pour  m  sont  par  conséquent: 

B  B 

m,  =  —  -^  ,  m2  =  mj  =  m4  =  H-  2  > 

appartenant  aux  plans  -4^3  -h  Bx^  =  0  et  Ax^  —  BXi  =  0. 

Conclusion  :  Si  0^  est  dégénérée  en  une  surface  quadratique  de 
révolution  0^  et  en  un  plan  V  normal  à  l'axe,  l'un  des  plans 
a; 3  —  ToXi  =  0  coïncide  avec  le  plan  V  et  les  trois  autres  avecleplan 
V\  qui  coupe  l'axe  sous  un  angle  droit  en  un  point,  qui  est  le 
pôle  du  plan  V  par  rapport  à  Oj. 

Si  nous  avions  employé  l'autre  système  de  coordonnées,  l'éli- 

mination  de  c  =  -^  aurait  été  beaucoup  plus  embarrassante:  voilà 
pourquoi  nous  nous  sommes  servis  du  premier  système. 

§  4.   Application  dn  second  système  de  coërdonnées. 

U  ^  Ax^  Xj  X4^  H-  X3  {x^  —  fc,  xj  {x^  —  ^2  x^)  =  0. 
Il  en  suit 

f7,  =  Ax^  0:4, 

U2  =Ax^x^, 

U^  =  Zx^^  —  2(fc,  +  ^2)  H  ^4  +  h,  h^  a;/, 

Ui  =  ~  {h^  -h  fcj)  x^  +  2À:,  ^2  ^3  ^4  -»-  Ax^  x^. 
L'équation  de  la  première  surface  polaire  du  point  (21,2212^3,24)  est 

AX^  X^  2,    -h  Ax^  X^  Z^    +  (3X3^  —  2  (À?!    +  fcj)  ^3  0:4  -h   fcj   ^2  IT^^  Z3  + 

4-  j—  (fcj  •+-  ^2)2:32  +  2  fc,  fcj  iCj  «4  H-  -rfajj  X2\Zi  =  0,...{^) 
lia  surface  polaire  de  /  (^^  =  0,  «3  =  0,  24  =  0)  est  rej 
par  x^  x^  —  0,  celle  de  /  {z^  =  0,  23  =  0,  24  =:  0)  par  x^  X4  =  0. 
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La  première  surface  polaire  de  A{Zi=Of  2^2  =  0,  23  =  0)  a 
pour  équation: 

Ax^  Xj  —  (Aîj  -h  fcj)  Xg  4-  2A?j  ^2  ^3  ^1  =  ^• 

Elle  est  donc  une  surface  quadratique  de  révolution  coupant 

Taxe  en  les  points  A  (a:,  =0,  x^  —  O,  x^  =  0)  Qt  E  yc^  =0^x^=0, 

Les  plans  0^3  =  0  et  «3  =  ,  ^  v  aj4  sont  harmoniquement  conju- 
gués aux  plans  x^  =  fc,  a;4  et  x^  =  fcj  «4 . 

La  première  surface  polaire  de  B  (z^  =0,  2^=  0,  2:3  =  Aîi  2;  J  a 
pour  équation: 

Ax^  x^  -¥  |(2fc,  —  k^)  xl  —  2kl  2^3  x^  +  Aî^  fcj  ^!  '  =  ^  • 

Cette  surface  quadratique  de  révolution  coupe  l'axe  en  les  points 

(k   k  \ 

k   k 
Les  plans  x^  =  k^  .r^  et  x.^—  cytr'zr'ïr^'i  s^^t  harmoniquement 

conjugués  aux  plans  x^-=0  ei  x-^-^^k^x^ , 

L'équation  de  la  première  surface  polaire  de  C{Zy^  =0,2:2=0, 
23  =^2  z^)  s'écrit: 

Ax,x^  -^  \{'îk^—k,)xl  —  ^klx^x,'^  k,  k\x\\  =0. 

Cette  surface  rencontre  Taxe  en   les  points   (7(x,  =0,  ajj  =0, 

2:3  =^2^*)  et  G\x^=0,  x^  =  Q,x^=^^  L-V^'V  • 

Les  plans  2:3  ==  k^  x^  et  Xj  =  -çpr^ — K-  x^  sont  harmoniquement 

AIC2  —  ^1 

conjugués  aux  plans  ajj  =0  et  «3  =  jfc,  0:4 . 

La  première  surface  polaire  deZ>(2:,  =0, 2;  2  =0,04  =0)  est  repré- 
sentée par        Sflîg  —  2  (A;,  +  ^2) ^^  x^-\-  k^k^x^v^Q  ^ 
ou 

fc,    4-  ^2  ±   |/      ^  —   A^i   ^2   "•■  ^ 
/jj^  =  "rt  iB4  , 

Ces  deux  plans  coïncident,  si  irj —  k^k^ -^  1^^^=:Q^  en  d'autres 
termes  : 
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l""  si  fe,  =  —  a  fcj  » 
2°  si  k^=~  «2  k^  . 

Dans  le  premier  cas  le  plan  a  pour  équation: 

dans  le  second  cas: 

Sz^  =  k^{l-a^)x,,   ou   3a;3=-^(3  +  il^3)x4, 

L'équation  de  la  seconde  surface  polaire  de  (x^  =  0,  «2  =0,  x^  =0) 
est 

82:3  —  (fcj  +  ^2)04  =0   ou    3a;3  =  (fcj  -h  fcj)  «4 . 

V  Etant  Aîj  =  —  a  ^2 ,  cette  équation  devient  Sajj  =  -^  (3  —  i  ^^3) 24 , 


2^ 


Dans  tous  deux  les  cas  le  plan  polaire  de  (»,  =0, 0:2=  0,0:4  =0) 
coïncide  avec  la  première  surface  polaire,  dégénérée  en  un  seul 
plan. 

L'équation  de  la  première  surface  polaire  du  point  {z^  =2)^2  ^3  -"^' 
Z4  =  0)  s'écrit  : 

Xi{x^  -*-3WÎ2)  =  0. 

Elle  se  compose,  comme  nous  l'avons  déjà  démontré  plus  haut, 
du  plan  d'inflexion  et  du  plan  passant  par  Taxe  qui  est  perpen- 
diculaire au  plan  x^  =  px2- 

L'équation  du  plan  polaire  de  x^  =1^2  ^* 

«4  =  0. 

Evidemment  tous  les  points  de  la  ligne  à  l'infini  {x^  =0,  x^  =0) 
ont  en  commun  la  seconde  surface  polaire. 
Etudions  maintenant  la  surface  de  Hesse. 

f7ii  =  0,      Ui2=Ax„,  Uis  =  0,  Uu=Ax2y 

U12  ^Ax^ ,  t/22  =  0,       Î723  =  0,  I7a4=-4aîi , 

Î7i8  =  0,      f/23  =  0,       ^788  =  6x3-  2  (fcj  -h  k^)x^,        r/s4=— 2(ifc,+Jfc2)a;3-H2JtiKii 
f7i4  =  ^X2,  ?724  =  ^a;i,  Î784  =  — 2(^1 4-^2)2^3 -+-2À:jfc2^* >  TJii=^)Cyk^x^. 
L'équation  de  la  surface  de  Hesse  s'écrit: 

^A^x,  \_x,  \Qc\-]c,  h,  -f  lcl)x\-1c,h,  {h,  -f  lc,)x,  X,  -h  fc; Jk>;(  + 

-H  ^a?!  «2  I  3x3— (*^i  -^  ^2)^4(1  =  0.  .  •    (2) 
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La  surface  est,  comme  on  le  voit,  composée  du  plan  d'inflexion 
et  de  la  surface  cubique  de  révolution  H^  qui  a  pour  équation  : 

Ax^  «2  j3a;3  ~  {k^  -f-  k.^)  «4  j  -»-  2:4 1  (ij  —  fc,  ^^2  "^  *^ï  )  ^3  — 

—  k,k^{k,'hk^)x,x,^klklxl\=0...     (3) 

Le  plan  d'inflexion  de  H^  est  représenté  par 

3a?3  —  (it  -+-  k2)Xi  =  0 
ou  par 

Les  points  d'intersection  de  H^  avec  Taxe  se  trouvent  dans  les 
plans 

a;,  =  0   et   x,=-^ ^—rti "^3- 

Si  fc,  et  ^2  sont  conjuguées  coiriplexes,  c.-à-d.  si  O3  n'a  qu'un  seul 
point  réel  d'intersection  avec  1  axe,  la  quantité  k^  -+-  k2  est  réelle 
et  la  quantité  k^  — ij  iniaginaire;  donc  l'expression  i  (fc|  — k^y^Z 
est  réelle;  k^  k^  l'est  aussi.  En  ce  cas  H^  a  trois  points  d'inter- 
section réels  avec  l'axe. 

Si  les  constantes  k^  et  ^2  s^^*  réelles,  c.-à-d.  si  O3  a  trois 
points  réels  de  rencontre  avec  l'axe,  H^  n'a  qu'un  seul  point  réel 
(D)  d'intersection  avec  Taxe. 

Les  quatre  cercles  que  O3  et  H^  ont  en  commun  (outre 
{x^  =  0,  iC4  -=  0))  se  trouvent  dans  quatre  plans  Px^  4-  a;^  =i  0. 

Comme  plus  haut,  nous  pouvons  trouver  les  quatre  valeurs 
pour  P  en  considérant  le  faisceau  déterminé  par  O3  et  H^. 

[3Ax^  x^  x^  —  A  {k^  H-  fcj)^!  ^2  ^4  +  î  (^1  —  k^  k^  -^  kl)xlx^  — 

—  k^  k^ik^  4-  *:2)«3«!^-  KK^V^'\  -^ 
-I-  k  \^Ax^  x^  «4  -f-  iCg  —  (fcj  +  k^  0^^  x^  -h  fcj  ^2  ^3  ^!  ]  ^ 

=  iu  (Pa;3  -h  x^  {x^  x^  +  çXg  -4-  rXj  «4  4-  sa;J)  ; 

de  sorte  que 

3^  =  iuP, 

—  ^  (fcj  -f-  fcj)  4-  kA  =  ^  , 
À  =  ^Pç 
(a2  -  36)— Àa  =  iuPr  4-iUÇ, 
—  a6  4-  À  6  =  iM  P5  H-  .a  r , 
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OÙ  nous  avons  posé  A:,  -h  ij  =  ^  ®t  ^i  ^2  ~  ^• 

En  éliminant  À,  fi,  q,  r,  s,  nous  arrivons  à  la  suivante  équation 
biquadratique  en  P: 


^1 K  KK         ^'  K 


Les  racines  en  sont: 


/t  j   A/ 2  ^iC  *    iC  2  '^i   ^^2 

fC  t     fCn  ^fC  •     IC  2  "^i     "^9 

Sous   la  forme  U^Q  nous  entendrons  toujours  la  racine  positive 
de  Q. 

Commençons  par  supposer  que  les  constantes  k^    et  k^  sont        ! 
toutes  deux  réelles.  I 

Le  premier  terme  de  Pj,  Pji  ^3>  ^*  ®8*  toujours  réel. 

Si  la  quantité  fc,  fcj  ®^^  positive,  cela  paraît  immédiatement. 

Si  la  quantité  k^  ^2  ^^^  négative,  nous  posons  fcj  =  —  fcj. 

Il  s'ensuit  que  la  quantité  k^  k^  est  positive.  Le  premier  terme        j 
devient: 

1  3  ^  IC  *      IC  9  A»  I     /to 

Or  on  a 

(A:,  —  A;jiî  =  Aîj  +  A;^  —  2fc,  ifcj  >  0, 
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donc 


l2  .    72 


hl^kl>  2k,  k^ 
et 

(k,  -h  k^y  =  jfcj  +  ifc^  i-  2k,  k^  >  Ak,  k^ , 
de  sorte  que 


/: 


k, 


2i^i^L^>8   et        l-l/2i^lJLyi>  J_   ^ 

A/|   iC^  ^iC,   IC^  ^  le,  iC^  le,   IC'^ 

La  forme  sous  le  signe  radical  est  donc  aussi  positive,  si  fc^  ^2 
est  négative. 
Le  second  terme  de  Pj  et  Pj  ®s* 

k,  k,k,y     k,k,    ^k,k,y  ^-^y  -^-)^j^'\-[y     'k,k,'  ) 


^"T 


A- 


La  quantité  l^Q  +  l^R  est  toujours  positive. 

Le  second  terme  de  F^  et  P^  est  donc  réel,  si  k^  k^  >  0,  et 
imaginaire,  si  i,  ^2  <  ^  •  ^^  racines  P,  et  P,  ^ont  par  conséquent 
réelles  pour  fc,  fc^  >  0  et  imaginaires  pour  fc,  A;2  <  0 . 

Le  second  terme  de  P,  et  de  P4  peut  être  écrit: 

lu,   rt/2 

on  a  de  môme  l^Q  —  V^R  <  0 . 

Il  paraît  donc,  que  les  racines  P^  et  P4  sont  réelles,  si  ij  fcj  <  0 
et  imaginaires,  si  k,k2  >  0 . 

Si  k,  k2  >  0 ,  les  plans  P,  x^  -h  a;4  =  0  et  Pj  ^3  -*-  x^^O  sont 
réels;  l'un  d'eux  donne  avec  0^  une  intersection  réelle,  qui  est 
le  lieu  des  points  d'inflexion  réels  finis  des  méridiens.  Il  dépend 
des  valeurs  relatives  de  fcj  et  ij  lequel  des  deux  plans  donnera 
l'intersection  réelle. 

Supposons  maintenant  que  les  constantes  k^  et  fcj  soient  toutes 
deux  imaginaires.  En  ce  cas  elles  sont  conjuguées  complexes;  soit: 

k,  =  a  -^  i  /i  ,    k2  =  ce  —  i  /i. 
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Le  premier  terme  de  P,,  P^,  P^i  A   devient 


Cette  expression  est  évidemment  toujours  réelle.   Ecrivons  le 
second  terme  de  Pj,  comme  plus  haut: 


12  '*'l'*'2 

alors  il  paraît  que,  puisque  la  quantité  j-—j—'=— :j^  est  toujours 

positive,  le  second  terme   de  Pj    et  de   Pj   est  toujours  réel,  et 
celui  de  Pj  et  de  P4  toujours  imaginaire. 
En  eflPet,  on  a  encore: 


donc 

l^Q—  i^B<  0. 

Etudions  à  présent  les  valeurs  de  Pj,  Pj,  P3,  P4  en  quelques 
cas  particuliers. 

r  Jki  H-Jk2=0: 

Les   plans   x.^  =  0    et   0:4  =  0    sont  harmoniquement  coujug 
aux  plans  x^  =  k^  x^  et  ^Cj  =  fcj  ^4  • 

En  ce  cas-ci  nous  avons: 

i 


^'  =  irK^-^''"^' 


Comme  il  se  laissait  prévoir  (puisque  ^j  à; 2  <  0),  les  racines  P^ 
et  P2  sont  imaginaires,  P3  et  P4  sont  réelles. 

Un  plan  0:3  =7nx4  coïncide  avec  le  plan  Px^  +0:4 ,  si  m^^  —  y  • 

Soit  la  constante  m  positive,  si  x^  =  rnx^   se  trouve  entre  les 
plans  iCj  =  0   et  ^4  =  0,   et  prenons  la  quantité  k^    positive,  le 
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point  B  se  trouve  alors  entre  les  points  ^  et  D.  Le  point  G  est 
au  dehors  du  segment  AD,  soit  du  côté  de  A,  soit  du  côté  deZ). 


C . oî^s-k/  X  % 


X  if.=0 


D 


FiG.  2. 

Supposons  que  le  point  C  est  situé  du  côté  de  A,  et  que  la  partie 
réelle  de  0^  se  trouve  entre  les  plans  x^  =  k2  ic^  (ou  x.^=  —  k^  x,^) 
et  «3  =  0,  et  entre  x^  ^k^  x^  et  Xi  =  0;  afin  qu'un  plan  x.^  ^rrwc^ 
ait  en  commun  avec  O3  un  cercle  réel,  il  faut  que 

soit    0  >  m  >  —  ^1  ,      soit    co>  m>  k^  . 

En  donnant  au  plan  l'équation  Px^  +  0:4  =  0,  on  a: 


soit     0  > 


->-k 


c-à-d.    00  >  P  >  -j^ 


1 


8oit    oo  >  — p  >  ^1  > 


-à-d.     0  >  P  >  — 


h. 


Or,  puisque  0  <  1/    —  3-1-2  l^^3<l,  P3  ne  satisfait  à  aucune 

des  deux  conditions,  tandisque  P^  satisfait  à  la  seconde. 

Le  plan  P^x^  -r  a;^  =  0  contient  donc  le  cercle  réel,  suivant 
lequel  H^  et  0^  se  coupent. 

Ici  les  points  d'inflexion  réels  du  méridien  sont  situés  sur  la 
branche  qui  contient  le  point  d'inflexion  à  l'infini. 

Pour  le  cas  en  question  nous  avons  montré,  comment,  ayant 
décrit  auparavant  la  forme  de  la  surface,  on  peut  trouver  lequel 
des  plans  Pk^z  h- 2:4  =  0  donne  l'intersection  réelle. 

2*^.  Maintenant  discussions  en  abrégé  le  cas  k^  =  2^2- 

Ici  les  plans  Xr^=0  et  x^—  fc,  x^  sont  harmoniquement  conju- 
gués à  2:4  =  0  et  0:3  =  ^2  ^4  (voyez  page  414). 

Nous  trouvons: 


428  LA  SURFACE  CUBIQUE  DE  RÉVOLUTION. 

P,  =  -^  (1^3  -h  ]/^3  +  2 1/3)  , 
^'=4;  ('^3-|/3  +  2i/3)  , 
P3  =  ]^ (- ^^3"+ i|X-3  +  2  1/3)  , 
P4  =  -^-(—ï^3'-i[/— 3+21/3)  . 

A; 
3°.   Si  À;,  =-0-,   les  plans  «^=0  eta;3=jk,  a;^  sont  harmoni- 

quement  conjugués  à  a'j  =0  et  Xj  =^2  ^»  (voyez  page  414). 
Il  vient: 

^>  =21;^*^^- 1/^^-^21/3)  , 

P*='^^(-^'^     i]/-3  +  2i/3). 

4^   Si   ^,=00,  le  plan  x^  =  k^x^   coïncide  avec  »,  =0;  nous 
trouvons:  P,  =  Pj  =  P3  =  P^  =  0. 
Tous  les  plans  PkX^  +  a;^  =  0  coïncident  avec  le  plan  d'infleiion. 
5^  Si  ik,  =0,  le  plan  x^  =^1  ^^  coïncide  avec  x^  =0. 

En  remplaçant  P  par l'équation 

se  transforme  en 


K  K 


En  substituant  àji  =0  on  trouve 

m^  (m —  -ô-*?2  )  ~^- 

Trois  des  quatre  plans  ont  coïncidé  avec  3:3  =  0. 

4 
Le  quatrième  plan  a  pour  équation;  2^3  =^^2  ^4 
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Puisque  k^=0  est  l'expression  analytique  pour  l'existence  d'un 
point  double  conique  (comme  il  sera  démontré  plus  tard),  et  que 
la  méridienne  a  donc  un  point  double,  cette  courbe  ne  contient, 
outre  le  point  d'inflexion  à  l'infini,  aucun  point  d'inflexion  réel. 

Ainsi  on  voit  que,  les  tangentes  du  point  double  étant  réelles, 
deux  points  d'inflexion  réels  et  quatre  points  imaginaires  coïncident 
avec  le  point  double  et  qu'il  y  a  encore  deux  points  d'inflexion 

4 
imaginaires  situés  dans  le  plan  x^  =  -q-  k^  x^ . 

6"".  Si  le  méridien  a  un  point  de  rebroussement  en      ^  _/%  >  on 

(  Xj  — 0 

a  (voyez  page  441):  /cj  =0  et  k^—G;  l'équation 

m*  -  i^^igtA^m»  +  2&,  fc,  m^  -  ^=  0 
se  réduit  à 

Tous  les  points  d'inflexion,  outre  celui  à  l'infini,  ont  coïncidé 
avec  le  point  de  rebroussement. 

§  5.    La  courbe  de  Catlet  du  méridien  et  la 
surface  réciproque. 

La  courbe  de  Cayley  est  de  la  troisième  classe;  nous  en  cher- 
cherons l'équation  en  coordonnées  tangentielles. 

Dans  le  plan  x,  =a;2  nous  prenons  pour  triangle  de  référence 
le  triangle  qu'il  a  en  commun  avec  le  second  tétraèdre  de  référence. 

L'équation  du  méridien  en  coordonnées  ponctuelles  s'écrit 

J7,  =  2  Ax^  Xi , 

U^  =80:3  —  2  (&,  -f-  fcj)  «3  «4  +  /Ci  k^  xl , 
Ui  =  Axl  —  (fc,  4-  k^)  xl  -f  2fc,  fcj  ^3  ^4  • 
La  conique  polaire  du  point  (z^^  z^,  z^)  a  pour  équation: 

2  Ax^  x^z^  -H  I  Saîg  —  2  (fcj  -H  ij)  ^3  ^%  "♦■  ^1  ^2  ^l\^z  '^ 

-H  \  Ax[  —  (i,  -h  k^  xl  H-  2*;,  k^  x^  x^[z^  =  0. 

L'équation  de  la  courbe  de  Hksse  est: 
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x,,\{kl  —  k^  k^  -^kDxl  -  fc,  ^2  (*i  -^  ^2)  ^3^4  ■+■  KK^l]'^ 

-h  4xJ[3  »3  —  (jfc,  -h  Jfej)a:J=U. 

L'intersection   de  la  courbe  de  Hesse  avec  la  droite  2^3=0  est 
composée  des  trois  points: 

i^3=0         ^0:3=0  ^     ^  (2:3=0  ^     ^ 

La   conique   polaire   du   premier   point   se   compose  des  deux 
droites  «j  =  0  et  ^4  =  0. 

L'équation  de  la  conique  polaire  du  deuxième  point  est 

k   k 
^  ^  t-"^  (fe    V  ifc  )  ^i  ^^  -^  ^^î  -  (*^«  -^  *2)  a^8  -^  2  fcj  fc^  X^  X,  =  0. 

Cette  conique  polaire  est  évidemment  dégénérée  en  les  deux 
droites  a^  et  ttj,  représentées  par  les  équations: 


2^x,  4-^^(fci -Ffej)  ^3  =  0 (a,), 


_  1/"^JL±A2  ^      .    2^î  *^2 


La  conique  polaire  du  troisième  point  a  pour  équation: 

-2A,^^^^~x,x,  ^  Ax\  -  {k,  -h/r^)^^  ^24,  fc2X3a:,  =  a 

Les  deux   droites  6,    et  62  dont  se  compose  cette  conique  soiil 
représentées  par 


—  Ax^-^^A{k,'^k^)x^=Q (6,), 

La  conique  polaire  du  point  («j  =  0, 24  =  0)  est 

3  ïg  —  2  (A,  +  ^2)  aîj  0:4  +  i-,  *j  a;J  =  0. 
Les  deux  composantes,  c,  et  Cj,  ont  pour  équations: 

3a;3-[*,  +k^-^k\-k,k^+kl\x,  =  Q.    (cj). 
Maintenant  choisissons  le  système  de  coordonnées  tangentielles. 
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En  prenant  le  même  triangle  nous  désignerons 

(35-,  =0  ,         ^ 

le  point    \    ^      ..     par  6.  =  0  , 


^z,=0 

n 

n 

n 

n 

(x,  =  0 

L'axe  a  pour  coordonnées 

h  = 

•0  ,     i,  =  0 

Vu  que  la  courbe  de  Cayley  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe, 
son    équation    ne    peut   contenir   des   puissances  impaires  de   l^  . 
L'équation  générale  de  la  courbe  de  la  troisième  classe  est 

&1U  t]  H-  &333  ^3  +  ^414  ^4  ■+-  3  6113  l^  k  -^  S  6133  li  l^  -h  3  bm  II  k  -^ 

-H  3  6144  hll-^  s  bm  llk-hS  6:344  ^3  ^4  -^-  6  biu  lilsk=^0  . 

Ici  les  coefficients  bm  ,  6133 ,  6144 ,  6134  de  t^ ,  lil^j  li  l^ ,  k  l^  l^  sont 
zéro  ;  de  sorte  que  l'équation  se  réduit  à  : 

bm  ^  +  6444  ^4  "+■  3  6118  l^ls  -h  Z  biu  l^k  +  ^  &334  ^3  ^4  +  3  6344  lsll  =  0  . 

Les  droites  qui  composent  des  coniques  dégénérées  sont  des 
tangentes  à  la  courbe  de  Cayley  (désignée  dans  la  suite  par  C'^)  ; 
leurs  coordonnées  doivent  donc  vérifier  Téquation  de  C^. 

Les  droites  x^=i) ,  Xi  =  0  ,  a^  ,  0^2  »  ^1  >  ^2  >  ^1  >  ^2  sont  toutes 
tangentes  à  C^. 

Il  nous  faut  d'abord  transformer  les  coordonnées  ponctuelles  en 
coordonnées  tangentielles. 

La  droite  ayant  pour  équation  en  coordonnées  ponctuelles 

A^x^  4-  ^3  0:3  4-  ^40:4=  0 
a  ses  coordonnées  tangentielles  liées  par  la  relation 

Ji_ ^ h_ 

JL^         -/a  3         -n.4 

En  efiet  l^x^  -\-l-^x^  -^^  l^x^  =  Q  est  la  condition  qui  exprime 
que  la  droite  {l^  ,  l^  ,  Z4)  passe  par  le  point  {x^  ,  x^  ,  2:4) . 

Il  est  clair  que  la  droite  x^  z=  0  a  pour  coordonnées  tangentielles 
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et  que  la  droite  Xi  =  0  est  désignée  par 

Les  valeurs  ig  =  0 ,  i*  =  0  doivent  vérifier  l'équation  de  CK 
Cette  condition  est  équivalente  à  celle,  suivant  laquelle  bm  soit 
zéro;  elle  est  donc  déjà  remplie. 

Les  coordonnées  i,  =  0  ,  /j  =  0  satisfont  do  même  à  l'équation 
de  C,  d'où  résulte  qu'on  a 

bu*  =  0 . 
Les  équations  de  a^  ,  a^ ,  6,  ,  b^  étant: 


x, 


'     ^      A      '    y^A{h,+k,)'     ' 


les  coordonnées  tangentielles  de  ces  droites  sont  données  par 

et  Z4  =  0 , (0,] 


M  _      ^3 


h  =  ^» — h (a  ] 

^         A  ^A  (jfc,  +  k^) 

-A=V^J^^,  «»'.  =  » W 

Jl_  =  ^3 _  k  (l   ^ 

-1       _|/K?K  2  fe,  ifc,        ' ^"»'- 

En  substituant  les  coordonnées  de  a,  et  de  6,  dans  l'équation 
de  C^,  nous  arrivons  en  tous  deux  les  cas  à  la  condition 

A  {k,  +  k^)  ^  A  (ifc,  +  k^)  6333  +  3^2  ^":4(fc^^^y  Jii8=0, 
d'où  il  résulte 

■m  /ui  I*      WO 

&U3  =  --3^p- 


LA  SURFACE  CUBIQUE  DE   RÉVOLUTION.  433 

En  substituant  dans  l'équation  de  C  les  coordonnées  de  a^   et 
de  &2}  ^ous  aurons 


^S^-^]/h±b.bs^-S. 


4Jfc   ifc 


2    72 


^       '  634.  =  0. 


En  ayant  égard  à  bus  = '«  .   '  bsss,  on 


2    t2 


Les  équations  de  Cj  et  de  c  2  étant 


3 «3  —  [^1  +  h-^  ^K—^i  ^2  +  ^ï] *4  =  0' 


3  Xj  —  [fc,  +  fcj  —  "^A;?  —  *:,  ^2  +  i:0  a;*  =  0, 
les  coordonnées  tangentielles  de  c,  et  de  c^  sont  données  par 

Les  coordonnées  de  c,  et  de  c^  étant  substituées  dans  l'équation 
de  C\  il  vient: 


27  6333+ 27  6331L— (*,  +  >t2)  -  ^^1  - -^1  ^2  +  C  +  9  &3U  [(*,  +  ^2) '  + 

+  2  (ifci  +  k^)^'^k,&^+kl  +  (kl  —  k,  /fc,  +  /tj]  =  0 
et 

276333+  27  6334[-(*l+*2)  +  ^^l—^i^i  +  ^l]  +^hsii[i^i  +^2^  — 
—  2{k^+k^)  ^^l—Jk,k^+kl  +  (kl  —k,i^  +  kl)]  =  0. 

En  soustrayant  ces  deux  équations,  on  trouve: 


—  2.27 bisi^kl  —  k,  k^  +  ^1+2  ASbsu{^i+k^)^kl  —  k^k^  +  ^1  =  0, 
d'où 


2 


61* 
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En  les  additionnant,  on  trouve 

2763a3— 276334  (*i -H  Aj)  H- 9  6344(*i  +  ^2)' ■+■  9  &344(^\  —  >t,  *2+i;)=0 
d'où 

3  6833—  3  (>fc,  -h  k^)  6;334  -H  (2  A^  4-  k,  k^  H-  2  >5-^  6341  =  0; 

ou,  parceque 

_  2 

6334 —     3~(     1    "+■^2/^344  1 
36333+   [(2^\  -H*i   >t2    +2*J)  —  2(^1    +*2)^]&â44  =  0. 

Cela  se  réduit  à 


donc 


^^""^1*2' 


Par  la  substitution  de  cette  valeur  dans 


'333 


cette  équation  prend  la  forme: 


d'où  résulte 


^   fC^  rCê  rC  ^  *T"  n.^ 


b„.  =  - 


'»"  3         Âktk^ 


En  résumé  nous  avons  obtenu  les  relations  suivantes: 

Om  —     3  jj.    jj.      O333 ,       O344  —  jj.    jj.     Osas; 
de  sorte  que  l'équation  de  C^  s'écrit: 

6333^3-3     3^-633.3^3-3-3- -gj^^ \l,+ 

»  2  (fe,  +  fea)        ^  3     ,     ,  ^=0 
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OU 

f^lk,  k,  (fc,  +  k,)  l,  +2{kl-k,  k,  +  kl)  ZJ- 

-Al,[k,k,ll-2{k,+k,)l,l,-Zfj  =  0. 

Cette  équation  en  coordonnées  tangentielles  a  le  même  aspect 
que  celle  du  méridien  en  coordonnées  ponctuelles. 

Du  point  k^  k^  (/Cj  -f-  k^)  Î3  h-  2  [k]  —  fcj  À;^  4-  kl)  k  =  0  partent 
trois  tangentes  coïncidantes  (l^  =  0,  ^4  =  0)  à  C^  ;  par  conséquent 
Taxe  est  une  tangente  de  rebroussement  et  le  point 

k,  k,  (k,  4-  k^)  Z3  4-  2  {kl  -  k,  k,  -h  kl)  h  =  0 

(avec  les  coordonnées  ponctuelles  données  par 

X   =0^  ^3 ^> \ 

\       2  \     1  2/  \    1  ~"^  '^1  ^2  '■l^ 

est  un  point  de  rebroussement. 

La  conformité  des  deux  équations  devient  encore  plus  grande, 
si  Ton  a 

k^  4-^2—0'  ^^  ^2=  —  ^1- 
En  ce  cas  l'équation  du  méridien  s'écrit: 

Ax^x^-h  x^  (xl  —  kl x])  =0, 
et  celle  de  C^  ; 

■^Z;Z4  4-Z3(Z;-pZ;)  =  0. 

Le  plan  x^  z=zx^  coupe  la  ligne  //  {x^  =0^x^  =  0)  en  un  point 
W,  qui  se  trouve  dans  le  milieu  du  segment  //. 
Soit  v^  la  distance  du  plan  x,  ==X2  à  /,  v^  sa  distance  à  /,  on 

aura  l^  =  -^— ^ — ?^,  si  le  même  signe  est  attribué  à  v,  et  à  ^2  en 

cas  que  leurs  projections  sur  IJ  soient  de  directions  inverses. 

Prenons  maintenant  un  système  de  coordonnées  tétraédriques 
tangentielles,  dont  le  tétraèdre  de  référence  coïncide  avec  le  second 
tétraèdre  de  coordonnées  ponctuelles. 

Désignons  les  sommets  I  {x^  =  0, 0:3  =  0,  x^  =  0),  /  (:c,  =  0,  x^  =  0, 
a;4  =  0),  D  (xj  =  0,  Xj  =  0,  x^  =  0),  A  {x^  =  0,  x^  =0,  x^  =0)  respective- 
ment par  Vj  =  0,  ^2  =  0,  ^3  =  0,  V4  =  0  ;  le  plan  x^  =  x^  aura  alors 
pour  coordonnées: 
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^3=0, 

Vi=0, 
et  0',  située  dans  ce  plan  aura  pour  équation: 

[^,  i,  {k,  +  k,)  V,  +  2  {kl-  k,  k,  +  ^5  t;J  ('^^*-) - 

—  Av^  {_k,  k^v\-2  {k^  +  k^)  vj  Vi  -  3t;3 =0, 
ou 

A"l  *2  V         Z         / 

OU 

Nous  avons  rintention  de  démontrer  que  cette  courbe  est  la 
section  du  plan  {Vi  =v2,v^  =  0,v^=0)  avec  la  surface  /2^,  repré- 
sentée par 

(Pvj  4-  Qv J  Vj  ^2  4- -4i;3  {vl  H-  JSvj  1/4  4-  Svl)  =  0. 

Afin  de  déterminer  Tintersection  d'un  plan  (v^  =^2,^3  =0,^4  =  0) 
avec  une  surface  donnée  par  une  équation  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  il  nous  faut  effectuer  l'opération  par  laquelle  on 
détermine  du  point  {x^  =  X2j  x^  =  0,  x^  =  0)  le  cône  tangent 
à  la  surface  représentée  par  la  même  équation  en  coordonnées 
ponctuelles. 

Une  droite  dans  le  plan  (i;,  =  Vj,  V3  =  0,  V4  =  0)  a  pour  équations: 

En  substituant  ces  expressions  pour  ^3  et  V4  dans 

(PV3  4-Qv4)Vi^2  -^  ^v^{vl-h  Rv^v^-^  Svl)  =  0  , 

on  trouve 

{Pa-^Qb)v,V2  -hAa{a^  -h  Rab  +  Sb^)(v,  —v^y^O 
ou 

Aa  (a2  4-  Rab  4-  Sb^)  vj4-  [(Pa  4-  06)  —  2Aaia^  4-  iîofe  4-  /S62)]v,«2  -*" 
-h  Aa  {a^  4-  Rab  4-  Sb^)  vl  =  0. 
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Cette  équation  f  en— ^)  a  deux  racines  égales,  si  Ton  a: 

N  I/o  / 


'2' 

.2 


\{Pa  +  Qb)  —  2Aa  (a*  -h  Rab  +  5&»)]-  4  [Aa  (a*  +  iîoft  +  iS**)]  =  0, 
c.  à.  d.  1°  pour  Pa+  Qb  =  0, 

2°  pour  {Pa  +  Qb)  —  A  Aa  (a^  +  Rab  +  Sb^)  =  0. 

En  remplaçant  a  et  6  par  les  valeurs  originales  — ~ —  et * — 

1  z  1  2 

on  obtient  les  conditions  suivantes: 
1*^  Pv^  4-  0^4  =  0, 

Pv^  -h  Qv^  =  0  est  réquation  du  point  de  rebroussement  de  la 
courbe  de  Cayley;  évidemment  ce  point  doit  être  considéré  comme 
élément  dégénéré  des  sections  de  la  surface  S2^  avec  les  plans 
passant  par  Taxe. 

L'autre  partie  de  la  section  est  formée  par  la  courbe  plane,  qui 
a  pour  équation  en  coordonnées  tétraédriques  tangentielles  : 

Il  paraît  que  cette  équation  est  celle  de  la  courbe  de  Cayley 
appartenant  au  méridien  dans  le  plan  (y^  -ri;^,  Vj  =  0,  v^  =^0)- 

Cette  courbe  est  donc  l'intersection  d'un  plan  passant  par  l'axe 
avec  la  surface 

{Pv^  4-  Qv^)Vi  v^  —  Av.^  {vl  -h  Rv^  v^  4-  Svl)  =  0 

ou 

|_(^l   +  ^2)  «3+2  j^j V^  J  V,  v^  + 


"2 


Avt 


h^    M2  ^^"*''fe7F."0=Q' 


Nous  allons  démontrer  que  celle-ci  est  de  même  une  surface  de 
révolution. 

Pour  cela  nous  devons  prouver  qu'un  plan  passant  par  (v,  =0, 
v^^O)  a  en  commun  avec  Si^  trois  cercles  concentriques  (12^  étant 
du  sixième  degré),  ou  bien,  que  les  points  7  et  /  sont  des  points 
triples  de  la  surface,  et  que  toutes  leurs  tangentes  aux  courbes 
d'intersection  des  plans  normaux  à  l'axe  ont  coïncidé  avec  les 
lignes  isotropes  de  ces  plans. 
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Les  trois  droites 

»!   1C2 
i  A/ 1     *T"   iC  n   ^~~  A/,  ^~~  a/ 1    AC ft    ~\~    iC^j  f, 

'"'-  -^ — - — kX "' 

se  trouvent  sur  12^  et  s'entrecoupent  en  v,  -—0. 

J  est  donc  un  point  triple  de  ii^.  De  la  même  manière  on 
démontre  que  J  Test  aussi. 

Une  droite  dans  le  plan  (v^  =0,  V2=  0,  v^  —  çv^  =  0)  normal 
à  Taxe  sera  représentée  par: 

Cette  droite  sera  tangente,  si  deux  des  trois  plans  tangents 
passant  par  elle  ont  coïncidé. 

On  peut  exprimer  cette  condition  en  substituant  les  formules  (1\ 
dans 

{Pv^  +  0^4) '^1  V2  -H  Av^  (vl  H-  Rv^  v^  -h  Svl)  =0 

et  en  cherchant  le  discriminant  de  cette  équation. 
Ce  discriminant  sera  de  la  forme  suivante: 

En  substituant  dans  cette  expression  les  valeurs  de  a  et  de  ji, 
données  par  les  formules  (1),  on  trouve: 

(pv[vl  +  t'o\'d:^{v.^  -qv^y-^i\^v^V2{v^  -qv^y'^to{v^  -  gvj*^  =0...(2) 

Il  est  clair  que  cette  équation  représente  la  courbe  (w^)  d'inter- 
section de  il^  avec  le  plan  {v^  =0, 'Wj  =0, '^3  =5^4)  en  coordon- 
nées tétraédriques  tangentielles.  Elle  est  de  la  sixième  classe. 

(Remarquez  Tanalogie  avec  Téquation  du  cône  tangent  mené  à 
O3  du  point  (a;,  =  0, 0:2  =  0,0:3  =  gajj  situé  sur  Taxe.) 

La  droite  d'intersection  d'un  plan  tangent  à  co^  avec  le  plan 
dans  lequel  se  trouve  cette  courbe  sera  tangente  à  w^. 

Les  six  tangentes  qu'on  peut  mener  de  /  à  œ^  résultent  de  la 
substitution  v^  —0  dans  Téquation  (2);  on  obtient: 

{V:^—qv^Y=0\ 

la  droite   {v^  =  0,  ^3  =  çî;^),   c.-à-d.   la  droite  qui  joint  le  point 
v^  ^  qv^    avec  /  est  une  tangente  sextuple  à  w^.   De  la  même 
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manière  on  prouve  que  la  ligne  qui  joint  /  au  point  d'intersec- 
tion de  Taxe  avec  le  plan  de  <o^  est  une  tangente  sextuple. 

Considérant  d'ailleurs  que  I  et  J  sont  des  points  triples  de 
i23,  donc  aussi  de  w^,  on  en  conclut  que  ]a  courbe  w*  est  com- 
posée de  trois  cercles  concentriques,  ce  qui  était  à  démontrer. 

Il  en  résulte  que  S2^  est  une  surface  de  révolution  ayant  pour 
axe  la  ligne  {v^  =0,v^  =0),  c.-à-d.  Taxe  de  O3.  S2^  a  la  même 
forme  en  coordonnées  tangentielles  que  O3  en  coordonnées  ponc- 
tuelles. 

Les  plans  {v^  —0^v^=  0,  v^  =  0)  et  (v^  =zO,v^=  0,  v^  =  0)  sont 
des  plans  tangents  doubles  imaginaires. 

Les  trois  plans  tangents  à  X2^  passant  par  (v^  =0,^2  ^^^)  sont 

(  t/  =  0 '  (  ^3  -h  .^__tii_t^tJ:Li^^       v,  =  o' 


/  le  *     "i      le n    —"  le.  a/j    IC^     T~ 

/U|      IC  A 

Ceux-ci  coupent  Taxe  en  les  points 


fc 


V.  =0 


'♦ 


Vj  =  0  c.-à-d. 


D         x,=0  ) 


V3  +  -'  _^__J:i^ ^":iJ.-  2  v^  =  0 


A/|        i"    IC n     ~l  ICy    """    A/|      A/ 2     "•"    f^cf  _ 

iCj    IC2 

<\^  a;,  =0 
c.-à-d.  H^ 


\    IC^ICn  1^1     '    «'2  "^  1  ~""      1      2  2 


1/7.2 


t,,  +  ^ J L  J Lv,  =  0 , 

a;,  =0 


c.-à-d.  H 2 


I  _^ g*^ . ^.  / 

\    fc,  ^2  ^2    -^-   *^2  —  ^^!  —  fc,  ^2   "^  ^2    ^ 
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L'un  des  points  de  rencontre  avec  l'axe  est  donc  le  point  D, 
qui  se  trouve  dans  le  plan  d'inflexion. 

Les  trois  autres  points  d'intersection  de  12^  avec  l'axe  sont 
unis  dans  le  point  de  rebroussement. 

La  droite  (^3  =0,  v^  =0)  (c.-à-d.  l'axe)  est  entièrement  située 
sur  12^.  Chaque  plan  par  l'axe  est  plan  tangent;  ce  qui  est  en 
concordance  avec  la  propriété  suivant  laquelle  la  première  surface 
polaire  de  chaque  point  de  (a;3  =  0,  «4  =  0)  est  dégénérée  en  deux 
plans,  dont  l'un  passe  toujours  par  l'axe.  En  effet  on  peut  consi- 
dérer la  surface  réciproque  comme  l'enveloppe  des  premières 
surfaces  polaires  de  O3  qui  sont  dégénérées  en  des  cônes  (ou  en 
des  couples  de  plans). 

Évidemment  l'axe  est  dualistiquement  conjugué  à  la  ligne  à 
l'infini.  Le  point  de  rebroussement  sur  l'axe  est  dualistiquement 
opposé  au  plan  d'inflexion. 

Sur  la  surface  réciproque  S2'^  sont  situées,  tout  comme  sur  O3, 
27  droites.  Neuf  d'entre  elles  sont  unies  dans  l'axe, 

3  dans  la  ligne  (v^  =0,^3  =0)^DJ,  3  dans  la  ligne  (v^ =0,  V3=0)=2)J, 

^       n       n        n  ^\J^j^      n       n        n  -"i«'> 

3       w       »         n  H^IjO       „       „        „  U^J. 

Si  k^  •+-  ^2  =0,  l'équation  de  O3  s'écrit: 


et  celle  de  i2*^ 


Ax^  «2  x^  +  2:3  {xl  —  kl  xl)  =  0, 


—  jv.v^v,  ^v^{vl  —  Y''^l)  =  0. 


Ici  V4  =  0  est  l'équation  du  point  de  rebroussement,  qui  coïn- 
cide donc  avec  le  point  A.  Aussi  A  est  {A  et  D  étant  harmoni- 
quement  conjugués  k  B  et  C)  le  pôle  du  plan  d'inflexion.  En  ce 
cas  le  point  de  rebroussement  et  le  plan  d'inflexion  sont  conjugués 
l'un  à  l'autre  non  seulement  dualistiquement,  mais  encore  polaire- 
ment.  En  général  la  correspondance  dualistique  est  identique  à 
la  correspondance  polaire,  quand  les  points  A^  B,  C,  D  forment 
un  quaterne  harmonique. 

§  6.    Points  singuliers. 

La  surface  O3  a  un  point  double  conique  en  -4,  soit  qu'on  pose 
k^  =0  ou  k2  =  0. 
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Si  fcj  =rO,  réquation  devient: 

Ax^  X2  x^  4-  xl  («3  —  ^2  ^4)  ~  ^• 
La  première  surface  polaire  de  -4  a  pour  équation: 

Ax^  X2  —  ^2  ^s^^O- 

Elle  est  donc  un  cône  quadratique  de  révolution. 

Ce  cône  coupe  O3  trois  fois  suivant  AI  et  trois  fois  suivant  AJ. 

L'équation  de  H^  s'écrit: 

AXi  X2  (3X3  —  k2  Xs^)  4-  kl  xl  Xi^  =  0. 
Les  quatres  plans,  où  se  trouvent  les  intersections  de  H^  avec 
O3,  sont  représentés  par 

x^  =mi  x^,  «2  =  ^2^4»  ^z  =  '^2^kJ  ^3  =m4»4, 
si  mi,  mj,  m3,  m^  sont  les  racines  de 

^4_iL*liJl^  ^3  4-2Jfc,  Jfc^m^ y^  =  0. 

En  substituant  àjj  =0,  on  obtient: 

4 

de  sorte  que 

mi  =  m2  =  ^3  =  0,  m^  =  ô  ^2 • 

Ce  résultat  a  déjà  été  déduit  page  428. 

Dans  la  supposition  h^=0  Téquation  de  12 ^  devient: 

2  kl  v^  v^v^  +  3  Av^  vl  H-  2^2  Avl  'y^  =  0 , 

ou 

A  3 

^4  bi  ^2  -^  y-  ^3  («^3  +  ÔT"^*)^  -^' 

K/n  Xé   n*  2 

Il  paraît  que  la  surface  Si^  s'est  décomposée  en  le  point  double 
A  (v^  —  0)  et  en  une  surface  quadratique  de  révolution. 

Si  le  méridien  a  un  point  de  rebroussement  en  ^,  on  a 

Alors  l'équation  de  O3  s'écrit: 

Ax^  X2  x^  4-  «g  =  0. 

62* 
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La  première  surface  polaire  de  A  est  ici  représentée  par 

»,  a;2=0 

et  est  donc  composée  des  deux  plans  isotropes  passant  par  Taxe. 
Evidemment  le  point  A   est  biplanaire.   Ainsi  O3  a  trois  pointe 
biplanaires  et  est  pour  cette  raison  de  la  troisième  classe. 
En  ce  cas  la  surface  de  Hksse  a  pour  équation: 

elle  est  donc  dégénérée  en  les  quatre  faces  du  tétraèdre  de  coor- 
données. 

L'équation  de  il^  se  réduit  à 

v^  v\  =  0. 

Par  conséquent  il^  est  dégénérée  en  trois  points,  dont  l'un  coïq- 
cide  avec  D  et  les  deux  autres  avec  le  point  biplanaire  A. 

Vu  que  la  coïncidance  de  -4,  j5,  C  est  un  cas  particulier  de  la 
position  harmonique  de  -4,  jB,  C,  Z),  la  correspondance  dualistique 
est  ici  identique  à  la  correspondance  polaire. 


§  7.    Faisceanx  de  surfaces  cnbiqnes  de  réYolution. 

Prenons  pour  courbe  de  base  la  courbe  gauche  du  neuvième 
degré  qui  se  compose  des  sept  droites  de  la  surface  cubique  de 
révolution,  dont  la  ligne  à  Tinfini  des  plans  normaux  à  Taxe 
compte  pour  trois  ;  en  ce  cas  le  faisceau  que  nous  pouvons  mener 
par  cette  courbe  de  base,  a  pour  équation: 

En  effet,  les  équations  d'aucune  des  droites  situées  sur  une 
surface  de  ce  faisceau  ne  contiennent  la  quantité  A. 

Tous  les  éléments  de  ce  faisceau  ont  de  plus  en  commun:  le 
plan  d'inflexion  {x^  =  0)  et  Taxe  {x^  =  0,  x^  =0). 

Aussi  tous  ces  éléments  coupent-ils  Taxe  en  les  mêmes  trois 
points,  et  bien  en 

Xj  =0     ,  x,  =0  /  a;,  =0 

x^  =  0  ,     x^  =  0        ,  U^  =  0        . 
[  x^'=0     f  «3  =  À:,  a:^     (  2^3  =  ^2  ^4 
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La  surface  de  Hesse  appartenant  à  un  seul  exemplaire  est 
composée,  outre  du  plan  d'inflexion  {x^  =  0),  de  la  surface  cubique 
de  révolution  JÎ3,  qui  a  pour  équation: 


—  k^  k^  {k^  -h  k^)  X2  x^  -^k^k^x^']  =  0. 

Évidemment  les  surfaces  H^  appartenant  aux  surfaces  O3  font 
aussi  partie  d'un  faisceau,  et  bien  d'un  faisceau  projectif  à  celui 
des  surfaces  O3. 

L'intersection  d'une  surface  O3  avec  la  surface  correspon- 
dante H^  se  compose  outre  de  la  ligne  à  l'infini  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe,  de  quatre  cercles  situés  dans  les  quatre  plans 
Pi  2:3  +  a;^  =  0,  P2  2:3  H-  «4  =  0,  P3  2:3  -h  «4  =  0,  P^  0:3  4-  a;,  =  0, 
où  Pj,  ^2»  ^3>  ^k  sont  les  racines  de  l'équation 

'^i  «^2  k^  k^  k^  k. 

Dans  cette  équation  X  ne  figure  pas. 

Les  surfaces  O3  coupent  donc  les  surfaces  JÎ3  suivant  des 
cercles,  qui  se  trouvent  dans  quatre  plans  fixes. 

Les  quatre  plans  ^1X3  +  a;^  =  0  etc.  peuvent  être  considérés 
comme  remplis  de  toutes  les  courbes  spinodales  du  faisceau. 

La  surface  H.^  de  la  surface  x^x^x^^  est  représentée  par 

x,X2  \Sxr,  -  (k^  -hk^)x^\  =  0. 

La  surface  H^  de  la.  surface  x>^  (x^  —  i,  x^)  («3  —  k,^  x^)  =  0 
a  pour  équation: 

ik,  -hk,'\'i{k,-k,)\^'S       _      I 

*  9  Jr~1r  3  ^4 


k,  +  k,-i{k,-k,)\^3       _      (_Q 


Comme  nous  venons  de  remarquer,  la  ligne  à  l'infini  des  plans 
perpendiculaires  à  Taxe,  considérée  comme  partie  de  la  courbe 
de  base,  compte  pour  trois. 

Vu  que  tous  les  éléments  de  ce  faisceau  ont  en  commun  le 
plan  d'inflexion,  nous  devons  nous  imaginer  que  la  ligne  à 
l'infini  a  résulté  de  la  coïncidence  de  trois  lignes  du  plan  d'in- 
flexion et  nullement  de  la  coïncidence  de  trois  lignes  qui  ne  se 
rencontrent  pas,  comme  c'est  le  cas  dans  le  faisceau  que  nous 
allons  traiter  à  présent. 
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Le  faisceau  en  question  en  est  un  de  surfaces  cubiques  de 
révolution,  auquel  nous  donnons  Téquation  suivante  par  rapport 
au  premier  système  de  référence: 

©Xj  X^  «3  4-  BXy^  X^  Xt^  -f  X^  Xj^  {x^  —  Icxi^)  =  0. 

C'est  encore  ici  que  tous  les  éléments  du  faisceau  ont  en  commun 
la  courbe  gauche  du  neuvième  degré  formée  des  sept  droites 
qui  se  trouvent  sur  une  surface  cubique  de  révolution.  La  ligne  à 
rinfini  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  compte  encore  pour  trois. 
Elle  n'a  pas  dans  le  cas  actuel  résulté  de  trois  droites  situées  dans 
un  même  plan,  mais  au  contraire  de  trois  droites  qui  ne  se  rencon- 
trent pas,  car  ici  le  plan  d'inflexion  0x^  -h  jBa;^  =0  est  variable. 

Évidemment  les  divers  plans  d'inflexion  forment  un  faisceau 
projectif  au  faisceau  des  surfaces  cubiques  de  révolution. 

La  surface  de  Hesse  est  composée,  outre  du  plan  d'inflexion, 
de  la  surface  H^  : 

{0x.  -^  Bx^){x\  —  1cx^  x^  -{-  Tc\x\)  —  0  {eh  -^  2  B)  x^x^x^  '\' 
+  B{^0k'h  B)x^x^x^=0 

(voyez  page  415). 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  0. 

A  une  seule  surface  H^  appartiennent  donc  deux  surfaces  0^ 

La  courbe  spinodale  (parabolique)  d'un  élément  du  faisceau  est 

située  dans  les  quatre  plans  x^  -^  p^  x,^  =  0  etc.,  si  p^  etc.  sont 

les  racines  de 

0^p^  —  4:B0p^  -6B0kp^  —  4:B0k^P'i'B^k^  =  O..{a) 
(voyez  page  417). 

La  surface  lieu  de  toutes  les  courbes  paraboliques  du  faisceau 
est  représentée  par  une  équation  qui  résulte  de  l'élimination  de 
0  dans: 

0Xi  x^  x-^  H-  Bx^  X2  a?4  +  x^  x^  (»3  •—  fcc^)  =  0 
et 

{0X:^  -h  Bx^)  {xl—  kx.^  x^  -i-  k-  xl)  — 

—  0{0k'i'2B)x^x.^x^-i'B{20k-hB)x^x^x^  =  O. 

On  obtient: 

Xi^  {x^  —  kx^)  [SB^x^xl  —  4Bkx^  x^  x^  x^  4-  2Bx^  X2  x^^xll^O- 

Cette   surface   du   sixième   degré   se   compose   donc   des 
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x^  =  0,  iCj  —  fcc^  =  0,    et   de   la  surface  biquadratique   0^    qui  a 
pour  équation 

3  B^  xlxl  -  i  Bk Xj  «2  ^3  x^  -4-  2  jB x^  x^  x^  ~  a;^  =  0. 

Le  résultat  obtenu  aurait  pu  se  déduire  de  la  forme  de  l'équa- 
tion (a),  étant  biquadratique  en  'p  et  du  second  degré  en  0,  ce 
qui  montre,  qu'une  seule  valeur  de  p  détermine  deux  valeurs  de 
0,  ou  bien:  que  dans  un  seul  plan  x-^  -^V^\  =  0  sont  situées  les 
parties  de  deux  courbes  paraboliques,  savoir  deux  cercles  et  la 
ligne  à  l'infini  comptée  deux  fois.  Les  deux  cercles  forment  la 
courbe  d'intersection  0^  avec  le  plan  ajg  -t- jpa;4  =  0;  la  ligne  à 
l'infini  comptée  deux  fois  résulte  des  plans  ^4  =0  et  x^  — Aîa;^  =  0. 

Le  faisceau  de  surfaces  cubiques  de  révolution  qui  peut  être 
représenté  par  rapport  au  premier  système  de  coordonnées  par 

{Ax-^  -f  Bx^x^  x^  4-  x\x^  —  ,aa;3  a;^  =  0 

contient  toutes  les  surfaces,  qui  ont  en  commtm 

1°  quatre  des  six  lignes  isotropes, 

2"*  la  ligne  à  l'infini,  qui  ici  compte  pour  cinq. 

Trois  des  cinq  lignes,  dont  cette  ligne  a  résulté  se  trouvaient 
déjà  dans  le  plan  d'inflexion,  car  c'est  un  plan  commun  à  toutes 
les  surfaces  du  faisceau. 

Les  surfaces  cubiques  de  révolution  de  ce  faisceau  coupent 
évidemment  l'axe  en  un  seul  point,  de  situation  variable. 

La  première  surface  polaire  du  point  {z^  :=mz^^  2J3  =  0,  z^  =0) 
est  représentée  par 

(xj  H-  m  x^)  {Ax^  -^  B  x^)  =  0. 

Cette  expression  ne  contient  pas  ^,  de  sorte  qu'un  point  de  la 
ligne  à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe  a  la  même  première 
surface  polaire  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  de  ce  faisceau. 

Etudions  enfin  le  faisceau  syzygHique.  ^) 

Le  faisceau  syzygétique  a  pour  courbe  de  base  la  courbe  para- 
bolique. Evidemment  il  est  déterminé  par  les  surfaces  O3  et  JÎ3, 
et  peut  donc  être  représenté  par 


')  L'étude  du  faisceau  syzygétique  a  été  ajouté  au  mémoire  original  à  Tavis 
de  M.  P.-H.  SoHOUTE,  professeui*  à  TuDiversité  de  Groningue. 
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A  [^  X^  X2  X^  -h  xl  -    (fcj   4-  ^2)  xl  X^   H-  *?!  ^2  ^3  ^!  ]   + 

+  [Ax^  x^  !3a;3— (fc,  -hfci)^?^!  +^4  K^i  —  *i  *^2  -^*^2)^3"~ 

—  fcj  Àîj  (À^i  H-  ^2)  X3  a;^  H-  fcj  À:.J  .r^  !]  =  0 
ou  par 

À  O3  H-  fl^3  =  0. 

La  surface  qui  a  pour  équation 

N,^{k,  -h  ^2)  03+^3=0 

est  aussi  un  élément  du  faisceau. 

En  évaluant  la  forme  symbolique  (fcj  -h  ^2)  ^3  "+"  ^3  on  obtient 
pour  l'équation  N^^=0: 

N^^SAx^X2X^  -h  {k^  -h  ^2)  xl  —  3k^  k^  x^  x^  h-  kl  kl  j;^  =  0. 

Dans  la  suite  nous  désignerons  la  surface  générale  de  ce  fais- 
ceau par  O3.  La  surface  de  Hrssk  appartenant  à  O3  est  composée 
du  plan  d'inflexion  de  O3  et  dune  surface  cubique,  qui  sera 
désignée  par  h.^. 

La  surface  ^3  appartenant  à  la  surface  N^  est,  comme  le  montre 
le  calcul,  identique  à  la  surface  O3. 

On  peut  aussi  représenter  le  faisceau  syzygétique  par 

ou 

O3  ^  [3  Ax^  X2  x^  4-  (À;,  -h  Àîj)  ^8  —  3^1  ^2  ^3  ^4  "•"  ^1  ^2  ^4  ]  ^ 

+  filAx^  X^X^  -t-ajg  —  (fcl   4-fc2)«8^4  +  ^^1   fc2^3^!]=0-     •  (1) 

L'équation  de  ^3  correspondant  à  O3  s'écrit: 
h^=Ax^  X2  [|3^3  4.9^2(/i;^  4./^^)  ^  27 fik^  k^lx^  -h 

'^{Sx,^i^x,)l\fi^{kl-k,k,'^kl)^Zixk,k2{k,^k2)^9klkl^^^^^ 

—  j^2^,   fc2(*^l    -^-^2)  -^12^i:ifc2-h9(Jfci    +ifc2)^î*2l^3^4 

-hi/*2fc^A:^H.3^fcjA:^(fe^  4- ^2)  +  9  ^î  ^S  l]  =  0..  •  (2) 

On   voit  qu'il  y  a  une  correspondance  (1,3)  entre  les  surfaces 
O3  et  les  surfaces  h^. 
Une  seule  surface  O3  détermine  une  seule  surface  ^3. 
Une  seule  surface  ^3  appartient  à  trois  surfaces  O3. 
Dans  cette  correspondance,  il  y  a  quatre  coïncideBices.  Il  arrive 
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donc  quatre  fois,  qu'une  surface  O3  coïncide  avec  la  surface  con- 
juguée ^3. 

En  ce  cas  les  coefficients  de  O3  =  0  doivent  être  proportionnels 
à  ceux  de  ^3  =  0,  de  sorte  que 

SA 


..(3) 

d'où 

M*  -H  4  (ifc,  +  k^)  f*^  +  18  k^  k^  ^î  -  27  jfcj  ifc'  =  0    .  . 

.(4) 

3 
En  posant  (i=:-p  ,  nous  obtenons  : 

6              Mk,+k,)            3    _ 

"^   Kkj     kiki  "^  i:^:-'  •••• 

.(5) 

Cette  équation  est  identique  à  Téquation  (4)  du  §  4.  Elle  donne 

les  quatre  valeurs  Pj,  Pj»  ^3>  ^k  dans  les  expressions  P,  2:3  4-  «^  =0 

etc.    pour   les  plans  contenant  la  courbe  spinodale  de   0 3  et  de 

toutes  les  surfaces  du  faisceau  syzygétique. 

3  3  3  3 

Nous   verrons   que  ^^  =  ^ ,  fi^  =  p   >  .'^a  =7r  >  f*k~  W  ^^^* 

^1  ^2  ^3  ^4 

les  paramètres  des  surfaces  O3  qui  ont  coïncidé  avec  leurs  conju- 
guées ^3.  Ces  surfaces  seront  désignées  par  (oh). 
Le  plan  d'inflexion  de  O3  a  pour  équation: 

Zx^-h  f*x^=0 (6) 

Les  plans  d'inflexion  des  surfaces  (oh)  sont  donnés  par  P^x^-^x^—0 
etc.;  ce  sont  donc  les  plans  de  la  courbe  parabolique,  désignés 
dans  la  suite  par  tv^,  n^,  n^^  Ut^. 

Dans  une  surface  {oh)  le  plan  d'inflexion  a  donc  coïncidé  avec 
un  plan  n. 

En  considérant  la  méridienne  de  (o^),  nous  voyons  que  la 
tangente  du  point  d'inflexion  à  Tinfini  passe  à  la  fois  par  deux 
autres  points  d'inflexion,  ce  qui  n'est  possible  que  si  la  méridienne 
est  composée  de  cette  tangente  d'inflexion  elle-même  et  d'une 
conique. 

Par  conséquent,  les  surfaces  {oh)  sont  dégénérées  en  Fun  des 
plans  71  et  une  surface  quadratique  de  révolution. 

Puisque  Féquation  (5)  (voyez  p.  425  et  426)  a  toujours  deux  racines 
Archives  viii.  63 
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réelles  et  deux  imaginaires,  deux  des  surfaces  {oh)  ont  un  para- 
mètre réel,  les  deux  autres  ont  un  paramètre  imaginaire;  ces 
dernières  surfaces  sont  donc  elles-mêmes  imaginaires. 

Une  surface  O3  du  faisceau  syzygétique  est  dégénérée,  si  le 
premier  membre  de  l'équation  O3  =0  est  divisible  par  Sx^  ^MX^, 
donc  si  l'expression 

\{Jc^-^k2)-^H'\xl—  \Sk^  k^  4-^(fc,  '^k^)\x\x^'^tik^k^x^x\  -^Ic^klx^ 

contient  le  facteur  3  0:3  -+-  ^x^. 

Cette  condition  s'exprime  par  une  équation  en  /«  résultant  de 
rélimination  de  x^  et  de  x^^  et  qui  s'écrit: 

^*  4-4(ifci  4- Jfcj)^^  -h  ISifci  ik^iu^  —27  Jfc'Jfc2  =  0; 

elle  est  conforme  à  l'équation  (4). 

Il  s'ensuit  qu'il  y  a  dans  le  faisceau  syzygétique  quatre  éléments 
dégénérés,  qui  sont  en  outre  identiques  aux  surfaces  {oh) 

Le  raisonnement  précédent  nous  a  servi  à  démontrer  que,  outre 
les  surfaces  [oh),  il  n'y  a  pas  d'autres  éléments  dégénérés. 

Chaque  élément  du  faisceau  coupe  l'axe  en  trois  points  Aj  B,  C, 
Or  les  ternes  de  points  A,  B,  C  de  toutes  les  surfaces  du  faisceau 
forment  évidemment  une  involution  du  troisième  degré  et  du 
premier  ordre  (J3). 

En    représentant   un    point   sur   l'axe  par   le   quotient -=*  =  X, 
l'équation  de  l'involution  devient: 
[{k,  ^k^)X'-3k,  k^X^  -hjfc;  Jfc;5]-h^[X3--(jfcj  +]c^)X^  +^^^2X1=0  ..  (7) 

Les  quatre  points  doubles  de  cette  involution  sont  situés  dans 
quatre  ternes,   dont  les  paramètres  sont  les  racines  de  l'équation 

^*  H-4(Jfc,  +  k^)i^^  4-  \9>k^k^ii^-21k\kl~Q^ 

qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  (7). 

C'est  encore  l'équation  (4). 

Nous  voyons  que  les  surfaces  où  deux  des  trois  points  de 
rencontre  avec  l'axe  ont  coïncidé,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  surfaces  douées  d'un  point  conique  sont  identiques  aux 
surfaces  {oh). 

Ainsi  les  quatre  surfaces  {oh)  jouissent  des  propriétés  suivantes: 

V.    Elles  sont  dégénérées  en  un  plan  n  et  une  surface  quadra- 
tique de  révolution  ; 
2°.    Elles  ont  un  point  conique; 
3°.    Elles  coïncident  avec  leurs  surfaces  conjuguées  ^3. 


LA    SURFACK   CUBIQUE   DE   RÉVOLUTION.  449 

Nous  en  concluons  qu'il  y  a  deux  cas  possibles: 

a)  Le  point  conique  se  trouve  dans  la  partie  plane  tt,  ou  en 
d'autres  termes:  la  surface  quadratique  de  révolution  est 
tangente  au  plan  ji; 

b)  Le  point  conique  se  trouve  hors  du  plan  n,  c.-à-d.  que  la 
surface  quadratique  est  un  cône  de  révolution. 

Nous  allons  démontrer  que  seulement  le  cas  b)  se  présente. 

I^es  douze  points  d'intersection  des  quatre  surfaces  (oh)  avec 
Taxe  sont  donnés  par  une  équation  5'io  {X}  =  0,  du  douzième 
degré  en  X,  qu'on  obtient  en  substituant  dans  l'équation  (4) 
l'expression  : 

_      {k,  ^k,)X^  -^^k.k^X^+klkl 
^  "■  ~  ~X~^—{k,  H-  k^)~X~^  4-  k,  k^  X'' 

Les  quatre  points  D  des  surfaces  (oh)  sont  déterminés  par  une 
équation  A^  [X)  =  0,  du  quatrième  degré  en  X,  qui  résulte  de  la 
substitution  de 

dans  l'équation  (4). 

Puisque  les  points  D  de  ces  surfaces  {oh)  sont  situés  sur  les 
surfaces  {oh)  elles-mêmes,  et  qu'ils  comptent  au  nombre  des  douze 
points  mentionnés,  la  forme  '^ij(A')  doit  être  divisible  par  A^  (X), 
de  sorte  que  l'on  a 

La  constitution  de  JI^  {X)  doit  apprendre  lequel  des  deux  cas 
a)  ou  b)  est  réalisé. 

Pour  le  cas  a)  :  si  le  point  conique  se  trouve  dans  le  plan  n,  l'ex- 
pression 7/g  (X)  doit  contenir  un  facteur  a^  (X). 

Pour  le  cas  6):  si   le   point   conique  se  trouve  hors  du  plan  n, 
la  forme  Y/g  {X)  doit  être  un  carré  complet. 

Le  calcul  montrant  que  le  dernier  cas  se  présente,  on  en  conclut 
que  les  surfaces  (ofe)  sont  composées  d'un  plan  tt  et  d'un  cône 
quadratique  de  révolution. 

Supposons  que  de  l'équation  (5)  les  racines  Pj,  F.^  soient 
réelles,  P.^,  I\  imaginaires;  en  ce  cas  les  paramètres  .a,,  ti^  donnent 
les  surfaces  {oh)  réelles,  les  paramètres  i^.^,  ii^  les  surfaces  {oh) 
imaginaires. 

Soit  I\x^  -ï-  x^^O  le  plan  ji^,  qui  contient  la  partie  réelle  p^ 

63* 
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de  la  courbe  parabolique,  le  plan  réel  n^  contiendra  alors  une  partie 
imaginaire  {p^)  de  cette  courbe.  Si  le  plan  d'inflexion  coïncide 
avec  TT^,  le  cône  doit  avoir  le  sommet  hors  de  tt,  et  contenir  la 
partie  p^  dans  le  plan  tc^.  1\  parait  donc  que  le  cône  est  imagi- 
naire, ayant  le  sommet  réel  et  la  directrice  imaginaire. 

Si  le  plan  d'inflexion  coïncide  avec  n^^  le  sommet  du  cône  se 
trouvera  hors  de  tij»  ^*  ^^  ^^^®  contiendra  la  partie  réelle  (pj 
en  71  ^\  il  s'ensuit  que  le  cône  est  réel.  Si  le  plan  d'inflexion 
coïncide  avec  n^  (ou  avec  ttJ,  le  sommet  du  cône  se  trouve  hors 
de  7^3  (ou  de  ttJ;  le  cône  doit  contenir  la  partie  réelle  pi  en  n^ 
et  la  partie  imaginaire  p^  dans  le  plan  réel  n.^  ;  il  ne  peut  donc 
pas  être  réel,  quoi(ju'il  passe  par  un  cercle  réel  (p,)  On  en  con- 
clut que  le  sommet  du  cône  doit  être  imaginaire. 

On  voit  que  deux  des  quatre  surfaces  sont  entièrement  imagi- 
naires, que  la  troisième  se  compose  du  plan  n^  et  d'un  point 
isolé,  tandis  que  la  quatrième  est  formée  du  plan  n^  et  d'un  cône 
quadratique  de  révolution. 

Si  l'on  a  ^1  ■+-  ^2  =^  0>  1^  surface  N^  est  identique  à  //j.  Ence 
cas  H^  est  la  surface  h.^  de  O3  et  O3  la  surface  h^  de  N^^Hy 

Ce  résultat  autorise  à  tirer  la  conclusion  suivante:  si  les  trois 
points  d'intersection  avec  l'axe  forment  avec  le  point  D  un  quaterne 
harmonique,  la  relation  entre  les  surfaces  O3  et  ^3  est  réciproque. 

Les  trois  points  A,  B,  C  de  rencontre  avec  l'axe  sont  donnés 
par  l'équation  (7): 

Le  point  D  est  déterminé  par  (6): 

Les  points  X  =  x,  X  ^  y  sont  harmoniquement  conjugués  aux 
points  X=Sf  X=r]j  si  u;,  y,  ^,  ly  satisfont  à 


ou 

2  (xjj  +  ë  ^)  =  (ic  +  2/)  (5  -h  ^) . 

Supposons  maintenant  que  le  point  X-=x  soit  un  point  D,  on 
a  la  relation 

3x4-^  =  0; 

puis    admettons   que    les  points  X  =  y,   X  •-=  §,   X=:  tj  forment 
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un    terne    A^   B,    C   de    Tinvolution   I^    représentée    par    (7),    il 
s'ensuit: 

—  fc^  k"' 


(i  +  {k^-¥k^) 


Pour  que  la  position  des  points  A,  B,  C,  D  soit  harmonique,  il 
faut  remplir  les  conditions  simultanées  suivantes: 

3»  +  ^  =  0 , 
2/  +  ,  +  ^  ._  —  __^^__  __  , 

2  (è  /;  +  xy)  —  (a;  +  2/)  (g  H-  I?)  =  0  . 
En  éliminant  x,  y,  §,  i?,  on  arrive,  après  quelques  réductions,  à 

0  ^—f^2_s^u^k^+k^)—9^uk,k^  ,f^''{k,-^k^)^9u^k,k^—27klkl\=0 

2u{h,'^k^)  +  9k,k^  ,9f^^k,k.,—21klkl  ,27.uA:;A:J  | 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  en  t^, 

11  y  a  donc  six  surfaces,  dont  A,  B,  (7,  0  forment  un  quaterne 
harmonique;  d'où  il  s  ensuit  qu'il  y  a  six  surfaces  qui  sont  en 
relation  réciproque  avec  leurs  surfaces  conjuguées  h^. 

Ainsi  on  a  trois  couples  Wj,  io\;  coj,  w'^;  «3,  ^^y  tels  que 

coj  est  la  surface  ^3  de  w^,  et  (û\  est  la  surface  A3  de  Wj, 


û>2 
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W 
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n 
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Nous  aurions  pu  obtenir  le  même  résultat  par  le  raisonnement 
suivant  : 
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Soit  /*!  le  paramètre  de  Wj,  /»'j  celui  de  w',,  on  a  (comparez 
avec  (3)): 

'*'"       fil  +  3f^l{k,+k^)  +  9^,k,k^       ~^(.«,) 
et  de  même 

V  (/*  i) 
En  éliminant  ft\  on  trouve: 

OU 

Cette  équation  est  du  dixième  degré  en  Mj. 

Cependant  elle  est  vérifiée  par  les  quatre  paramètres  des  sur- 
faces (oh)  parce  que  la  définition  de  la  réciprocité  se  rapporte 
aussi  à  ces  surfaces. 

Pour  celles-ci  le  paramètre  satisfait  à 

ou 

4>iu)-f^  WM:rzO (9) 

En  divisant  Téquation  (8)  par  le  premier  membre  de  (9),  on 
arrive  à  une  équation  du  sixième  degré  en  /*,  qui  donne  les  six 
valeurs  pour  m,  appartenant  aux  surfaces  ^iff^'  i,f^2f^'%f^2f^  z- 

§  8.    Un  système  de  surfaces  cubiques  de  résolution 
du  troisième  ordre. 

Un  tel  système  peut  être  représenté  par  rapport  au  premier 
tétraèdre  de  référence  par  Téquation: 

dx^x,^x.^  -^  X x^  x^  x^  -^  x^x^  -h  fi x^  a;^  =  0. 
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Toutes  les  surfaces  de  ce  système  ont  en  commun  quatre  des 
six  lignes  isotropes  et  de  plus  la  ligne  à  l'infini  des  plans  per- 
pendiculaires à  Taxe. 

La  première  surface  polaire  du  point  (2:,,  22,  2^3,  2^J  a  pour 
équation  : 

(tix^  «3  -^  ^^2  3^4)2:,  +  (ôx^  «3  -h  AXj  x,^)  Z2  H- 

-I-  {6x^X2  -\-  2x^x^  "*"  ^"^4)2^3  "*■  {^^1  ^2  -+-  a^3  -H  2  jua;3  x^)  z^  =  0. 

La  seconde  surface  polaire  de  (2^1, 2^2»  ^37  ^4)  ^s*  représentée  par 
{d22Z^  '\'  Xz2Z^)x^  -i-  (dz^z^  -^  Xz^  Z^)X2  + 

-h  {ez^  Z2  +2z^  z^  ■^'  i^^^)x^  H-  {Iz^  Z2  -^  z\'^^fiz^  ^k)^k  =0 
ou 

(2  Z2  z^  x^  -h  i^  x^)  -h  6  (Z2  ^3  x^  H-  2:,  2:3  0:2-4-2:,  Z2  2:3)  4- 

À  (2:2  2:,  a:,  4-2;,  z^X2  +2:,  Z2a;J  +  ^(z;a;3  -H  2z^z^x,)r={h 

Les  plans  polaires  de  {z^,Z2,z^,z^)  par  rapport  à  tous  les  élé- 
ments du  système  forment  un  système  de  plans,  non  pas  du 
troisième,  mais  du  second  ordre. 

Kn  effet  les  quatre  plans 

z^z.,x^  -hz,  2:3a;2  +  ^,  22^3  ==0, 
^2  ^k  ^1  "^"  ^1  2?*  ^2  "^  ^1  ^2  ^4  =  0> 
2;^  «3  +  22:3^^  a;^  =0, 

passent  par  un  seul  point,  puis  qu'on  a 

0     ,     0     ,2z,z,  ,      4 

=  0. 


I 
^2  ^z   >  '^i  ^3    >      ^1  ^2   > 

2:2  2:^    ,  2?^  2;,    ,  0       ,       2;,  2:2 


0,0,         2:^       ,  22:3  2:^    I 

Dans  réquation  de  la  gerbe  de  plans  l'un  des  quatre  termes 
peut  donc  être  supprimé,  de  sorte  que  nous  pouvons  l'écrire  des 
quatre  manières  suivantes: 

1*>.    fi  {Z2  Z^  «,   +  Z^  2:3  X2  +  2:,  2:2  X^)  -h 

4-  À  (zj  z^  a;,  H-  2:,  2;^  0:2  -4-  2:,  Z2  2^4)  +  /*  (^4  iCj  -h  2  Z3  2:4  «4)  =  0 , 
2^  (2z3  2;4a;3  -^  z^x^)  +  kiz^z^x^  -hz^  z^X2  +  Zj  22X4)  + 

-H  iU  {z^  X^+2z.^  Z4  «4)  =  0 , 

3^  (2z3Z4a?3  4-Zg.r4)  H-  ^(zj  Z3  rr,  -+   z,  Z3  ^^2  ■+"  ^1  ^2-^3)  ^" 

-h/i(z5a;3  4-  2Z3  C4.r4)  =  0, 
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4^  {2z^  z^x^  ^Zg-n)  +  ^(^2  z^x^  4-  7,  23^:2  +Zi  Z2.T3)  -4- 

4-  X  (zj  z^  x^  -h  Zj  Z4X2  +  ^1  ^2  ^4)^0. 

Ces  gerbes  de  plans  identiques  contiennent  les  plans  polaireB 
^^  (^1  >  ^2  >  ^3  »  ^4)  P^^  rapport  à  quatre  systèmes  de  surfaces  cubi- 
ques de  révolution  du  second  ordre,  savoir 

1®.  0 x^  x^  a?3  4-  Àa?i  X2  ^4  +  iMa?3  .T^  =  0, 
2^ .  A  .Tj  a?2  -^^  4-  5;^  a?4  H-  /*  .r 3  ic^  =  0 , 
3^.  6  x^  X2  x^  4-  .Tg  0:4  4-  ^14  ajj  .r^  =  0 , 
4^.  é^a^i  X2  x^  4-  À.Tj  a?2  ^4  4-  irg,x-4  =  0  . 

Le  premier  système  renferme  des  surfaces  ayant  toutes  un  point 
conique  en  («,  =  0 ,  Xj  =  0 ,  2:4  =  0) . 

Le  deuxième  système  renferme  des  surfaces  toutes  dégénérées  en 
le  plan  Xi  =  0  et  une  surface  quadratique  de  révolution. 

Le  troisième  système  ne  contient  que  des  surfaces  dégénérées 
en  le  plan  x.^  =  0  et  une  surface  quadratique  de  révolution. 

Le  quatrième  système  enfin  contient  seulement  des  surfaces 
ayant  un  point  conique  en  (x,  =0,  «2=0,  x^=()). 

Le  centre  de  la  gerbe  de  plans  susdite  est  déterminé  par 
(z2  a:,  +  2|  X2  =  0,  a;^  =  0,  2:4  =  0) ,  ou  par 


(k=-k' ''='■'"='') 


Il  paraît  que  tous    les   points,    pour   lesquels    -*    a    la   même 

valeur,  —  qui  sont  donc  situés  dans  un  même  plan  passant  par 
Taxe  —  ont  le  même  centre  de  gerbe  de  plans  polaires. 

Ce  centre  se  trouve  sur  la  ligne  à  l'infini  des  plans  normaux  à 
Taxe,  et  bien  dans  une  direction  normale  au  plan  du  pôle;  il  est 
donc  le  point  de  rencontre  de  toutes  les  normales  au  plan  du 
pôle,  ou  en  d'autres  termes:  les  plans  de  la  gerbe  se  coupent 
suivant  des  lignes  parallèles,  normales  au  plan  mené  par  le  pôle 
et  Taxe. 

L'équation  de  la  première  surface  polaire  du  point  (z,  ^^tw:,, 
-3  =  0 ,  Z4  =  0)  est 

{x^  4-  mx^)  {^f  X:^  4-  kxi)  =  0. 
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Tout  comme  dans  le  faisceau  représenté  par 

0  a?i  a?2  a?3  -h  Bx^  a?2  a?4  -I-  a?8  ^'4  (a^s  —  ^^4)  =  0 
cette  surface  est  indépendante  du  paramètre  fi. 

§  9.    Engendrement  des  surfaces  cnblqnes  de 
révolntion. 

L'équation  d'une  surface  cubique  à  deux  points  biplanaires 
peut  toujours  prendre  la  forme: 

Ax^  x^  X,  -h  «3  («3  -  fci  a;  J  («3  —  k^  x^)  —  0. 

Une  telle  surface  cubique  peut  évidemment  être  engendrée  par 
trois  faisceaux  de  plans,  liés  par  une  homographie  du  troisième 
degré  et  du  second  ordre,  et  dont  l'un  des  axes  est  rencontré 
par  les  deux  autres. 

En  eflFet,  en  éliminant  À  et  ju  de 

x^+XAx^^O,  (1) 

X  («3  —  fcj  X^)  H-  ju  x^  =  0,    ] 

on  trouve 

Ax^  x^  x^  -h  x^  (X3  —  fci  a;  J  {x^  —  k^  x^)  =  0. 
Les  axes  des  trois  faisceaux  de  plans  sont 

j  Xi  =0  j  «2  =0         \  x^=0 

i  ^3  =*^2^4    '     i  «3  =  0    '     \  x^=0  ' 

Il  paraît  que  l'axe  («3=0,  0:4  =  0)  est  rencontré  par  l'axe 
(xi  =  0  ,  0:3  =  ^2  ^4)  aussi  bien  que  par  l'axe  («2=0,  x^=  0), 
et  que  les  points  d'intersection  sont  {x^=0  j  x.^=0 ,  x^^O)  et 
(a;2=0,  2:3=0,  a;,=0). 

Les  deux  droites  (iCi  =  0 ,  «3  =  ^2  ^k)j  (^2  =  ^  >  2:3  =  0)  —  non 
situées  dans  un  même  plan  —,  que  nous  avons  associées  à  l'axe 
(^3  =  0,  a?^  =  0),  auraient  pu  être  remplacées  par  les  couples  suivants: 


x,-0 
«3  =  ^2  ^k 
«i  =0 
^3  ^^  "'1  ^4 

^2  =0 


avec 


avec 


avec 


Xj  =0 


2^3 

0 

^2 

^Z 

0 

^3 

0 

^i 

^Z 

0 

^3 

■= 

0 

^3  —  ^1  "^4 
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_  ,      avec   ^  _  , 

^3  —  "'l  '*'%  !  '^2   —  '^2  '^k 

X,=0  I  «,=0 

_  ,      avec    _ , 

^3  —  ^1  ^%  )  ^3  —  ^2  "^^ 

L'engendrement  suivant  ce  principe  peut  donc  s'effectuer  de 
six  manières. 

Sans  rélimination  de  k  et  de  fi  des  trois  équations  (1)  nous 
pouvons  immédiatement  constater  par  la  géométrie  que  trois  fais- 
ceaux de  plans  dans  cette  position  particulière  engendrent  une 
surface  cubique,  et  cela  des  deux  manières  suivantes: 

a)  Chaque  plan  du  faisceau 

k  (x^  —  fc,  a;^)  -h  /*  a;^  =  0 

a  en  commun  avec  la  figure  engendrée 

V  la  ligne  x^  =0,  x^  =  0, 

2""  le  produit  des  deux  faisceaux  projectifs  de  rayons  suivant 
lesquels  les  deux  faisceaux 

«1  H-  /i  (x^  —  k^  «4)  =  0  et  «3  T-  À  Ax2  =  0 

coupent  le  plan  du  faisceau 

A  (Xa  —  k^  x^)  -h  fix^=^  0. 

Ce  produit  est  une  conique,  qui  forme  avec  la  ligne  («3  =0,  a;^  -0) 
une  courbe  du  troisième  degré. 

Le  produit  des  trois  faisceaux  de  plans  est  donc  une  surface 
cubique. 

[Les  deux  faisceaux  x^  -r  f*  («3  —  k^  «4)  =  0  et  a^j  4-  XAx^  =0 
coupent  le  plan  li(x.^  —  k^x^^)  -^  f^^  Xi  =  0  suivant  deux  faisceaux 
projectifs  de  rayons,  parce  que  le  plan  choisi  détermine  le  quotient 

—  =  -=«.  Ainsi  le  plan  a  (x^  —  k^  x^)  h-  aî^  =  0  est  coupé  par 
^1        ^ 

les  faisceaux  x^  -^  (^{x^  —  k2X^)  =  0  et  x^  ^  a  (i  Ax^  =  0.  Ici,  a 
étant  fixe,  ces  deux  faisceaux  sont  projectifs.] 

h)  Les  trois  faisceaux  de  plans  coupent  une  droite  suivant  une 
homographie  de  points  du  3^"^^  degré  et  du  2^  ordre. 

Celle-ci  a  trois  points  triples  ;  avec  une  droite  le  produit  des 
trois  faisceaux  a  donc  en  commun  trois  points:  c'est  donc  une 
surface  cubique. 

Si  nous  prenons  pour  l'un  des  axes  la  ligne  l  à  l'infini,  et  que 
nous   choisissons   une   droite    passant   par   l'un    des  deux  points 
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circulaires  (/)  de  l  pour  second  axe  et  une  droite  par  l'autre 
point  circulaire  (J)  de  l  pour  troisième  axe,  le  produit  des  trois 
faisceaux  est  une  surface  cubique  de  révolution.  L'axe  de  rotation 
de  cette  surface  coïncide  avec  la  normale  commune  des  deux 
lignes  isotropes. 
Dans  les  faisceaux  de  plans 

^1 Xj  -h  iM  (a;3  —  ^2  «4)  =  0 , 

B2 X3  H-  À  Ax2  =  0 , 


B. 


X{x^  —  fc,  xj  -k-  f^x^  —  O, 


le  plan  de  B^  n'est  pas  déterminé 


V  si  l'on  a  À=:0  et     =0  , 


»    B2 


B. 


Le  couple  de  plans 


f  2°    „     „     „  ,.  =  00  „  ^  =  0  ; 

\r  „   „   „  A  =  o  „  f.  =  o , 

I   2°     „      „      „   A  =  QO   „   ,«=cc. 

^  ~  ^  ne  détermine  pas  le  plan  de  5, , 


»  ^3 


x^=0 

«2  =0       „  B2 

X^  =  "'1*4    »  -O3 

«1  =  0        „B^ 

«3  ^^— *i3'ï    »  ^1 

a;2=0        „J52   " 

Nous  aurions  pu  obtenir  le  même  résultat  d'une  manière  plus 
laborieuse  en  examinant  les  éléments  neutraux  de  l'homographie 
tracée  sur  une  droite. 

Si  la  surface  a  un  point  conique,  on  a  par  exemple  fcj  =0;  en 
ce  cas  la  surface  est  engendrée  par  les  faisceaux  de  plans: 

a^i  H-  ^  («3  —  ^2  ^k)  =  0, 
x-^  -h  k  Ax^  =  0, 

64* 


77  ^17 

77  ^17 

»  ^%7 

w  ^3' 

n  B^. 
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Si  nous  avions  posé  fcj  ^  0»  1*  surface  aurait  été  engendrée 
par  les  faisceaux: 

«i  4-  fiX^  =  0, 
«3  4-  Xx^  =0, 
À  {x.^  —  fcj  a;  J  4-  iuic^  =  0. 

Ici  les  trois  axes  des  trois  faisceaux  sont  tous  situés  dans  le 
plan  passant  par  les  trois  points  doubles. 

Si  la  surface  est  douée  d'un  point  conique,  les  axes  de  deux 
des  six  ternes  de  faisceaux,  qui  peuvent  engendrer  la  surface,  se 
trouvent  dans  un   seul  plan  passant  par  les  trois  points  doubles. 

Si  la  surface  a,  outre  les  points  I  et  /,  un  point  biplanaire. 
on  afci=0  et  ^2=0;  alors  elle  est  engendrée  par  les  faisceaux: 

X,  4-  jUXj  =  0, 
x^  -h  l  Ax^  =  0, 

En  ce  cas  aussi  les  trois  axes  se  trouvent  tous  dans  le  plan 
passant  par  les  trois  points  doubles.  Il  en  serait  de  même,  quel  des 
six  ternes  de  faisceaux  que  nous  choisissions  pour  générateurs. 

Nous  pouvons  encore  considérer  la  surface  cubique  de  révolution 
comme  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes  tangents  menés 
d'un  point  de  Taxe  à  un  faisceau  de  surfaces  quadratiques  de 
révolution  coaxiales. 

La  surface  O3  est  donc  le  lieu  des  courbes  d'intersection  des 
éléments  d'un  faisceau  de  surfaces  quadratiques  de  révolution 
avec  leurs  plans  polaires  par  rapport  à  un  point  de  Taxe  de 
rotation. 

On  peut  par  exemple  donner  à  un  faisceau  de  surfaces  quadra- 
tiques de  révolution,  ayant  toutes  la  droite  (x^  =0,  x^  =0)  pour 
axe  (le  rotation,  l'équation  suivante  par  rapport  au  premier 
tétraèdre  de  référence: 

\x^x^+a(x.^--l^x^Xx.^^l^x^)\-hk\x^X2'^li(x^--miX^){^^ 

Le  plan  polaire  du  point  {x^  =0,  X2=  0,  x^  =  fcc J  a  pour 
équation  : 

u[\2k-(l,-^l,)\x,-\k{l,-^l,)-iil,l,\xj^ 
-H  kfi[\2k—{m^  +'^2)1^3  —  1*^(^1  +WI2)  —  2mim2Ja;4]=0...(3) 
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En  éliminant  À  des  équations  (2)  et  (3),  on  trouve: 
+  «,y|  I  -(Zi+Z2)+.mi +7/12)1X3 -H[ij  -(Z,  H-Z2)  +  (mi  '^m^)\+2{lj^—m^m2)']xlx^  -h 

Afin  qu'on  puisse  réduire  cette  équation  à  la  forme 
(Ax^  H-  Bx^)  x,  X2  -^  x^x^  —  kz^  x\  =  0, 

les    coefficients   de  x'^   et  de  od^  doivent  être  zéro;   c.-à-d.  il  faut 
qu'on  ait: 

Zj    +  ^2  =  0       et      m^    -h  1712=  ^f 

donc 

Zj  =  —  12^=1]  m^  =  —  m2  =  wi. 

L'équation  (4)  devient: 

x,X2[2k(a~/^)x^—{l^a—m^/'l)x^]-^2a/^m^—l^)xlx^^^^ 

ou 

r    2Jk  («—/?)  mV^— ^^«        1       2         7       2     n 

^    ^  L2a/i{m^—l^)    ^      2a/i{m^  —  l^)   *J        ^  ^    *  ' 

de  sorte  que 

2k  {a- /i)    _  mV^-Pa    _ 

d'où 

_         fe  fc 

Ainsi  nous  obtenons  la  surface 

{Ax^  -H  Bx^)  x,  ^2  H-  x^  x^  (x^  —  kx^)  =  0 

comme   le   lieu   des  courbes  de  contact  des  cônes  tangents  menés 
du  point 

i   ^i=0 

(     «3  =  fcC4 

au  faisceau 

k 


I  »_ /  2       fi    \\ 

I  ^t  ^2  "^  P  ^  +  2Bk  ^ -^  —  '  ^4^ 


^  ^  l^«  ^^  -^  m^TW^Bk  ^*3  -  ^'  ^'^1  =^- 


460  LA   SURPACK   CUBIQUE   DE   RÉVOLUTION. 

Si  nous  avions  pris  le  point  {x^  =  0,  oîj  =  0,  x^  =  0)  pour  pôle 
nous  aurions  obtenu: 

-ha/y  [j(mi  -hmj)  — (Zi  -hZ^ja^J  +  2  (i^  Zj  —  mim2)a;3a;4  -h 

4-  \{l^  -h  /2)^i^2  — ^  ^2  (^1  +^2)1  x^x^=0. 
Cette  équation  se  réduit  à 

(-4x3  "*"  ^^k  )  ^1  ^2  "*"  ^3  ^1  —  ^3  ^4  ~  ^> 
si  Ton  a 

mj  -h  mj  =  il  H-  ^2  =  2  i, 
et  qu'on  pose 

(/^  —  ^)  fc =  ^  et     «^1  ^2-/^^1  ^2     _^ 

«  /^  (^1  ^2  ~  "^i  ^2)  2  «  /y  (Zi  /j  —  ^1  ^2) 

Pour  retourner  au  premier  cas,  si  dans  Téquation  de  la  surface 
on  donne  à  fc  la  valeur  —  1,  elle  devient 

{Ax^  -h  Bx^)  x^  X2  +  ajg  a;^  -h  x^  x^  =  0. 

Supposé  que  dans  x-^  =  171x4  la  constante  m  soit  positive,  quand  le 
plan  «3  =  rnXi  se  trouve  entre  les  plans  0:3  =  0  et  a;^  =  0,  l'équation 
du  plan  à  l'infini  est 

«3  =  —»^. 

En  posant  k  =  —  1  nous  déplaçons  évidemment  le  pôle 
(«,  =0,  a;2  =  0,  X3  =  kx^)  à  l'infini. 

Ici  les  plans  polaires  de  ce  point,  par  rapport  aux  éléments  du 
faisceau  de  surfaces  quadratiques  de  révolution,  sont  les  mômes 
que  leurs  plans  diamétraux  perpendiculaires  à  l'axe. 

Il  y  a  dans  ce  faisceau  au  moins  une  paraboloïde  de  révolution. 
Le  plan  diamétral  de  cette  paraboloïde  est  le  plan  à  l'infini.  Ce 
plan  contient  donc  son  propre  pôle  et  pour  cette  raison  il  est 
non  seulement  tangent  à  la  paraboloïde  mais  encore  à  la  surface 
cubique  engendrée. 

Par  conséquent  la  surface  cubique  de  révolution,  engendrée  de 
cette  manière,  coupe  l'axe  à  l'infini,  ce  qu'on  voit  immédiatement 
en  interprêtant  l'équation 

(^a;3  -h  Bx^)  x^  x^  H-  «3  x^  {x^  -h  0:4)  =  0 . 

Il  est  à  propos  de  constater,  que  presque  tous  les  résultats  obtenus 
dans  les  §§  2—9  se  rapportent  à  la  surface  cvJtnque  douée  de  dsua 
pomts  biplanaires. 
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§  10.    La  surface  cnblqne  de  réyolntion  représentée 
par  son  équation  en  coordonnées  rectangulaires. 

L'axe  des  z  sera  pris  pour  axe  de  rotation.  Cela  posé,  Téquation 
s'écrit  dans  la  forme: 

Az^  -^Bz{x^  +2/^)  +  G{x^  +2/^)  -\- Dz'-  +^z-hi^  =  a 

La  méridienne  dans  le  plan  y  =  0  a  pour  équation  : 

Az^  -h  Bx^  z-r  Cx^  -i-Dz^  ^  Ez-rF^O, 

d'où 

Az^  -i-  Dz^  -h  Ez-^F 


x2  =  — 


Bz-h  G 


L'équation  Bz  -h  G  =  0  donne  la  seule  valeur  de  z,  qui  rend  x 
infini.  Il  en  résulte  que  Bz -^  C  =  0  est  Téquation  du  plan  d^wr 
flexion. 

Pour  5  =  0,  on  a  2;  =  oo ,  ce  qui  veut  dire  que  le  plan  d'in- 
flexion se  trouve  à  l'infini. 

Pour  C  =  0,  le  plan  Bz-h  G=0  coïncide  avec  le  plan  2:  =  0, 
ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  d'inflexion  est  identique  au  plan  XOY. 

Les  points  de  rencontre  avec  l'axe  sont  donnés  par 

Az^  -^  Dz^  -^  Ez-^  F=0. 

Pour  jF=0,  la  surface  passe  par  l'origine  et  le  plan  XOY  est 
plan  tangent. 

Pour  ^  =  0,  F=0,  la  surface  a  dans  l'origine  un  point  conique. 

Pour  F  =  0,  E  =  0,  D  =  0,  la  surface  a  un  point  biplanaire 
coïncidant  avec  l'origine. 

L'équation  du  troisième  degré  en  z,  qui  nous  donne  les  points 
d'intersection  avec  l'axe,  peut  s'écrire: 

A       D       E        F      ^^ 

A  -i »-  ^  •+-  1  =0. 

z        z^       z^ 

Pour  -^  =  0,  cette  équation  a  une  seule  racine  —  =  0  ou  2;  =  00  , 

z 

ou  bien:  la  surface  coupe  l'axe  une  fois  à  l'infini. 

Pour  4=0,  D  =  0,  l'équation  a  deux  racines  —  =  0  ou  2:  =  00  , 

z 

ce   qui   veut  dire,   que  la  surface  a  un  point  conique  sur  l'axe  à 
l'infini. 
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Pour  ^  =  0,  D  =  0,  £J  =  0,  la  surface  a  un  point  biplanaire 
à  rinfini. 

A 

Si  en   Az^  -h  Bzx^  +  Cx'^  -^  Dz^  -^  Ez  -^  F  —  0   on    a    -g  <  0,  la 

méridienne  en   a  commun  avec  la  ligne  à  l'infini,  outre  le  point 
d'inflexion,  encore  deux  points  réels. 

Si  Ton  a  o  >  0>  1*  courbe  méridienne  n'a  en  commun  avec  la 
ligne   à   Tinfini  qu'un  seul  point  réel,  savoir  le  point  d'inflexion. 

Pour  0=0,  ou  -4  =  0,  la  ligne  à  l'infini  est  tangente  :  le  mé- 
ridien coupe  l'axe  à  l'infini. 

Les  directions  des  asymptotes  sont  données  par 

Az^  -\-  Bx^z  =  0. 
Pour  A  >  0,  cette  équation  représente  les  droites 


z  =  0,    z^  Â-^xl^  -B  =  0,    z^  A-x^  —  B  =  0. 

L'une  des  trois  asymptotes  a  donc  pour  équation: 

z  =  d  =  constante. 

En  substituant  cette   expression   dans  l'équation   du  méridien, 
nous  avons 

Ad^  -h  Bdx^  -h  Cx^  -»-  Dd^  '^Ed-^F=  0, 

d'où 

Ad^  +Dd^'hEd-tF 


x^  =  — 


Bd-^C 


Il   est   évident   que   x^   devient   infini,   si   l'on    a   Bd-^C=0, 
c.-à-d.  d  =  —  o-   L'une  des  asymptotes  est  donc  représentée  pai' 

Bz-h  C  =  0. 

L'équation  de  la  deuxième  asymptote  s'écrit: 


z^A  H-a;!/  — B-he  =  0, 
d'où  _ 

z^A-he 


x  =  — 


ou  bien: 

Az'^'\-'iez^'A'^  e^ 


x^  = 


B 
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En  substituant  cette   valeur  de  a;^  dans  réquation  de  la  méri- 
dienne, on  trouve 

ou 

-  ABz^  +  {Bz+C){Azi-h2ezi^A'+e^)-BDz^—BEz-BF=0, 

ou 

AU      fn      G\  (  A      26>-^T     e^\      BD     BE     BF      ^ 

—  AB+\B  ■^-)  [A  H h  -^) r- r  =  0, 

\         z/  V  z  z^J        z        z^       z^         ' 


ou 

Ce^-BF     Be^  +  2Ce^A-BE     2Be^'A-hAC—BD 


=  0. 


La  valeur  — ■  =  0  ou  z  =  oo  vérifie  cette  équation  ;  en   effet,  la 


droite  z^  A  -h  x^  —  B  -h  e  =  0  est  parallèle  à  Tune  des  asymp- 
totes,  et  a  donc   en   commun  avec  la  courbe  un  point  à  Tinfini. 
Si  la  droite  z^À+x^  —  B-i-e  —  O  est  identique  à  Tasymp- 
tote,   elle  a  en  commun  avec  la  courbe  deux  points  coïncidents; 

en    ce   cas    deux   valeurs  —  =0  doivent  satisfaire  à  Téquation,  de 

sorte  qu'on  a 

2  J5  e  1/X+ ^C  -  J?i)  =  0, 
ou 

_—AQ^BT> 
^~      2B^~À    ' 

Il  s'ensuit  que  l'équation  de  la  deuxième  asymptote  est 

AC-BD 


z\^  A  +  xi^^  —B—  ^  ^.^-r  =  0. 

2B^  A 

La  troisième  asymptote  est  représentée  par 

et  leur  ensemble  par 

,,       „,       AC—BD        {AC-BDY      . 
Az'^+Bx'^ -j^—z+       4^i^2       =0> 
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OU 

4  -4  2  J52  ^2  ^  4  4^3  x^  —  4AB  {AG  —  BD)  z^-{AC—  BDy  =  0. 

La  surface  cubique  de  révolution  a  un  plan  tangent,  engendré 
par  la  rotation  de  Tasymptote  Bz  -{-  C=  0  autour  de  l'axe  et 
un  cône  asymptote,  engendré  par  la  rotation  des  deux  autres 
asymptotes. 

Il  est  clair  que  Téquation  du  plan  d'inflexion  sera 

Bz-h  C  =  0, 
et  celle  du  cône  asymptote 

4:A^BH^'h4:AB^x^-hy^)-4:AB{AC--BD)Z'h{AC  —  BDy=0. 
Le  sommet  de  ce  cône  se  trouve  dans  l'origine,  si  Ton  a 

AC  =  BD. 

Si,  dans  Téquation  du  troisième  degré  en   — 

z 

Ce'—BF     Be^  -^2Ce^~A  —  BE     1Be^~A -^  AC  -  BD     ^ 

z^  z^  z  ' 

on  a  à  la  fois  les  relations 

2Be^T-\'AC-  BD  =  0  et  Be^  h- 2Ce^^  —  BE-0, 

les  asymptotes  ont  en  commun  avec  la  méridienne  trois  points 
coïncidents;  elles  sont  donc  des  tangentes  d'inflexion,  de  sorte 
que  le  méridien  a  trois  points  d'inflexion  à  l'infini. 

Pour  en  trouver  la  condition  on  élimine  e  des  équations  simul- 
tanées. Cela  fait,  il  vient 

—  3-42(72  -^  2ACBD  -^  B^D^  -  4:AB^E  =  0. 

Un  cas  particulier  de  cette  position  est  réalisé  par  la  coïnci- 
dance  des  deux  points  d'inflexion  à  l'infini,  et  bien  en  un  point 
double.  En  effet,  on  a  alors  ^  =  0,  D  =  0,  ce  qui  vérifie  l'équa- 
tion précédente. 

Dans  le  point  double  sont  unis  deux  points  d'inflexion  réels  et 
quatre  points  d'inflexion  imaginaires. 
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§  11.    Les  surfaces  polaires  et  la  surface  de  Hesse  en 
coordonnées  rectangulaires. 

U,=^    =2Bxz  +  2Gx, 

U^  =  ^   =2Byz+2Gy, 

U.,=  ^   =ZAz^  +Bx^  +  By^  -h2Dz-hE; 

Un=^-^  =2Bz  +  2G,  Ui2  =  0  ,  Uv,=2Bx, 

^^^'=D^=0  .  ^^=ÔY  =2^2  ^20,  U^=2By, 

d^  U  d^  U  d^  U 

^-=0-¥r.=  2Bx  ,  U^  =  ^^:^2By  ,  U^=jy,=eAz^2D. 

Avec  ces  quantités  on  pourrait  construire  les  équations  des  sur- 
faces polaires  et  de  la  surface  de  Hesse  (à  l'instar  par  exemple 
de  M.  G.  Salmon). 

Une  forme  plus  symétrique  cependant  se  présente,  si  nous 
commençons  par  rendre  Téquation   U  -=  0  homogène. 

Pour  cela  nous  posons: 

U=Az^  -\'Bz{x^  +y^)+  C{x'^  +  y^)^^ D z^w  -h  Ezw^  -h Fw^  =0^ 

où,  après  avoir  eflFectué  les  opérations,  on  doit  poser  w  =  l. 
Les  dérivées  prendront  les  formes  suivantes: 

U,  =  ^=2BxZ'h2Cxw, 
^        Ox  ' 

U,  =  ^=2Byz^2Cyw, 
t/3  =  -^  =3^2^  +  Bx^  -t-  By^  +  2Dzw  +  Ew\ 
U^  =  -^—  =Cxi  +  Cy''  +  Dz^  -i-  2Ezw  +  ZFw^  ; 
Un=  -^=2Bz-\-2Cw, 


32  r/  32/7 
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32/7  Oî  77  d^  U 

"0x32  '      ^      i)yd  z  ^»      *•       Ogî  ' 

02/7  32  [7  D2  r/ 

[/„=  ^- ,-  =  2 Cx,  t7a.=  T-s -  =2 Cy,  C734=  ^s"  =  2Dz  +  2Kvs, 


'2/ 

Z2JJ 


Un  =  :rT-,  =  2  ^z  +  6Ftt'. 


L'équation  de  la  première  surface  polaire  d'un  point (x,,î/j,Zi,w,) 
s'écrit 

{2Bxz  +  Gxw)xi  +  (2  B(/2  +  2  (7j/w)y,  + 

+  (3^22  +  Bx-  +  By^  +2Dzw  +  Ew'^)Zi  + 

+  {Cx^  +  Cy^  +  Dz^  +  2Ezw  +  3Fw^)w,  =0, 

d'où,  pour  w=-w^  =1, 

(2/.'x2  +  2Gx)x^  -\-{2Byz  ■^2Cy)yy  + 

+  {ZAz-^  +  Bx''  +  By^  +2  Oz  +  E)z^  + 

+  (Cx2  +  Cy2  H-Dz*  +2£2  +  32?')  =  0. 

Le  plan  polaire  est  représenté  par 

(2fîx,  z,  +  2  Cxi)x  +  (2B2/,  z,  +  2  Cyi)y  + 

+  (3^2j+  Bxj  +  fiyj  +  2Dzi  +-E;)z  + 
+  (Cxj  +  CyJ  +  DzJ  t-2^z,  +3F)  =  0. 

I^a  surface  de  Hesse  a  pour  équation: 

Bz-^Cw,         0        ,         Bx        ,        Cx  I 

0        ,  Bz+  Cw,         H  y        ,        Cy 
Bx       ,       By       ,  SAz  + Dw,  Dz  + Ew 
Cx       ,       Cy       ,    Dz  +  Ew  ,  Ez  +  ZFw 


=  0. 


En  effectuant  le  calcul  il  vient,  après  avoir  posé  w  =  1, 

(Bz  +  C)  [iBz  +  C)\{ZAE—D^)z^+9(AF-  DE)z  +  {ZDF—E^)\  — 
-  \{B^i;-  2BCl)  +  AC-')z  +  {SB^F—2BC£!-i-  C^I))\  (x^H-y»)]  =  0. 


§  12.    Propriétés  regardant  la  conrbiire. 

Comme  c'est  le  cas  de  toutes  les  surfaces  de  révolution,  les 
lignes  de  courbure  coïncident  ici  avec  les  parallèles  et  les  méri- 
diens. 

La  surface  développable   des  normales  menées  par  les  points 
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d'une  parallèle  est  un  cône  quadratique  de  révolution,  ayant  pour 
sommet  le  point  de  rencontre  d'une  normale  avec  Taxe  et  pour 
directrice  la  parallèle  elle-même. 

La  surface  développable  des  normales  menées  par  les  points 
d'un  méridien  coïncide  avec  le  plan  du  méridien.  La  courbe  de 
rebroussement  n'est  autre  chose  que  la  développée  de  la  méri- 
dienne. 

Le  long  de  la  courbe  méridienne  les  normales  de  la  surface 
coïncident  avec  les  normales  principales. 

Les  lignes  de  courbure,  étant  toutes  planes,  sont  identiques 
aux  lignes  géodésiques. 

Les  plans  tangents  en  les  points  du  méridien  font  tous  des 
angles  égaux  (droits)  avec  le  plan  du  méridien. 

Maintenant  examinons  lesquels  des  points  sur  la  surface  sont 
de  courbure  sphérique  ou  orthogonale-hyperbolique,  ou  bien,  pour 

quels  points  l'indica- 
trice est  un  cercle 
et  pour  quels  points 
elle  est  une  hyper- 
bole équilatère. 

Nous  allons  tirer 
nos  conclusions  de 
l'étude  directe  des 
tangentes  principa- 
les. 

Pour  cela  nous 
chercherons  l 'équa- 
tion de  l'intersection 
d'un  plan  tangent 
avec  la  surface. 
Le  plan  tangent  d'un  point  P{x^,z^)  dans  le  plan  XOZ  est 
représenté  par 

Nous   voulons  introduire  un   nouveau  système  de  coordonnées 
(système  5,  »?,  C)  dont  l'origine  coïncidera  avec  P  (fig.  3). 
Prenons  pour  axe  des  §  la  tangente  en  P  au  méridien. 

„  „       „        „    n   „   normale  en  P  au  plan  du  méridien. 

„  „       „        »    C   »  w         en  P  à  la  surface. 

Soient  a,   6,  c   les   cosinus  directeurs  de  la  normale  en  P  à  la 


Y/ 


Fig.  3. 
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surface,  donc  de  Taxe  des  Ç,  par  rapport  au  système  original;  on 
a  6  =  0. 
Les  relations  qui  se  présentent  sont 

cos(èx)  =  c,    cos{Sy)=Oy    cos{§z)=  —  a  , 
œs{rix)=0,    cos{fiy)  =  l,    co8{Tiz)  =  0, 
œs{^x)  =  a,    C08 (C y)  =  0 ,    cos (C «)  =  c  . 

De  Téquation  du  plan  tangent  en  P  on  peut  dédaire 


a 


Les  formules  transformatrices  sont 


(1) 


X  =a;,  -h  aÇ, 

z  =2,  +  c|  —  aÇ. 
L'équation  de  la  surface  par  rapport  au  système  |,  jj,  Ç  s'écrit 

A^z^  -^c^—aiy+B\{x^  +aÇ)2  +ri^  j  (z,  +cg—aÇ) +  Cj(a;,  +alY  +  ijM  + 
H-Z>(z, +c|— aC)2+^(zt +c|— aç)+i?'=0. 

On   obtient  l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  taugent  en 
P  en  posant  Ç  =  0,  et  on  trouve 

ou 

Az\-ZA^^a%+3Az^aH^-AaH^+Bx\z^  -Bx^a^+'iBx^cH^-2Bx,cè^a+ 
-hBc^i^Zi-Bc^aP+Bzir)i-Ba§rji+Cxl+2CxiCè+Cc^P+Cfi^+D:{- 
-2D2,  alH- Da^  1^  +  J?z,  - Ea§-\-F=0. 

Puisque  le  point  P  est  situé  sur  la  surface,  on  a 

Azl  +  Bxl  z^  +  Cxl  +  Dzl  +  Ezi  +  F  =  0; 

eu  égard  de  cette  relation,  l'équation  précédente  devient 

~SAzlaè+SAz^a^P-Aa^i^-Bxlaè+2Bx^cSz^-2Bx^cPa+BcH^^^- 
-Bc^ap-h£z^Ti^-£aèr|^+2Cx^ci+Cc^è^+Gr^^-2D^,aS+Dan^-M=0. 

Or  on  a,  suivant  (1), 

_        2^a;,  Zj  +  IGxi 

ZAz\  +Bx\  +  2Dz,  +  ^  ^  ' 
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OU 

—  ^A^^a  —  Bx^a  —  IDz^  a  —  Ea-^  2Bx^z^  c  +  SCxj  c  =  0. 

Il  en  résulte  que  le  coefficient  de  g  dans  réquation  susdite  est 
zéro,  ce  qui  signifie  que  la  courbe  a  un  point  double  en  P. 
L'équation  de  la  courbe  d'intersection  se  réduit  à 

L'ensemble  des  deux  tangentes  du  point  double  est  représenté  par 
(3Aa^z,-2Bacx,'{-Bc^z^  +  Cc^  +  Da^)è^-h{Bz^'i-C)ïi^=:0...  (3) 

Ces  tangentes  sont  à  la  fois  les  tangentes  en  P  aux  lignes 
asymptotiques  et  peuvent  en  outre  être  considérées  comme  les 
asymptotes  de  l'indicatrice. 

Si  celle-ci  est  un  cercle,  les  tangentes  aux  asymptotiques  sont 
identiques  aux  lignes  isotropes  situées  dans  le  plan  tangent  et 
passant  par  P.  En  ce  cas  les  coefficients  de  5^  et  de  i?^  sont 
égaux,  donc 

3Aa^  z^  —  2Bacx^  -h  Bc^  z^  -h  Cc^  +  Da^  =Bz^  -h  C, 

ou,  puisque  c^  =  1  —  a^ , 

dAa^  z,  —  2Bacx^  —  Ba^  z,  —Ca^  -h  Da^=0 (4) 

Cette  équation  est  vérifiée 
a)  par  a  =  0. 

Pour  a  =  0,  l'axe  des  ^  coïncide  avec  l'axe  des  z.  En  ce 
cas  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation, 
de  sorte  qu'on  obtient 

V  les  points  de  rencontre  avec  l'axe, 
2°  la  ligne  à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe. 
Par   conséquent  les  points  d'intersection  avec  l'axe  sont 
des  ombilics. 

La   ligne   à   l'infini  des  plans  normaux   à  l'axe  est  de 
même  une  ligne  de  courbure  spbérique.   Ce  résultat  sera 
discussié  plus  tard. 
h)  par        SAaz^  —  2Bcx^  —  Baz^  —  (7a  H-  /)a  =  0, 
ce  qui  veut  dire,  que  les  points,  pour  lesquels  on  a 

2ite^ ^  _  ^^\  {^^1  +  g) 

3Az,  -Bz,-C-^D~  c  -  SAzl  +Bx\  4-  2Dz,  +  E    ^''''^^''  ^^^' 

ont  pour  indicatrice  un  cercle. 
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La  courbe  dans  le  plan  y  =  0  qui  est  représentée  par 

ou 

xlB^x^ -\-BH^  -h  {BD-^2BG -  SAC)  z-i-C^  -h BE-CD]  =  0, 

coupe  la  méridienne  en  des  points  de  courbure  sphérique.  Cette 
courbe  est  composée  de  Taxe  a;  =  0  (qui  donne  les  ombilics)  et  de 
la  conique 

B^z^  -^  B^x^  +  {BD-^2BC—SAC)z'-h{C^  -h  BE  —  CD)  =  0. 

Par  la  révolution  de  cette  conique  autour  de  Taxe  s'engendre 
la  surface 

B^z^-hB^x^  ■^y^)-\-{^D-\-2BC-SAC)z+{C^-^BE-GD)  =  0.,.  (5) 

Cette  surface  coupe  0^  suivant  une  courbe  gauche  de  courbure 
sphérique  du  sixième  degré,  donc  suivant  trois  parallèles. 

On  voit,  que  sur  O3  sont  situés,  outre  les  ombilics,  trois  cercles 
de  courbure  sphérique. 

Nous  aurions  encore  pu  déduire  Téquation  (5)  en  partant  des 
deux  conditions  que  M.  Salmon  impose  aux  points  de  courbure 
sphérique,  savoir 

(Voyez  Sai.mon,  Analyiisclie  Géométrie  des  Raumes  II,  3.  Auflage, 
pag.  47). 

Or  on  a  (voyez  page  465) 

J7j2  =  0    et     Un=Uz>  =  2(Bz+C}, 
donc 

U.^V;+U^Uy'iU^U2Uz  _  2(^g+C)  Ul+4y^  (Bz+C)^  U^-4ByHB2+C)l\ 
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V.^Ul+U,^Ul-2U^^ U^  U,  _ 4x^ (Bz+  Gy  U^+2{Bz-\. C)  U^-éBx^{Bz+C)U^ 
Les  deux  conditions 

et 

ul+  ul  ul+  ul 

peuvent  donc  être  réduites  à 

2{Bz-^C)\Ul  +  ^HBz^C)U^-4.By^U,\ 


et 

2  (Bz  +  G)  j  U^  -h  2x2  ^Bz  +  G)  U^  —  4Bx^  U, 


'    =2{Bz+  G). 


Le  plan  Bz  -\-  0  =  0,  qui  est  le  plan  d'inflexion,  coupe  donc  O3 
en  une  ligne  de  courbure  sphérique. 

En  divisant  nos  équations  par  Bz  +  G,,  les  deux  conditions 
suivantes  nous  restent: 


ul  +  22/2  {Bz  +  'G)  U^—4By^  U^  =  U^  +  Ul=4y^  {Bz  +  G)^  -h  U^ 
et 
Ul  +  2x^  {Bz  +  G)  U^—4Bz^  l\  =  Vl+  Ul=4x^  {Bz  +  G)^  +  U^  . 
Après  réduction  elles  s'écrivent 

4y^\l-{Bz  -t  C)  U^-  BU,-  {Bz-h  Cy\  =  0 


et  : 

^{Bz  +  C)  Usa  — BU,  —  {Bz  +  C')2 1  =0 , 


4x^ 


Il  ,paraît,   que   toutes   deux   les   conditions   sont  remplies  par 
l'axe  {x^=0,  3/  =  0) :  il  coupe   0,   en   les  ombilics.   Du  reste  les 
deux  conditions  sont  identiques;  elles  sont  équivalentes  à 
Abohives  VIII.  66 
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4-  (Bz  +  C)  Usa  -  BU^  -{Bz+Cy  = 
ou 

Ainsi  nous  avons  obtenu  de  nouveau  l'équation  (5).  Si  5=0, 
c.-à-d.  ai  le  plan  d'inflexion  se  trouve  à  l'infini,  la  surface  quadra- 
tique de  révolution  (5)  est  (  écomposée  en  le  plan  à  rinfinî  et  le 
plan  ZAz-^  (D—C\  =  0. 

(En  général,  on  peut  considérer  une  surface  du  m^^  degré 
comme  une  surface  du  n^^  degré  (n  >  m),  qui  contient  (n  —  m) 
fois  le  plan  à  Tinfini.) 

Il  n'y  a  en  ce  cas  qu'un   seul  cercle  de  courbure  sphérique, 

situé  dans  le  plan  z  =  —0-4-  . 

La  ligne  à  Tinfini  des  plans  normaux  à  l'axe  doit  aussi  être 
considérée  comme  une  ligne  de  courbure  sphérique,  parce  que 
l'indicatrice  d'un  point  de  cette  ligne  est  composée  de  la  ligne 
à  l'infini  comptée  deux  fois,  et  que  pour  cette  raison  elle  passe 
par  les  deux  points  circulaires,  de  sorte  qu'elle  est  à  considérer 
comme  une  forme  dégénérée  d'un  eerele. 

Nous  verrons  bientôt  que  cette  ligne  &  Tinfini  remplit  encore 
plus  de  fonctions. 

L'équation  (3)  nous  permet  aussi  de  trouver  la  condition  sous 
laquelle  Tindicatrice  d'un   point  est  une  hyperbole  orthogonale. 

En  effet,  en  ce  cas  les  coëflScients  de  è^  et  de  17 ^  doivent  être 
égaux,  mais  de  signe  contraire;  de  sorte  que  nous  avons 

'SAa^z^—2Bacx^  +Bc^z^  -►&» -hiîa^  =  — (&,  +  t% 

ou,  puisque  a^  -h  o^  =  1 , 

3^a2  z^—2Bacx,  '^Bc^z^'^Cc^'i^Da'^+Bz^{a^'^c^)'\'C{a^-^c^)=fi, 

ou  bien: 

d'où  Ton  tûre 


c 
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a  4  (£i?,  +  C) 

2a;,  (/?«,  +  C) 
3ilz?  +  Ba?  +  2Zte,  +  iP    .    .       .     .^. 


OU 


D'abord  J52:,  +  C=:0  donne  des  points  dont  rindicatrice  est 
une  hyperbole  équilatère. 

La  ligne  à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe  doit  dono  anssi 
être  considérée  comme  ligne  de  courbure  orthogonale^h^fperbolique, 
oe  qui  s'accorde  avec  l'énoncé,  suîvant  lequel  la  ligne  &  Tinfini 
est  perpendiculaire  &  chaque  ligne  et  par  suite  à  elle-même.  En 
effet,  dans  cette  conception  l'indicatrice,  qui  se  compose  de  la  ligne 
à  l'infini  comptée  deux  fois,  a  deux  asymptotse  reotangulaires. 

Ensuite,  l'équation  (6)  est  aussi  yériôée  par 


donc  par 

La  courbe  représentée  par 

y  =  0 
et 

9A^z^'^B^x^^nADz^  +  {6AB-h2B^)x'^z^-h{4D^'h6AE)z^^ 
-h{6AG-\-4BC'h2BD)x^z^{2CD'-t2C^)x^'i'4DEz^JE^^0 

coupe  donc  la  méridienne  dans  le  plan  y  =  0  suivant  des  points 
dont  l'indicatrice  est  une  hyperbole  orthogonale.  Par  la  rotation 
de  cette  courbe  autour  de  l'axe  on  obtient  une  surface  de  révo- 
lution du  quatrième  degré,  qui  coupe  O3  suivant  une  courbe 
gauche  du  douzième  degré,  dont  les  points  sont  de  courbure 
orthogonale-hyperbolique. 

Evidemment  l'équation  de  cette  surface  est 

66* 
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-{-{AD^ -\-&AE)z^ -{-{eAC+éJBC-h^BD)  {x^ '{•y^)z^ 
'b{2CD-\'2C^){x^+y^)  +  ADEz-^E^=0 (7) 

Nous  aurions  encore  pu  obtenir  cette  surface  en  substituant  les 
valeurs  des  dérivées  dans  la  formule  suivante,  donnée  par  M.  Salmon: 

(Voyez:  Salmon,  Analytische  Géométrie  desRaumes  II,  3.  Auflage, 
pag.  41). 

La  courbe  gauche  du  douzième  degré,  suivant  laquelle  cette 
surface  coupe  O3,  est  composée  de  six  cercles. 

La  ligne  à  l'infini  des  plans  normaux  à  l'axe  est  de  même 
située  sur  la  surface  de  Hesse.  Par  conséquent  ses  points  sont 
aussi  des  points  paraboliques. 

L'indicatrice  des  points  de  cette  ligne  est  donc  à  la  fois  un 
cercle,  une  hyperbole  équilatère  et  une  .  conique  dégénérée  en 
une  ligne  double. 

Cette  absurdité  apparente  provient  de  la  disparition  des  coeffi- 
cients de  5^  et  de  I?  2  dans  l'équation  (3). 

En  effet,  pour  le  plan  d'inflexion  on  a  a  =  0;  le  coëflBcient  de 
52  est  donc  ç^{Bz^  +  C)  —  Q,  et  celui  de  i?^  Bz^  +  C^Q.Vax 
conséquent  l'indicatrice  n'est  pas  déterminée. 

§  13.    Equation  de  la  surface  cnbiqne  de  réTolntioii  ayant 
pour  axe  de  rotation  la  droite  x=y  =  B, 

Nous  nous  imaginons  un  système  (5,  ^y,  Ç)  dont  l'origine  coïn- 
cide avec  Torigine  du  système  de  coordonnées  précédent,  et  dont 
Taxe  des  C  coïncide  axec  la  droite  x^=y^=z. 

La  position  de  Taxe  des  è  (qui,  une  fois  donnée,  détermine 
naturellement  Taxe  des  tj)  ne  sera  pas  fixée. 

Si  une  surface  cubique  de  révolution  a,  par  rapport  au  système 
(5>  ^>  C),  pour  équation 

Taxe  des  C  en  est  Taxe  de  rotation. 

Afin  de  trouver  de  cette  surface  l'équation  par  rapport  au 
système  (a;,  y,  z),  il  nous  faut  appliquer  les  formules  transforma- 
trices suivantes: 
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|=a,  X  +  ttjy  +  «jZ, 

n  —  ftiX  +  ft^y-^ft^z, 


avec  les  relations 


«;  +  /^  +  r^  =  i 
«2  +  /^  +  y^  =  i 
«:  +  /^  +  y^  =  i 

«3«i  +  /^3/?i  +  y*=o 


d'où        aj  +  /95  =  l— y* 


tandis  que 
Nous  aurons 


3/2  =  1^  et  y  =  -4- 


»    «1  «2  + /^i /^2  =  —  y' 

„     «j  «3  + /?j /îg  =  —  y2 
„     «3  «1  +  ^3  /^i  =  -  y* 

1 


1^3 


C3  =  y3  (a;  +  y  +  z)3  =  g^^;=  (a;  +  2/ +  2)3, 

|2  +  ^2  =  («J  +  /Î5aj2  +  {a\  -^-If^y^  +  («^  +/^3)^'  + 

+  2{a^a^-\-ftJS^)xy  +  2{a^ai+ft^ft^)yz-^ 

=  (1  —  yî)  (a;2  +y^  +z')  —  2  y^  {xy  +  yz  +  zx) 
=  (1  —  y2)  (a;2  4-  2/2  +  z2  +  2  aîy  4-  2  j/z  +  2  za:)  — 

—  2  {ocy  -h  yz  +  zc) 
=  {l  —  y^){x  +  y  +  z)^  —  2{xy  +  yz-^zx) 

2 

=  -g  (a;  +  3/  +  zY  —  2(iBy  +  2/z  +  za;), 

(I*  +  »?^)f  =  y(a;  +  y  +  2)  \_-^{x  +  y-^zY  —  2{xy-^yz  +  zx)\ 

2 
~3V^  f^"^  +  3/  +  2)'  —  3 (x  +  2/  +  2) (ccy  +  2/z  +  ac)], 

fî  =  y2  (a;  +  2/  +  z)2  =-g  (a;  +  2/  -t-  2)^ 
Ç  =r  y  (a;  +  2/  +  2)  =  p^  («  +  2/  +  z). 

L'équation  de  la  surface  cubique  de  révolution  devient 

A{x  +  y  -^  zy  +  2B \_{x  ^  y  +  zY  —  Z {x  +  y  -^  z) {xy  -ir  yz  +  zx)"]  + 
+  ^C ^2^\_{x  +  y  -^  zy  —  Z  {xy  -^  yz  +  zx)\  + 
H-i)l^3>  +  2/  +  2)î  4-3J?(a;  +  3/  +  z)  +  3l^3\F  =  0...  (1) 
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Si  Xy  y,  z  sont  les  trois  racines  de  l'équation 
u^  4-  pu^  -^  gu  -h  r  =  0 , 


on  a 


a;H-yH-z  =  —  p,  osy  -^yz  -h  zx  =  q^  xyz  =  —  r. 
L'équation  (1)  peut  donc  aussi  être  réduite  à  la  forme 


=  f(p)..(3) 


ou 

_ {A  +  2jg)  j>3  —  (2g-h  2?)  i^3"p^  4-  3^p  —  SF^Z 
^"^  6(5p-Cu-3) 

Étant  donnée  Téquation 

16^  H-  Pj  16^  4-  Çi  16  H-  r,  =  0, 
où  q^  satisfait  à  la  condition 

les  trois  racines  aj,  aj,  as  de  cette  équation   seront  les  coordon- 
nées d'un  point  de  la  surface  cubique  de  révolution  représentée 
par  Téquation  (2). 
Ainsi  nous  obtenons  six  points  de  O,,  savoir 


P. 

P. 
P. 
Ps 
Ps 


«  =  «1,      y=<^iy      2f  =  a 


3  » 


aî  =  a,  ,    v  = 


X 


a 


x=:a 


2  > 
2  » 


3  f 


3  9 


y  =  a^. 

2  =  a. 

y  =  «3, 

2  =  aj 

y  =  <»i, 

2  =  a, 

y  =  ai, 

2  =  0, 

y  =  <»2. 

«  =  a, 

Si  nous  donnons  à  2>,  une  valeur  arbitraire,  la  constante  ç,  est 
déterminée  par  q^  =/(l>i);  ^^  ce  cas  on  peut  choisir  Tj  à  volonté. 

De  cette  manière  on  obtient  00  ^  groupes  de  six  points,  dont 
l'ensemble  remplit  la  surface. 

Les  six  points  P^,  Pj,  P3,  P4,  P5,  P^  se  trouvent  tous  dans 
le  plan 

a;-hy-h2:  =  — 2>i, 

donc  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  x  =  y- 2. 
De  plus  ils  sont  situés  sur  Thyperboloïde  de  révolution 


^  ^yz-^zx^q^, 
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qui  a  la  droite  x^=y  =  z  pour  axe  de  rotation.  Par  conséquent 
les  six  points  se  trouvent  sur  le  cercle  que  cette  hyperboloïde 
de  révolution  a  en  commun  avec  le  plan  x  +  y  -^  z  =  — p^. 

Évidemment  ce  sont  les  six  points  suivant  lesquels  ce  cercle 
est  coupé  par  la  surface  cubique 

xyz=:  —  r^. 

§  14.    Remarques  finales.  ^) 

Approchés  de  la  fin  de  ce  mémoire,  nous  voulons  le  terminer 
par  quelques  remarques  sur  la  représentation  univoque  de  la 
surface  cubique  de  révolution  et  sur  l'application  de  la  théorie 
des  invariants  dans  la  recherche  de  ses  propriétés. 

Pour  ce  qui  regarde  la  représentation  univoque,  on  peut  faire 
valoir  les  considérations  suivantes. 

Une  représentation  univoque  pourrait  se  faire  par  exemple  au 
moyen  de  lignes  droites  qui  passent  toutes  par  Tun  des  deux 
points  doubles  circulaires  et  qui  ont  donc  en  commun  avec  la 
surface  un  seul  point  variable. 

Cependant  tous  les  points  d'intersection  obtenus  de  cette  manière 
sont  imaginaires;  cette  représentation  ne  jious  donne  donc  aucune 
image   convenable. 

On  peut  en  outre  représenter  la  surface  à  Taide  de  droites 
s'appuyant  sur  deux  lignes  isotropes  qui  ne  se  trouvent  pas  dans 
un  même  plan;  mais  ces  droites  sont  aussi  imaginaires. 

Pour  le  moment  aucune  représentation  réelle  de  la  surface 
cubique  de  révolution  ne  me  paraît  être  eflFectuable. 

Quant  à  TapplicatioD  de  la  théorie  des  invariants,  il  nous  semble 
que  cette  méthode  d'investigation  est  assez  embarrassante,  sans 
promettre  des  résultats  qu'on  ne  saurait  obtenir  de  toute  autre 
manière. 


0  Cet  article  a  été  ajouté  en  conséquence  de  la  critique  donnée  sur  le  mémoire 
original  par  M.  P.  H.  Schoutb,  Professeur  de  l'Université  de  Groningue. 
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APPENDICE. 


Notre  mémoire  est  accompagné  de  deux  tableaux  de  modèles 
de  la  courbe  méridienne. 

L'équation  générale  de  la  méridienne  dans  le  plan  y  =  0  s'écrit 

Âz^  -h  Bx^z-h  Cx^  -hDz^  -h  Ez-hF^O. 

L'axe  des  Z  est  représenté  par  une  droite  bleue  verticale. 

La  plupart  des  figures  sont  pourvues  de  deux  axes  des  X,  dont 
l'un  est  bleu,  l'autre  rouge. 

Nous  ferons  suivre  les  équations  par  rapport  au  système  de 
coordonnées  avec  Taxe  des  X  bleu  aussi  bien  que  par  rapport  à 
celui  avec  l'axe  des  X  rouge. 

Les  asymptotes  y  figurent  comme  des  lignes  noires  interrompues. 

Les  tangentes  des  deux  points  d'înflexion  situés  symétriquement 
par  rapport  à  l'axe  des  Z  sont  des  lignes  noires  interrompues  et 
pointillées. 

A.    Equations  par  rapport  au  système  de 
référence  avec  l'axe  des  X  bleu. 

L'axe  des  X  hleu  coïncide  toujours  avec  la  tangente  du  point 
d'inflexion  à  Vinfini;  par  conséquent  le  coefficient  C  de  a?^  est 
toujours  zéro. 

L'équation  générale  par  rapport  au  système  avec  Taxe  bleu 
est  donc 

Az^  -hBx^z  +  Dz^  ^Ez-h  F  =  0. 

I.  Deux  des  asymptotes  sont  imaginaires,  d'où 

4>o. 

(Voyez  page  462.) 

La  courbe  coupe  l'axe  des  Z  en  trois  points  réels,  ce  qui 
revient  à  dire  que  l'équation 

Az^  -k-  Dz^  +Ez  +  F=0 

a  trois  racines  réelles.  Ici  elles  sont  toutes  de  même  signe. 
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IL  ^>0. 

La  courbe  rencontre  Taxe  des  Z  en  un  seul  point  réel,  de 
sorte  que  l'équation 

Az^  -hDz^  -hEz-h  F  =  0 

n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 
IIL  Les  trois  asymptotes  sont  toutes  réelles,  ou  bien 

4<o. 

(Voyez  page  462.) 

La  méridienne  a  en  commun  avec  l'axe  des  Z  trois  points 
réels,  qui  se  trouvent  à  différents  côtés  de  Taxe  des  X.  Par 
conséquent  l'équation 

a  trois  racines  réelles  qui  ne  sont  pas  toutes  de  Toême  signe. 

IV.  ^  <  0. 
L'équation 

n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 

La  ligne  joignant  les  points  d'inflexion  finis  et  le  point 
d'intersection  avec  l'axe  des  Z  se  trouvent  à  côtés  opposés 
de  l'axe  des  X. 

V.  ^  <  0. 

L'équation 

Az^  +  Dz^  +Ez  +  F=0 

a  trois  racines  réelles,  toutes  de  même  signe. 
(Contraste  avec  IIL) 

VI.  —  <  0. 

L'équation 

Az^  -b  Dz^  -h  Ez'hF=0 

n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 

La  ligne  joignant  les  points  d'inflexion  finis  se  trouve  du 
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même  côté  de  Taxe  des  A'  que  le  point  d'intersection  avec 
Taxe  des  Z. 
(Contraste  avec  IV.) 

VIL  ^  <  0. 

L'équation 

Az^  -h  Dz^  -h  Ez-hF=0 

a  trois  racines  réelles,  toutes  de  même  signe. 

Les  points  à  Tinfini  sont  tous  des  points  d'inflexion,  ce 

qui  donne,  suivant  page  464,  la  relation 

3^2  C^—^ACBD  —  B^D^  -hAAB^  E  —  0, 

ou,  puisqu'on  a  ici        C  =  0, 

4AE—D^=0, 

VIII.  ^  <  0. 

Encore  on  a  ici 

4AE—D^=0. 
L'équation 

Az^  -+-  Dz^  -h  Ez  +  F=0 
n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 

IX.  La  courbe  coupe  l'axe  des  Z  une  fois  à  l'infini,  d'où  résulte 

-4  =  0. 

L'équation  de  la  méridienne  s'écrit  donc  comme  il  suit: 

Bx^z  +  Dz^  -^^  Ez-hF^O. 
L'équation 

Dz^  -i-  Ez-h  F=0 
a  deux  racines  réelles  de  même  signe. 

X.  De  même  ici  le  coefficient  A  de  z^  s'annulle;  l'équation  de 
la  courbe  est 

Bx^z-h  Dz^  -hEz-hF=0. 

L'équation 

Dz^  -^  Ez-h  F=0 

a  deux  racines  imaginaires. 
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XL   ^  >  0. 


La  courbe  a  un  point  double  fini  sur  Taxe  des  Z. 
(Folium  de  Descartks,  Strophoïde  droite,  etc.) 
Par  conséquent  Téquation 

a  deux  racines  égales. 


XIL  — ^  <  0. 


L'équation 

Az^  ^Dz^  -h  Ez-bF^O 
a  encore  deux  racines  égales. 

La  troisième  racine  et  les  deux  racines  coïncidentes  sont 
de  signe  contraire. 

XIIL   ^<0. 

L'équation 

Az^  -^  Dz^  -^  Ez-hF  =  0 

a   deux    racines   égales   qui   sont   de   même   signe    que    la 
troisième. 

XIV.  La  courbe  a   un  point  double  fini  sur  Taxe  des  Z  et  ren- 
contre cet  axe  de  nouveau  à  l'infini. 
On  a  donc 

A  =  0, 

c.-à-d.  réquation  de  la  méridienne  s'écrit: 

Bx^  z-h  Dz^  -h  Ez^  F=0. 

Ici  l'équation 

Dz^  -h-Ez-hF  =  0 
a  deux  racines  égales,  d'où: 

4  DF  —  £2  =  0. 

XV.  La  courbe  a  un  point  double  à  l'infini  sur   l'axe  des  Z. 
Suivant  page  461,  cette  propriété  est  représentée  par 

^  =  0    et     Z)  =  0. 
L'équation  de  la  méridienne  devient  donc 
Bx^z-hEz-h  F  =  0. 

67* 
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XVL  ^-  >  0 

La  courbe  a  un  point  de  rebroussement  sur  l'axe  des  Z, 
d'où  résulte  que  l'équation 

Az^  -hDz^  -h  Ez  -h  F=0 
a  trois  racines  égales. 

XVIL  ^<0. 

Ici  l'équation 

Az^  -^  Dz^  -h  Ez-^  F  =  0 

a  de  même  trois  racines  égales. 

XVIII.  La  courbe  a  un  point  de  rebroussement  à  l'infini  sur  Taxe 
des  Z. 
On  a  donc  suivant  page  462 

A  =  0,  /)  =  0,  E  =  0, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  se  réduit  à 

Bx^z-h  F=0. 

B.     Equations   par   rapport  au  système  de 
référence  avec  l'axe  des  X  rouge. 

L'axe  des   X  rouge  coïncide  toujours  avec  la  ta/ngenie  dun 

point  de  rencontre  avec  Vojxe  des  Z. 

L'origine  est  un  point  de  la  surface,  donc  on  a 

F  =  0. 

L'équation  générale  par  rapport  au  système  avec  l'axe  rouge 
est  par  conséquent 

Az^  -h  Bx^  z-h  Cx^  +  Dz^  -h  Ez  =  0. 

i.4>o 

L'équation 

Az2  -+-  Dz-h  E=0 

a  deux  racines  réelles. 
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ll.4>o. 


L'équation 

Az'^  H-  /te  +  E  —  0 

a  deux  racines  imaginaires. 


III.  ^  <  0. 


L'équation 

a  deux  racines  réelles  de  signe  contraire. 

IV.  4  <  0. 

L'équation 

Az^  -hZ)2-l-£=0 

n'a  pas  de  racines  réelles. 

La  tangente  du  point  d'inflexion  à  l'infini  se  trouve  du 
mJême  côté  de  l'axe  des  JT,  que  la  ligne  joignant  les  points 
d'inflexion  finis. 

v.4<o. 

L'équation 

Az^  -h  Dz  4- jb:=o 

a  deux  racines  réelles  de  signe  contraire. 
La  tangente  du  point  d'infiexion  à  l'infini  et  la  ligne  joig- 
nant les  points  d'inflexion  finis  se  trouvent  de  côtés  opposés 
de  l'axe  des  X. 
(Contraste  axec  III.) 

VI.  '^<0. 

L'équation 

Az^  -f-  Dz-f  E  —  0 

n'a  pas  de  racines  réelles. 

La    tangente    du    point   d'inflexion    à   l'infini   et   la   ligne 

joignant  les  points  d'inflexion  finis  se  trouvent   de   côtés 

opposés  de  l'axe  des  X. 

(Contraste  avec  IV.) 
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VIL  ^  <  0. 

L'équation 

Az^  ^Dz'hE  =  0 

a  deux  racines  réelles  de  signe  contraire. 
Les  points  à  Tinfini  sont  d'inflexion,  donc 


ZA^C^—2ACBD  —  B^D^  -^4AB^E  =  0. 


VIII.  ^<0. 

L'équation 

Az^  4-  Dz'hE=0 

n'a  aucune  racine  réelle. 
De  même  on  a  ici 

3^2  G^—2ACBD  —  B^D^  -^AAB^E^O. 

IX.  A  =  0. 

En  effet,  la  courbe  coupe  l'axe  des  Z  une  fois  à  l'infini; 
elle  est  donc  représentée  par 

Bx^  z-h  Gx^  -hDz^  -^  Ez  =  0. 

XI.  ^  >  0. 

La  courbe  a  un  point  double  en  l'origine,  donc 

E  =  G. 
L'équation  de  la  méridienne  devient 

Az^  -h  Bx^z-^  Gx^  -h  Dz^  =  0. 

XII.  4^  <  0. 

E  =  0. 

L'équation  de  la  courbe  s'écrit 

Az^  -^  Bx^z  +  Cx^  +  Dz^  =  0. 

Le  troisième  point  d'intersection  avec  Taxe  des  Z  se  trouve 
du  même  côté  de  l'axe  des  X  que  la  tangente  du  point 
d'inflexion  à  l'infini,  ou  bien: 

D  C 

les  quantités -r-   et ^  soi^^  de  même  signe,  donc 
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D  C 

tandis  que  la  valeur  absolue  de  —  -j-  surpasse  celle  de  —  -p  , 

ce  que  nous  représenterons  par 


A 


_0 
B 


XIII.  ^  <  0. 
Ici  on  a 


tandis  que 


PC 
AB 


>0, 


A 


B 


XIV.  La  courbe  coupe  l'axe  des  Z  une  fois  à  l'infini  et  a  un 
point  double  en  l'origine,  donc 

^=0    et    E  =  0. 

L'équation  de  la  méridienne  s'écrit 

Bx^  z+  Gx^  +  Dz^=  0. 

XV.  La  courbe   a  un   point  double  sur  l'axe  des   Z  à  l'infini, 
d'où  résulte 

^  =  0    et    D  —  O. 

L'équation  de  la  courbe  se  réduit  à 

Bx^  z  +  Cz"^  +Ez-  0. 

XVL  ^>0. 

La  courbe  a   un  point  de  rebroussement  en  l'origine,   de 
sorte  que 

Z>  =  0    et    fi  ■=  0. 

L'équation  de  la  courbe  est 

^«»  +  Bx^z  +  Cx^  —  0. 

XVIL  ^  <  0. 

Ici  l'équation  s'écrit,  tout  comme  dans  le  cas  précédent, 

Az^  +  Bx^z  +  Cx^  —  0. 
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XIX.  La  tangente  du  point  d'inflexion  à  l'infini  coïncide  avec  la 
ligne  à  l'infini,  ce  qui  donne 

5  =  0. 

(Voyez  page  461.) 

L'équation  de  la  méridienne  s'écrit 

A%^  -h  Oc^  +  l>2f2  -+-  £0  =  0. 

L'équation 

Az^  -h  Dz-h  E  =  0 

n'a  pas  de  racines  réelles. 

XX.  En  ce  cas  on  a  de  même 

5  =  0, 
donc 

Az^  -hCx^  ^  Dz^^  Ez  =  0. 
L'équation 

Az^  -hDz-h  E  =  0 
a  deux  racines  réelles  de  même  signe. 

XXI.  Encore  on  a 

B  =  0. 

La  courbe  a  un  point  double  en  l'origine,  d'où 

E  =  0. 
L'équation  de  la  courbe  devient 

Az^  -+-  Cx^  4-  tt?2  =  0. 

XXII.  La  courbe  a  un  point  de  rebroussement  en   Torigine  et 
une  tangente  d'infiexion  à  l'infini. 

(Développée  de  la  parabole.) 
Il  s'ensuit 

5  =  0,  5  =  0,  £=0. 

L'équation  de  la  méridienne  se  réduit  à 

Az^  H-  Cx^  =  0. 
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VIT 


SUR  LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES  PAR  LE  COURANT 

ÉLECTRIQUE 


PAR 


E.  VAN  DER  VEN. 


IV.  ') 

L'électrolyse  des  solutions  de  sels,  dans  la  composition  desquels 
le  plomb  entre,  se  distingue  en  général  par  ce  quelle  est  accom- 
pagnée de  réactions  secondaires,  qui  nuisent  au  transport  normal 
de  ces  solutions  par  le  courant.  Car,  si  pour  cela  on  se  sert  d*un 
courant  d'une  densité  tant-soit-peu  considérable,  une  partie  de 
l'oxygène  devenu  libre  à  lanode,  se  combine  avec  le  métal  de 
l'électrode  à  des  oxydes  d'un  degré  différent  d'oxydation,  dont 
une  partie  s'y  dépose  en  forme  de  petites  plaques,  noires  et 
minces,  tandisque  une  autre  partie  reste  suspendue,  en  forme 
d'une  poudre  fiiie  et  blanche,  dans  la  solution.  Comme  ils  ne 
rentrent  pas  en  compisition  avec  l'acide  devenu  libre  à  des  sels 
solubles,  le  transport  poursuivi  entre  des  électrodes,  construites 
du  métal  qui  fait  partie  des  sels  en  solution,  ne  sera  plus  le 
transport  d'un  liquide,  qui  pendant  le  cours  des  expériences  ne 
change  pas  de  nature.  Pour  y  remédier  autant  que  possible  il 
faudra  avoir  soin  do  se  servir  de  solutions  assez  concentrées, 
qu'on  fait  transporter  par  des  courants  assez  faibles;  et,  comme 
les  solutions  concentrées  ne  sont  que  faiblement  transportées,  il 
en  suit  qu'en  général  on  sera  tre&  borné  dans  le  choix  des  inten- 
sités de  courant  et  des  densités  des  solutions  qu'on  combinera 
pour  l'étude  du  transport  des  solutions  des  sels  de  plomb. 


')  Voir:  Arch.  Teyler,  Série  II,  Vol.  VIII,  p.  98-119,  p.  199-283  et  p.  863-398. 
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Quant  aux  solutions  des  deux  sels,  Tacétate  et  Tazotate  de 
plomb  (Pg  C^  H^  0^  -f-  3Aq.  et  ^6^2  ^e)  ^^  transport  desquels 
Tétude  fait  Tobject  de  cette  notice,  celles  de  lacétate  ne  font 
sous  ce  rapport  que  peu  d'eaibaras.  Elles  sont  très  réfractaires 
au  passage  du  courant  dont,  par  suite,  elles  sont  très  facilement 
transportées;  de  sorte  qu'un  courant  d'un  quart  d'ampère  trans- 
porte encore  10  grammes  par  heure  d'une  solution  contenant 
12'/«  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 

D'une  solution  d'azotate,  par  contre,  qui  ne  contient  que  10 
parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau,  environ  la  même  quantité 
est  transportée  par  un  courant  quatre  fois  plus  intense;  et  c'est 
ce  faible  transport  qui  ma  empêché  de  me  servir  pour  ces  solu- 
tions de  courants  aussi  faibles  que  ceux  dont  je  me  suis  servi 
pour  le  transport  des  solutions  de  l'acétate. 


Pc  (\  H,  O4  4-  3  Aq. 


7^2  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau 


I 

5 

mars 

1903. 

=  1.02 

amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  récoiilemeut. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9b.    0"- 

O--    — 

9h- 

10m. 

4s. 

116 

115.23 

=      12.675 

10 

4 

20 

0 

114 

14.76 

.624 

20 

0 

30 

1 

113 

12.81 

.409 

30 

1 

40 

0 

111 

11.19 

.231 

40 

0 

50 

2 

111 

10.62 

.168 

50 

2 

10 

0 

0 

108 

836 

11.020 

10      0 

0 

10 

3 

108 

7.46 

.821 

10 

3 

20 

4 

107 

6.82 

.760 

20 

4 

30 

3 

106 

6.18 

.680 

30 

3 

40 

1 

105 

5.35 

.589 

40 

1 

50 

3 

105 

4.62 

.508 

50 

3 

11 

0 

2 

104 

4.17 

.459 

1308  gouttes. 

Poids  de  1308  gouttes...  143.88    gr. 
„      d'une  goutte 0.110  „ 


PAR   LE   GOURANT   ÉLECTRIQUE.  491 


6 

mars 

1903. 

1=0.51 

amp 

En 

10  minutes. 

Durée  de  récoulement. 

Gouttes.         Gouttes. 

Grammes, 

9h.    Om- 

08- 

_        9h. 

lOm. 

98- 

61 

60.10 

=        6.250 

10 

9 

20 

2 

59 

59.70 

.209 

20 

2 

30 

2 

60 

60.00 

.240 

30 

2 

40 

8 

61 

60.40 

.282 

40 

8 

50 

2 

59 

59.60 

.198 

50 

2 

10 

0 

4 

60 

59.80 

.219 

10      0 

4 

10 

0 

60 

60.40 

.282 

10 

0 

20 

0 

61 

61.00 

.344 

20 

0 

30 

0 

61 

61.00 

.344 

30 

0 

40 

2 

61 

60.80 

.323 

40 

2 

50 

4 

61 

61.20 

.365 

50 

4 

11        0       4 
Poids  de  725  goût 

61 

gouttes. 
75.22 

61.00 

.344 

725  1 

;te8. . . 

„      < 

d'une 

goutte. . ,    . 

0.104    „ 

7 

mars 

1903. 

7=0.202  amp. 


Durée  de  Técoulement. 
9h.   Qm.   0»-     —      9»" 
10    16 


10 


20 

0 

30 

7 

40 

14 

50 

20 

0 

21 

10 

21 

20 

20 

30 

17 

40 

15 

50 

13 

10 


11 


En 

10  minutes. 

ent. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

lOm. 

16«- 

21 

20.45 

=        2.495 

20 

0 

20 

.55 

.502 

30 

7 

20 

19.77 

.412 

40 

14 

20 

.77 

.412 

50 

20 

20 

.80 

.416 

0 

21 

20 

.97 

.436 

10 

21 

20 

20.00 

.440 

20 

20 

20 

.02 

,442 

30 

17 

20 

.10 

.452 

44) 

15 

20 

.07 

.449 

50 

13 

20 

.07 

.449 

0 

10 

20 

.10 
ttes. 

.452 

241  sou 

Poids  de  241  gouttes. . .  29.32    gr. 

„      d'une  goutte 0.122    „ 

69* 
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II. 


10  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


10 

1  mars 

1903. 

=  1.02 

amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  réconlement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

gh.    Qm. 

O"-    — 

9h. 

lOm. 

08- 

78 

78.00 

=        9.360 

10 

0 

20 

0 

78 

.00 

.360 

20 

0 

30 

5 

79 

.35 

.402 

30 

5 

40 

0 

78 

.66 

.439 

40 

0 

50 

6 

79 

.27 

.392 

50 

6 

10 

0 

i 

77 

77.65 

.318 

10      0 

1 

10 

0 

77 

.13 

.256 

10 

0 

20 

0 

77 

.00 

.240 

20 

0 

30 

5 

77 

76.37 

.164 

30 

5 

40 

4 

76 

.13 

.136 

40 

4 

50 

1 

75 

75.38 

.046 

50 

1 

il 

0 

6 

76 

.37 
tes. 

.044 

927  goût 

Poids  de  927  gouttes...  111.42    gr. 
„      d'une  goutte 0.120    „ 


11  mars 

1903. 

=  0.51 

amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

gb.   0">- 

0«-     — 

9h- 

lOm. 

99- 

40 

39.42 

=       4.928 

10 

9 

20 

0 

39 

.60 

50 

20 

0 

30 

7 

40 

.54 

43 

30 

7 

40 

4 

39 

.20 

00 

40 

4 

50 

1 

39 

.20 

00 

50 

1 

10 

0 

1 

39 

.00 

.875 

10      0 

1 

10 

14 

40 

.15 

93 

10 

14 

20 

0 

38 

38.83 

54 

20 

0 

30 

4 

39 

.74 

43 

30 

4 

40 

10 

39 

.61 

*    25 

40 

10 

50 

4 

38 

.38 

.798 

50 

4 

il 

0 

0 

38 

.26 

s. 

83 

468  goutte 

Poids  de  46S  gouttes...  58.37    gr. 
„      d'une  goutte 0.125    „ 
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12  mars 

1903. 

=  0.202  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.         1 

Gouttes. 

Grammes. 

9h.    Qm 

.    0»-     — 

9h- 

10m. 

368- 

16 

15.10 

1.872 

10 

36 

20 

33 

15 

.24 

90 

20 

83 

30 

0 

14 

14.81 

36 

30 

0 

40 

2 

15 

.95 

54 

40 

2 

50 

6 

15 

.90 

48 

50 

6 

10 

0 

10 

15 

.90 

48 

0      0 

10 

10 

0 

14 

.24 

.766 

10 

0 

20 

26 

15 

.38 

83 

20 

26 

30 

2 

14 

.58 

.808 

30 

2 

40 

31 

15 

.30 

.773 

40 

31 

50 

10 

15 

.51 

99 

50 

10 

11 

0 

5 

15 

.12 

51 

176  gouttes. 

Poids  de  176  gouttes. ..  21.87    gr. 
„      d'une  goutte 0.124    „ 

III. 


12Vi  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


13 

'<  mars 

1903. 

1=1.02 

amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.         Gouttes. 

Grammes. 

9h.   o>n- 

00- 

—        9h- 

lOm. 

3* 

70 

69.65 

=        7.661 

10 

3 

20 

5 

70 

.78 

75 

20 

5 

30 

8 

70 

.65 

61 

30 

8 

40 

1 

69 

.82 

80 

40 

1 

50 

2 

69 

68.89 

.577 

50 

2 

10 

0 

4 

69 

.78 

65 

10      0 

4 

10 

0 

68 

.46 

30 

10 

0 

20 

0 

68 

.00 

.480 

20 

0 

30 

0 

68 

.00 

80 

30 

0 

40 

1 

68 

67.89 

67 

40 

1 

50 

0 

68 

68.11 

92 

50 

0 

11 

0 

3 

68 

.00 

80 

Poids  de  82E 

»  goutt 

825  gouttes. 

gr- 

es  ..  89.87 

.     d 

'une 

goutte 

....    0.109 

» 

494 


SUR   LE  TRANSPORT   DES  LIQUIDES 


1^ 

:  mars 

1903. 

=  0.51 

amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  l'écouleuient. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

gh.  0">- 

0».    _ 

9b. 

10m. 

48. 

32 

31.79 

=       3.751 

10 

4 

20 

1 

32 

32.16 

95 

20 

1 

30 

6 

32 

31.73 

44 

30 

6 

40 

8 

32 

.89 

63 

40 

8 

50 

7 

32 

32.05 

82 

50 

7 

10 

0 

12 

32 

31.73 

44 

10      0 

12 

10 

9 

32 

32.16 

95 

10 

9 

20 

15 

32 

31.69 

39 

20 

15 

30 

15 

32 

32.00 

76 

30 

15 

40 

10 

32 

.27 

.808 

40 

10 

50 

1 

31 

31.46 

.712 

50 

1 

11 

0 

1 

32 

32.00 

76 

383  gouttes. 

Poids  de  383  gouttes. . .  45.37    gr. 
„      d'une  goutte 0.118    „ 


1 

6  mars 

1903. 

=  0.202  amp. 

En 

10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

91).    Qm 

•   0-^     — 

9h. 

lO™ 

•  14«- 

13 

12.70 

=       1.461 

10 

14 

20 

34 

13 

.58 

43 

20 

34 

30 

18 

12 

.32 

21 

30 

18 

40 

5 

12 

.25 

13 

40 

5 

50 

18 

13 

.52 

38 

50 

18 

10 

0 

5 

12 

.48 

40 

0      0 

5 

10 

18 

13 

.72 

61 

10 

18 

20 

30 

13 

.75 

64 

20 

30 

30 

2 

12 

.60 

54 

30 

2 

40 

12 

13 

.79 

69 

40 

12 

50 

20 

13 

.84 

74 

50 

20 

11 

0 

33 

13 

.72 
s. 

61 

152  goutte 

Poids  de  152  gouttes. . .  17.4G    gr. 
„      d'une  goutte 0.115    „ 
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Entre  ces  séries  d'expériences  il  existe  la  même  différence 
qu'entre  celles,  qui  se  rapportent  aux  solutions  de  chlorure  de 
zinc:  tandisque  entre  les  nombres  des  séries  qui  ont  rapport  à 
des  courants  d'une  intensité  de  1.02  amp.  il  y  a  une  diminution 
systématique  de  quelque  importance,  qui  indique  l'action  d'une 
force  constammant  croissante,  les  difiérences  entre  les  quantités, 
transportées  -pendant  les  'périodes  successives  de  10  minutes  par  les 
courants  dune  inten-nté  de  0.51  et  de  0.202  amp.,  sont  où  très 
petites,  où  de  la  nature  des  erreurs  accidentelles. 

Ce  sont  donc  aussi  celles-là  qui  seules  sont  corrigées  de  l'action 
de  la  pression  hydrostatique;  en  accord  avec  le  fait  que  le  trans- 
port se  fit  dans  la  direction  opposée  à  celle  du  courant  cette  correc- 
tion est  positive. 


Corrections  selon  les  formules: 


n  — 


-^-.-^-   et  a;  =  |r^Y  .  (Vol.  VIII,  p.p.  99  et  105). 


I. 


1. 


12^675-1U59 
"^  -   9.990-   0.985^-  =  ^'^^^  ^' 


1  — 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 


12.675:425 

.624 

.409 

.231 

.168 
11.920 

.821 

.750 


.589 
.508 
.459 


t 
a 

4 

2~ 
9 
2 
16 
2 
_2D_ 
2 

X_ 

2 

J9 

2" 

64^ 

2 

81 

~2~ 

100 

2 

121 

2 

144 


=  0.985  X  0.141  gr.  =  0.138  gr. 


1.938 
2.864 
3.761 
4.622 
5.427 
6.294 
7.081 
7.847 
8.588 
9.304 
9.990 


.273  , 

.404  „ 

.530  „ 

.652  „ 

.772  „ 

.887  , 


1.106 
.211 
.312 
.409 
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II. 


1. 


9.360  —  9.044     .,_ 
^  =  10:408^0.989  S»'-  =  ^"^^S^- 


1  -( 

[  9.360:425 

i     1  . 

)'    2    - 

=  0.989  xO.( 

033  gr.  =  0.033 

2      1 

,     .360          ] 

4 
•    2 

1.956 

.065 

3      1 

[     .402          ] 

••-2- 

2.901 

.096 

4      ( 

[     .439 

i      16 
'•     2 

3.822 

.126 

5      1 

[     .392          ] 

\      28 
'•    2 

4.747 

.157 

6      1 

[     .318 

\      88 
'•     2" 

5.615 

.185 

7      ( 

[     .256          ] 

k      49 

6.466 

.213 

8      1 

[     .240          ] 

''    2 

7.304 

.241 

9 

[     .164         ] 

,      81 

1-     2 

8.127 

.268 

10      1 

[     .136 

>      100 
'•    2 

8.925 

.295 

11      1 

[     .046          ] 

.     121 
!•    2 

9.712 

.330 

12      1 

[     .044 

.     114 
1»    2 

10.468 

.345 

III. 


1. 


7  661  —  7.480 


* -10.733 — 

0.991  ^*- 

1- 

[   7.661:425 

1     1   . 

1-    2    - 

=  0.991  X  0.019  gr. 

=0019gr. 

2 

[        75          ] 

.       4 

'•~2~ 

1.964 

37   , 

3 

(        61          1 

i       9 
!•    2 

2.919 

56  , 

4      1 

[        80          ] 

.      16 
'•    2 

3.853 

73   , 

5 

[     .577 

)•    2 

4.777 

91   . 

6      1 

[        65          ] 

.      38 
'•     2 

5.680 

.108   , 

7      ( 

[        30 

'•    2 

6.566 

25   , 

8      1 

[     .480 

\      64 
'•     2 

7.435 

41    , 

9      1 

[        80          ] 

.      81 
I--2- 

8.283 

67   , 

10      { 

[        67          ] 

.     100 
1'    2" 

9.120 

73   , 

11      1 

[        92          ] 

.     121 
'•    2 

9.934 

89   , 

12      1 

[        80 

}•    2 

10.733 

.204  , 
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Conclusion. 

I. 

7'/»  parties 

de  sel  sui 

•  100  parties 

d'eau. 

J=1.02 

amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transport  reôl 

12.675  gr. 

0.138 

gr. 

12.813  gr. 

.624   „ 

.273 

» 

97    , 

.409   „ 

.404 

n 

13     n 

.231    „ 

.530 

» 

.761    ^ 

.168   , 

.652 

n 

.820    , 

11.920   „ 

.772 

n 

.692    , 

.821    „ 

.887 

V 

.708   , 

.750   „ 

.998 

n 

48   , 

.680   „ 

1.106 

n 

86   ^ 

.589   , 

.211 

n 

96    , 

.508   „ 

.312 

I» 

.820   , 

.459   . 

.409 

n 

68    „ 

Transport  en  2  heures:  153.522  gr. 

1.02 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  150.51  gr. 


J=0.51  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  en  même  temps  le  transport  réel  par  le  courant. 

6.250  gr. 

09  „ 

40  , 

82  „ 

.198  „ 

.219  „ 

.282  „ 

.344  „ 

.344  „ 

.323  „ 

.365  „ 

.344  , 


Transpt.  en  2  heures:    75.400  grammes. 

0.51  

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:  147.84  grammes. 
Archives  vin. 
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1  =  0.202  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  en  même  temps  le  transport  reël  par  le  courant. 

2.495  gr. 

.502  , 

.412  , 

.412  , 

.416  „ 

.436  , 

.440  , 

.442  „ 

.452  , 

.449  , 

.449  , 

.452  , 


Transpt.  en  2  heures:    29.357  grammes. 

0.202 

Transpt.  par  amp.  eu  2  heures:  145.33  grammes. 


IL 


10  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


Transport  observé. 

9.360  gr. 

.360  „ 

.402  , 

.409  , 

.392  , 

.318  „ 

.256  , 

.24*  , 

.164  „ 

.136  „ 

.046  , 

.044  „ 


1=1.02  amp. 

Corrections. 

Transport  reSl. 

0.033  gr. 

9.395  gr. 

65   , 

.425  , 

96   , 

.498  , 

.126   , 

.565  , 

57    „ 

.549  , 

85   „ 

.503  , 

.213   , 

.469  , 

41    , 

.481   , 

68   , 

.432  , 

95   „ 

.431    , 

.330   „ 

.376  , 

45   , 

2  heures: 

.389   , 

Transport  en 

113.513  grammes. 

1.02 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  111.28  grammes. 
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J:=0.51  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  en  même  temps  le  transport  reël  par  le  courant. 

4.928  gr. 

50  „ 

43  , 

00  , 

00  , 

.875  , 

93  , 

54  „ 

43  , 

25  „ 

.798  , 

83  „ 

Transpt.  en  2  heures:    52.492  grammes. 

0.51 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:  114.69  grammes. 


1=0.202  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  en  même  temps  le  transport  reël  par  le  courant 

1.872  gr. 

90  „ 

36  „ 

54  „ 

48  „ 

48  „ 

.766  „ 

83  „ 

.808  , 

.773  „ 

99  „ 

51  „ 


Transpt.  en  2  heures:    21.828  grammes. 

0.202 

Transpt.  par  amp.  en  0  heures:  108.06  grammes. 

70* 
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III. 


12  Vi  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


J=  1.02  amp. 

Transport  observé. 

Correctious. 

Transport  reCl 

7.661  gr. 

0.019  gr. 

7.680  gr. 

75   „ 

37    , 

.712   . 

61    , 

55   , 

16  , 

80   , 

73   , 

53  , 

.577    „ 

91    , 

.648  , 

65   , 

.108   , 

73  , 

30   „ 

25   „ 

55  , 

.480   „ 

41    » 

21   , 

80   „ 

57   , 

57   . 

67   , 

73   , 

40  , 

92     n 

89   , 

71   , 

80    , 

.204  , 
Transport  en 

2  heures: 

80  , 

92.110  gr. 

1.02 

Transport  par  amp.  eu  2  heures:  91.87  gr. 


J=  0.51  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  eu  même  temps  le  transport  reël  par  le  courant. 

3.751  gr. 
95   , 
44    , 
63   , 


Transpt.  en  2  heures: 
0.51 
Transpt.  par  amp.  eu  2  heures: 


44 
95 
39 

76 
.808 
.712 
.776 


45.185  grammes. 


88.59  grammes. 
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1=0.202  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas, 
est  en  même  temps  le  transport  reêl  par  le  courant. 


1.461 

gr. 

43 

V 

31 

n 

13 

n 

38 

n 

40 

n 

61 

» 

64 

n 

54 

n 

69 

n 

74 

» 

61 

V 

Transpt.  en  2  heures:     17.399 

grammes. 

noo9 

Transpt.  par  amp.  en  S  heures:    86.14  grammes. 

Transport  moyen  par  amp.  en  1 

heure  d*un  solution  de: 

12 '/j  p.  de  sel  sur        10 

1  p.  de  sel  sur        7  Va  p.  de  sel  sur 

100  p.  d'eau.               1 

100  p.  d'eau.              100  p.  d'eau. 

1=1.020  amp.                 45.94  gr. 

55.64  gr.                      75.26  gr. 

1  =  0.510     „                     44.30  „ 

57.35    „                        73.92    „ 

1  =  0.202     „                    43.07  , 

54.03    „                        72,67    „ 

133.31  gr. 

167.02  gr.                    221.85  gr. 

3                                 3 

3 

Moyenne:  44.44 gr.    Moyenne:  55.67  gr.    Moyenne:  73.95  gr. 
±  0.6745  1/^^Ç  =  ±  0.58  gr.  =  ±   0.64  gr.  =  ±   0.51  gr. 

Ces  nombres  sont  entre  eux  comme: 

1000     :     1253     :     1664. 

Sur  112.5,  110,  107.5  grammes  des  trois  solutions  il  y  a  respec- 
tivement 12.5,  10,  7.5  grammes  de  sel,  ou  —  leurs  poids  spéci- 
fiques étant  1.075,  1.061,  1.046  —  sur  104.7,  103.7,  102.8  cM^., 
équivalant  à  11.94,  9.64,  7.29  grammes  de  sel  sur  100  ciVP. 

Les  inverses  de  ces  nombres  étant  entre  eux  comme: 

1000     :     1239     :     1638 
il  paraît  que,  entre  les  limites  des  erreurs  probables, 
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le  transport  des  solutions  d'acétate  de  plomb  est: 
1^  directement  proportionnel  à  Pintensité  dn  courant 

qni  les  transporte  et 
2^  en  proportion  inverse  des  poids  d'acétate,  compris 
dans  Tnnité  do  Tolnme  des  solutions  transportées. 
Le  transport  de  ces  solutions  se  fait  dans  la  direc- 
tion opposée  à  celle  dn  courant,  c-à-d.  de  la  kathode 
vers  l'anode. 


P,N, 

Oe. 

I. 

10  parties  de  sel  sur 

100  parties  d 

'eau. 

23  mars 

1903. 

1= 

1.02 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulenieiit. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

«Jh. 

Qm. 

Os. 

—      9h- 

10m. 

12s. 

15 

14.71 

1.618 

10 

12 

20 

20 

15 

.80 

28 

20 

20 

30 

27 

15 

.82 

30 

30 

27 

40 

4 

14 

.56 

02 

40 

4 

50 

16 

15 

.71 

18 

50 

16 

10 

0 

25 

15 

.54 

.599 

10 

0 

25 

10 

18 

14 

.41 

85 

10 

18 

20 

2 

14 

.38 

82 

20 

2 

30 

20 

15 

.52 

97 

30 

20 

40 

0 

14 

.48 

93 

40 

0 

50 

25 

15 

.40 

84 

50 

25 

11 

0 

11 

14 

.33 

76 

Poids 

de  175  gouttes  . 

175  goutt 

es. 
grammes. 

.  .  .  19.28  j 

d'une 

eou 

tte  .  . 

.  .  .    0.110 
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24  mars  1903. 


/=  1.48  amp. 


Durée  de  l'écoulement. 
9h.     Qm.      Os.      _      9h.    lOm.    148. 

20      29 
30      17 


10 


10 

14 

20 

29 

30 

17 

40 

7 

50 

3 

0 

0 

10 

27 

20 

18 

30 

7 

40 

5 

.50 

5 

10 


11 


40 
50 

0 
10 
20 
30 
40 
50 

0 


7 
3 
0 
27 
18 
7 
5 
5 
0 


Poids  de  243  gouttes 
„       d'une  goutte  . 


Gouttes. 
21 
21 
20 
20 
20 
20 
21 
20 
20 
20 
20 
20 


En  10  minutes. 
Gouttes.  Grammes. 


20.52 
.48 
.40 
.34 
.13 
.10 
.10 
.24 
.37 
.07 
.00 
.17 


243  gouttes. 


27.30  grammes. 
0.112 


2.298 
94 
85 
78 
55 
51 
51 
67 
81 
48 
24 
59 


25  mars  1903. 


1  =  2.05  amp. 


Durée  de  l'écoulement. 
9h.     Qm.     08.     _      9h.   lom.      1». 


10 


10 

1 

20 

3 

30 

10 

40 

0 

50 

13 

0 

8 

10 

5 

20 

5 

30 

3 

40 

2 

50 

0 

10 


11 


20 
30 
40 
50 

0 
10 
20 
30 
40 
50 

0 


3 
10 
0 
13 
8 
5 
5 
3 
2 
0 
3 


Poids  de  340  gouttes 
„      d'une  goutte  . 


Gouttes. 
29 
29 
29 

28 
29 
28 


28 
28 
28 


En  10  minutes. 
Gouttes.  Grammes. 


28.94 
.90 
.67 
.47 
.39 
.23 
.13 
.00 
.09 
.05 
.09 

27.86 


340  gouttes. 


37.94  grammes. 
0.112 


3.241 
37 
11 
.189 
80 
62 
51 
36 
46 
42 
46 
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SUR   LE  TRANSPORT   PKS   LIQUIDES 


IL 


15  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


26  mars 

1903. 

1= 

1.02 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes 

9h 

0™ 

•      Os- 

—      9h 

lOtn. 

26S- 

9 

8.69 

1.060 

10 

26 

20 

56 

9 

.57 

46 

20 

56 

30 

14 

8 

.60 

49 

30 

14 

40 

49 

9 

.50 

37 

40 

49 

50 

7 

8 

.60 

49 

50 

7 

10 

0 

35 

9 

.60 

49 

10 

0 

35 

10 

64 

9 

.58 

47 

10 

64 

20 

29 

8 

.50 

37 

20 

29 

:30 

1 

8 

.39 

24 

30 

1 

40 

50 

9 

.32 

15 

40 

50 

50 

30 

8 

.28 

10 

50 

30 

11 

0 

6 

8 

.33 

es. 

16 

102  goutt 

Poids 

de  102  gouttes  . 

.  .  .  12.52  j 

grammes. 

» 

d'une 

(  goutte  .  . 
27  mars 

.  .  .     0.122 
1903. 

» 

I- 

1.48 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes. 

9h. 

Qm. 

0«- 

—      9h- 

10m. 

26"- 

15 

14.38 

1.583 

10 

26 

20 

15 

14 

.26 

69 

20 

15 

30 

7 

14 

.19 

61 

30 

7 

40 

1 

14 

.14 

55 

40 

1 

50 

36 

15 

.17 

59 

50 

36 

10 

0 

33 

14 

.07 

48 

10 

0 

33 

10 

27 

14 

.14 

55 

10 

27 

20 

21 

14 

.14 

55 

20 

21 

30 

29 

14 

13.82 

20 

30 

29 

40 

37 

14 

.82 

20 

40 

37 

50 

39 

14 

.94 

33 

50 

39                       0        0 
Poids  de  169  gouttes  . 

13 

.90 

iS. 

p*amme8. 

29 

169  goutU 

.  .  .   18.57  g 

d'une 

sou 

tte  .  . 

.  .  .     O.llO 

M 
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28  mars 

1903. 

1  =  2.05 

amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.         Gouttes. 

Grammes. 

9h.    Qm 

08.    — 

9h. 

lOm. 

169- 

21 

20.44 

2.208 

10 

16 

20 

5 

20 

.37 

00 

20 

5 

30 

27 

21 

.22 

.184 

30 

27 

40 

23 

20 

.13 

74 

40 

23 

50 

22 

20 

.03 

63 

50 

22 

10 

0 

26 

20 

19.87 

46 

10      0 

26 

10 

0 

19 

.86 

45 

10 

0 

20 

3 

20 

.90 

50 

20 

3 

30 

6 

20 

.90 

50 

30 

6 

40 

13 

20 

.77 

35 

40 

13 

50 

25 

20 

.61 

17 

50 

25 

11 

0 

8 

19 

.55 

11 

240  gouttes. 

Z4U  gouiies. 

Poids  de  240  gouttes. . .  25.92  grammes. 
„      d'une  goutte 0.108        „ 


IIL 
20  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 


30  mars 

1903. 

J=1.02 

!  amp. 

En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.         Gouttes. 

Gramme 

9h.    Qm, 

.      09-        — 

9^ 

10" 

>.     08- 

8 

8.00 

0.840 

10 

0 

20 

3 

8 

7.96 

36 

20 

3 

30 

6 

8 

.96 

36 

30 

6 

40 

8 

8 

.93 

33 

40 

8 

50 

14 

8 

.92 

82 

50 

14 

10 

0 

20 

8 

.92 

32 

10      0 

20 

10 

29 

8 

.88 

27 

10 

29 

20 

24 

8 

.93 

33 

20 

24 

30 

41 

8 

.91 

31 

30 

41 

40 

51 

8 

.84 

23 

40 

51 

50 

0 

7 

.68 

06 

50 

0               11        0 
Poids  de  95 

15 

gouttes 

8 

.80 
cames. 

19 

95  gouttes. 

. .  9.98  grai 

» 

d'une 

goutte. . 

. .  0.105 

n 

AsCUiVES  VIII, 

71 
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SDB  LE  TBANSPOBT  DES  LIQUIDES 


31  mars  1903. 


J=1.48  amp. 


En  10  minutes. 

Durée  de  l'écoalement. 

Gouttes. 

Gouttes. 

Grammes, 

9h.    0™ 

.      08-        — 

9h- 

10" 

•  308- 

12 

11.43 

1.216 

10 

30 

20 

9 

11 

.40 

08 

20 

9 

30 

42 

12 

.38 

06 

30 

42 

40 

22 

11 

.38 

06 

40 

22 

50 

10 

11 

.23 

.190 

50 

10 

10 

0 

52 

12 

.22 

89 

10      0 

52 

10 

45 

11 

.11 

78 

10 

45 

20 

48 

11 

10.91 

56 

20 

48 

30 

47 

11 

11.02 

68 

30 

47 

40 

45 

11 

.03 

69 

40 

45 

50 

49 

11 

10.93 

59 

50 

49               11        0 
Poids  de  131 

48 
gouttes 

11 

11.02 

• 

*ammes. 

68 

131  gouttes 

. . .   14.30  gi 

» 

d'une  goutte. 

. . .     0.106 

» 

1  avril  1903. 

1=2.05 

amp. 

Durée  de  l'écoulement. 

Gouttes.         G 

routtes 

911.    Qm.    Qh.     _ 

-        9h. 

10"» 

168- 

16 

15.58 

10    16 

20 

26 

16 

.74 

20    26 

30 

8 

15 

.46 

30      8 

40 

28 

16 

.48 

40    28 

50 

14 

16 

.36 

50    14 

10 

0 

0 

15 

.36 

0      0      0 

10 

27 

16 

.31 

10    27 

20 

17 

15 

.26 

20    17 

30 

4 

15 

.32 

30      4 

40 

33 

16 

.26 

40    33 

50 

23 

15 

.24 

50    23 

11 

0 

11 

15 

.31 

185  gouttes. 

En  10  minutes. 

Grammes. 
1.714 
31 
01 
03 
.690 
90 
84 
79 
85 
79 
76 
84 


Poids  de  185  gouttes . . .  20.34    grammes. 
„      d'une  goutte 0.110         „ 
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L'erreur  constante,  dont  ces  séries  d'observations  sont  indivi- 
duellement affectées,  est  en  général  petite;  pourtant  j'ai  corrigé 
celles,  qui  ont  rapport  à  des  solutions  de  10  et  de  15%,  de  cette 
erreur,  tandisque  de  celles,  qui  se  rapportent  à  une  solution  de 
20%,  la  différence  du  transport  pendant  les  périodes  successives 
de  dix  minutes  est  assez  petite  pour  l'attribuer  aux  erreurs 
probables. 

En  accord  avec  le  fait  que  le  transport  des  solutions  d'azotate 
de  plomb  se  fait  dans  la  direction  opposée  à  celle  du  cov/rauit^  la 
correction  à  apporter  est  positive. 


Corrections. 
L 


1  - 

[    1.618: 

425  ).J- 

=  0.998  X 

0.004  gr.: 

=  0.004 

2      1 

[        28 

t       4 
/•     2 

1.992 

8 

3      ( 

[        30 

X       9 
}•    2 

2.983 

12 

4      1 

[        02 

X      16 
1-    2 

3.970 

16 

5      1 

[        08 

\      25 
'•    2 

4.953 

20 

6      1 

[     .599 

\      S6 
1-    2 

5.930 

24 

7      ( 

[        85 

\      49 

;•  2 

6.908 

28 

8      < 

[        82 

\      6i 
'•    2 

7.881 

32 

9      1 

[        97 

»       81 
'•     2 

8.848 

35 

10      1 

[        93 

»      100 
}•    2 

9.813 

39 

11      ( 

[        84 

V     121 
'•    2 

10.775 

43 

là      1 

[        76 

^      144 

''     2" 

11.757 

47 

1.618 
^  ■"  11.757  — 

1.576 
0.998^' 

=  0.004 

gr. 

.  7r 
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SUR   LE  TRANSPORT  DBS  LIQUIDES 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


(   2.298:435 

1  .  -g-   - 

=  0.997 

(        94 

.       4 
'•    2" 

1.989 

(        85          ] 

>•    2 

2.976 

(        ^8          1 

.       16 

3.957 

(        55          ] 

>•    2 

4.934 

(        51          ] 

.      88 
^•~2" 

5.905 

(        51          ] 

.      49 
'  •    2 

6.870 

(        67          ) 

64 

7.829 

(        81          ] 

i      81 
'•    2 

8.783 

(        ^         ] 

.      100 
'•     2 

9.736 

(        24         J 

121 
•     2 

10.683 

(        59 

.     144 
>'    2 

11.617 

-l-  =  0.997  X  0.0038  gr.=0  0038gr. 

76  , 
113, 
150, 
187  , 
224  , 
261  , 
298, 
334, 
370, 

m  , 

441  , 


2  298  —  2.259  ^  ,^„ 

""  =  11.617 -0.997  S'-  =  ^-^^  ^■ 


3. 


1- 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


(  3.241:425 

1     1   . 

=  0.996 

(        37          ) 

'    2 

1.985 

(      il        ] 

1-  à 

2.966 

(     .189          ] 

1-    2 

3.944) 

(        80 

'■    2 

4.907 

(        62 

*•    2 

5.866 

(        51 

t      49 
'•    2 

6.818 

(        36          ] 

.      64 
'•    2 

7.763 

(        46 

.      81 
1-    2 

8.700 

(        42 

l     100 
'•"2~ 

9.630 

(        46 

L       121 
'•    2 

10.552 

(        20 

L      144 
'•     2 

11.471 

=  0.996  X  0.0116  gr.  =  0.012  gr. 

23  , 

34  , 

46  , 

57  , 

68  , 

79  , 

90  , 

.101  , 

12  n 

22  , 

33  , 


a;  = 


3.241  —  3.120 
11.471  —  0.996 


gr.  =  0.0116  gr. 
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II. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


1.060:425 
46 
49 
37 
49 
49 
47 
37 
24 
15 
10 
16 


-l-  =  0.999  X  0.004  gr.  =  0.004  gr. 

8  , 
12  , 
16   , 


2 
26 
2 
86 
2 

JL 

2 

M 

2 
81 

2 
100 

2 
121 

2 

2 


1.995 
2.989 
3.981 
4.969 
5.956 
6.940 
7.922 
8.902 
9.880 
10.856 
11.828 


20  „ 
24  „ 
28  , 
32  . 
36  „ 
40  „ 
43  „ 
47    , 


«  = 


1.060-  1.016 


11.828  —  0.999 


gr.  =  0.004  gr. 


2. 


1- 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


(   1.582:425] 

i     1  - 

=  0.999  X  0.005  gr. 

=  0.005  gr. 

(        69          ] 

,       A 

''    2 

1.993 

10   , 

(        61 

1-    2 

2.984 

15   , 

(        55          ] 

.      16 
'•    2 

3.971 

20   , 

(        59          1 

1      2B 

I.     2 

4.954 

26   , 

(        48          ] 

\      86 
1-     2 

5.934 

30   , 

(        55 

k      49 
'•    2 

6.910 

35   , 

(        55         ] 

•     2 

7.883 

39   , 

(        20         ] 

i      81 
1-     2 

8.855 

44   , 

(        20          ] 

,     100 
'•    2 

9.821 

49   , 

(        33 

L      121 
'•    2 

10.782 

54   , 

(        29 

k     144 
'•    2 

11.741 

59   , 

x  = 


1.582—1.529 
11.741  -  0.999 


gr.  =  0.005  gr. 
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SUR   LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES 


1  = 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 


2.208  :  425 

00 
.184 
74 
63 
46 
45 
50 
50 
35 
17 
11 


1  =  0.997  X  0.009  gr.  =  0.009  gr. 


2 

4 

2 

9 

2 

16 

2 

26 

2 

86_ 
"2 
J9_ 

2 

-?*. 
2 

81 
2 

100 
2 

2 

U4 
2 


1.990 
2.975 
3.959 
4.937 
5.909 
6.876 
7.838 
8.795 
9.749 
10.699 
11.645 


18 
27 
36 
44 
53 
62 
71 
79 
88 
96 
.105 


X  =   A,-, 


2.208  —  2.111 
1 1.645  —  0:997 


gr.  =  0.009  gr. 


Conclusion. 
I. 


10  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 
1=  1.02  amp. 


Transport 

Dbservé. 

Corrections. 

Transport  reêl 

1.618 

gr- 

+  0.004 

gr- 

1.622  gr. 

28 

» 

08 

» 

32   , 

30 

» 

12 

II 

42   , 

02 

« 

16 

» 

18    I, 

18 

» 

20 

» 

38   , 

599 

»i 

24 

» 

23   . 

85 

» 

28 

n 

13   , 

82 

n 

32 

II 

14  , 

97 

I» 

35 

» 

32   , 

93 

i> 

39 

II 

32   , 

84 

n 

43 

II 

27   , 

76 

1» 

47    . 
Transport  en 

2  heures 

23   , 

:  19.526  gr. 

1.02 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  19.144  gr. 
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J=  1.48  amp. 

sport  observé. 

Corrections. 

Transport  reêl 

2.298  gr. 

+  0.004  gr. 

2.302  gr. 

94   , 

08   , 

02   , 

85   , 

11    , 

.296   „ 

78   , 

15   , 

93   , 

55   , 

19    , 

74   „ 

51     n 

22   „ 

73   , 

51    „ 

26   , 

77    , 

67    , 

30   „ 

97   , 

81    „ 

33   , 

.314   , 

48   , 

37    , 

.285   , 

24   , 

41    , 

.265   „ 

59   , 

44   , 

Transport  en 

2  heures 

•304   , 

:  27.482  gr. 

1.48 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  18.570  gr. 


Transport  observé. 

3.241  gr. 

37  , 

11  , 

.189  „ 

80  , 

62  , 

51  , 

36  „ 

46  , 

42  , 

46  , 

20  , 


J:=2.05  amp. 

Corrections. 

Transport  reël. 

-f  0.012  gr. 

3.253  gr. 

23  , 

60   , 

34  „ 

44   , 

46   , 

35   , 

57    „ 

37    , 

68   , 

30   „ 

79   „ 

30   , 

90   , 

26   , 

.101    , 

47    „ 

12   , 

54   , 

22   „ 

68   , 

33    „ 

2  heures: 

53   , 

Tran.sport  en 

38.937  grammes. 

2.05 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  18.994  grammes. 
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SUR  LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES 


IL 


15  parties  de  sel  sar  100  parties  d'eau. 


1=1.02  amp. 

Transport  observé. 

Corrections. 

Transport  re£l, 

1.060  gr. 

+  0.004  gr. 

1.064  gr. 

46   „ 

8   „ 

54  , 

49   , 

12   „ 

61   , 

37   , 

16     n 

53  , 

49   „ 

20   , 

69  , 

49   , 

24   , 

73  , 

47   , 

28   , 

75  , 

37   , 

32   , 

69  . 

34   , 

36    , 

60  , 

25   . 

iO   . 

65  , 

20   , 

43   , 

63  . 

16     n 

47    , 
Transport  en 

2  heures: 

63  , 

12.769  gr. 

1.02 

Transport  par  amp.  en  i  heares:  12.519  gr. 


1=1.48 

amp. 

iport  observé. 

Corrections. 

Transport  reêl. 

1.582  gr. 

+  0.005 

gr. 

1.587  gr. 

69   „ 

10 

» 

79  . 

61    , 

15 

» 

76  , 

65   , 

20 

11 

75  , 

59   , 

25 

* 

84  , 

48   , 

30 

» 

78  , 

66  , 

86 

• 

90  , 

55   , 

39 

• 

94  . 

20   , 

44 

• 

64  . 

20   , 

49 

II 

69  , 

33   , 

64 

n 

87  , 

29   , 

59   , 
Transport  en 

2  heures: 

88  , 

18.971  gr. 

1.48 

Transport  par  amp.  en  2  heures:  12.818  gr. 
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jort  observé. 

Corrections. 

Transport  refil 

,208  gr. 

+  0.009 

gr. 

2.217  gr. 

00   , 

18 

» 

18   , 

.184   , 

27 

» 

11    , 

74   , 

36 

II 

10    , 

63   , 

45 

1» 

07    , 

46   , 

53 

1» 

.199    , 

45   , 

62 

» 

.207    , 

60   , 

71 

» 

21    . 

60   , 

79 

» 

29    . 

35   , 

88 

n 

23   , 

17   , 

96 

» 

13    , 

11    , 

.104   , 
Transport  en 

2  heures: 

15    , 

26.570  gr. 

2.05 

Transport  par  amp.  eu  2  heures:  12.960  gr. 


III. 

20  parties  de  sel  sur  100  parties  d'eau. 

1=0.106  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas,  est  en  même 
temps  le  transport  reël. 

0.840  gr. 

36  , 

36  , 

33  „ 

32  , 

32  , 
27  , 

33  , 
31  , 
23  , 
16  , 
19  . 


Transpt.  en  2  heures:    10.048  grammes. 

1.02 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:      9.850  grammes. 
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SUB  LE  TRANSPORT  DES  LIQUIDES 

J=  1.48  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas,  est  en  même 
temps  le  transport  reël. 

1.2t6  gr. 

08  „ 

06  „ 

06  „ 

.190  „ 

89  , 

78  , 

56  , 

68  , 

69  , 
59  „ 
68  , 


Transpt.  en  2  heures:     14.213  grammes. 

1.48 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures:      9.600  grammes. 


1=2.05  amp. 

Transport  observé  qui,  dans  ce  cas,  est  en  même 
temps  le  transport  reêl. 

1.714  gr. 
31  , 
01  , 
03  , 
.690  , 
90   , 


Transpt.  en  2  heures: 

2.05  - 

Transpt.  par  amp.  en  2  heures: 


79 
85 
79 
76 

84 


20.316  grammes. 


9.914  grammes. 
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Transport  moyeu  par  ampère  ea  i  heure  d'un  solution  de: 

20  p.  de  sel  sur  15  p.  du  sel  sur  10  p.  de  sel  sur 

100  p.  d'eau.  100  p.  d'eau.  100  p.  d'eau. 

1=1.02  amp.      4.877  gr.  — 0.001  6.260  gr.— 0.123  9  572  gr.+0.121 

1=  1.48  „         .800  „  —   78  .409  „  +  26  .285  „  —  .166 

1=2.05  „         .957  ,4-79  .480  „  -f  97  .497  ,  -f  46 

14.634  gr.         19.149  gr.        28.354  gr. 

3 3 3 

Moyenne:  4.878 gr.     Moyenne:  6.383 gr.  Moyenne:  9.451  gr. 

±  0.6245 l/^-'lï  =  ±0-0^ »•*•  =  ±  0-0** K'-  =  ±  0-058 gr. 

Ces  nombres  se  rapportent  comme: 

1000    :     1309    :     1938. 

Sur  120,  115,  110  gr.  des  solutions  il  y  a  20,  15,  10  gr.  de  sel 
ou,  leurs  poids  spécifiques  étant  respectivement  1.161,  1.122,  1.082, 
sur  103.4,  102.5,  101.7  cM»  ,  équivalant  à 

19  34  gr.    ,     14  63  gr.     ,    9.83  gr. 

sur  100  CiVP. 

Les  inverses  de  ces  nombres  se  rapportent  comme: 

1000    :     1322     :     1967 

Donc  il  paraît: 

que  l'intensité  dn  transport  des  solutions  d'azotate  de 
plomb  est: 

1^  directement  proportlonel  à  l'intensité  du  courant 
transportant, 

2^  la  réciproque  des  poids  d'azotate,  compris  dans  l'unité 
de  Yolume  des  solutions  transportées,  et  que  ce  trans- 
port se  fait  dans  la  direction  opposée  à  celle  du 
courant,  c-à-d.  de  la  kathode  vers  l'anode. 

Haarlem,  mai   1903. 
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AVIS. 


En  ouvrant  cette  nouvelle  série  l'Institut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  l'honneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 

HAARLEM,  janvier  1881. 


PROGRAMM 

DER 

TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GESELLSCHAPT 

ZU  HAARLEM, 

fiir   das   Jahr    1904. 


Die  Direktoren  der  Teylerschen  Stiftung  und  die  Mitglieder 
der  Teylerschen  Theologischen  Gesellschaft  haben  auf  die  vor 
dem  1.  Januar  1903  zu  beantwortende  Preisfrage  keine  Einsendung 
erhalten. 


Zur   Beantwortung  vor  dem   1.   Januar   1904  stehen   noch  die 
beiden  folgenden  Fragen  aus: 

1.  „Hat  man  Grund  anzunehmen,  dass  die 
Mithras-Mysterien  in  ihrer  Verbreitung  von 
Kleinasiën  nach  dem  Westen  Einfluss.  geûbt 
haben  auf  die  altchristlichen  Legenden,  Vor- 
stellungen  und  Gebrauche?  Wird  dies  verneint, 
wie  bat  man  dann  die  Ver  w  a  n  d  tacha  f  t  zu 
erklàren?" 

2.  „Die  Gesellschaft  verlangt  eine  Untersu- 
chung  liber  die  Absolutheit  des  Ghristentums  in 
Zusammenhang  mit  seinem  historischen  Cha- 
rakter,  speciell  mit  Rïicksicht  auf  die  durch 
Trôltsch  angeregte  Discussion/' 
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SUR  LES  ALLURES 

POSSIBLES  DE  LA  COURBE  DE  FUSION  DE  MELANGES 

BINAIRES  DE  SUBSTANCES  ISOMORPHES  ') 


PAR 


J.  J.   VAN    LAAR. 


Déjà  plusieurs  fois  on  s'est  demandé,  si  l'existence  de  soidisants 
„p(yint8  eutectiqv£s^^  chez  les  courbes  de  fusion  soit  conciliable  avec 
la  supposition  d'isomorphie  complète  des  deux  components  solides 
et  de  leurs  mélanges.  L'interruption  de  la  série  de  mixtion  solide, 
comme  dans  la  Jîg.  1,  se  présenterait  seulement  chez  les  substances 
isodiraorphes ;  dans  le  cas  de  substances  isomorphes  la  série  de 
mixtion  serait  nécessairement  interrompu,  comme  dans  la  fig.   2. 

Or,  M.  Stortenbkker  ^)  se  prononçant  dernièrement  dans  un 
sens  analogue,  c'était  pour  moi  un  engagement  de  soumettre  cette 
question  à  un  examen  plus  approfondi.  Dans  les  pages  suivantes 
j'espère  démontrer  que  la  discontinuité  dans  la  série  de  mixtion 
peut  se  présenter  également  chez  les  substances  complètement  isomor- 
phes. En  eflfet,  on  n'a  que  remarquer  que  —  spécialement  dans 
la  phase  solide  —  des  états  labiles  peuvent  se  présenter,  et  qu'il 
est  possible  dans  tous  les  cas  de  prolonger  la  courbe  de  fusion 
d^wne  manière  contimie  au  delà  du  point  eutectique.  Seulement,  ce 
ne  sont  que  les  états  stabiles,  situés  presque  toujours  au  dessus 
du  point  eutectique,  qui  soient  réalisables,  de  manière  que  la 
série  de  mixtion  se  trouve  interrompu  seulement  pratiquem£nt. 


>)  Un  extrait  de  ce  Mémoire  pai  ût  déjà  dans  les  Versl.  K.  A.  v.  W.  21  Juli  1908. 
*)  Ueber  Lûcken  in  der  Miscbungsreihe  bei  isomorphen  Substanzen,  Zeitschrift 
fQr  Ph.  Ch.  XLIII,  629  (1903).  Voir  aussi  Z.  f.  Ph.  Ch.  XXXIV,  115  (1900). 
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L'idée  du  prolongement  de  la  courbe  de  fusion  est  déjà  prononcé 


FiG     1. 


FiG.  2. 


antérieurement  par  M.  Bakhuis  Roozeboom  ;  mais  le  cours  de  cette 
courbe  au  delà  du  point  eutectique  était  entièrement  inconnu  ^). 

II. 

Déjà  antérieurement  ^)  je  déduisis  —  partant  de  réquatiou 
d'état  de  M.  van  der  Waals  —  les  expressions  suivantes  pour 
les  potentiels  thermodynamiques  moléculaiTea  des  deux  components 
d'un  mélange  liquide: 

^^=e,-c,T-(k,+R)TU>gT  +  j^^^^j  +  RTlog{l^)] 
f^,  =  e,-c,T-{k,+R)TU>gT  +  ^^^^^^+RTlogx 

*)  Comp.  un  Mémoire  antérieur  de  M.  Stortenbeker.  [Ueber  die  LOslichkeit 
von  hydratierten  Mischkrystallen,  Z.  f.  Ph.  Ch.  XVII,  646  (1895)]. 

»)  Versl.  K.  A.  v.  W.  11  Febr.  1903,  p.  679.  [De  smeltlgnen  van  amalgamen 
en  legeeringen  (2e  mededeeling)]. 
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OÙ  les  grandeurs  différentes  possèdent  la  signification  connue, 
(voir  le  Mémoire  cité). 

Or,  dans  les  pages  suivantes  je  poserai  toujours  r  (  =  — V — -  )  =  0, 

A  A 

de   sorte  qu'également  les  grandeurs  a^=—j  et  «2  =  ,    t2^>   ^^ 

^  =raj  62  —  2ai2  6i62  "^  ^2  ^1  >  deviennent  identiques.  On  suppose 
donc  les  volumes  moléculaires  des  deux  components  comme  très 
peu  différents,  ce  qui  est  justifié  suffisamment,  puisque  les  termes 

et     X^  et     ('1^—3/1^ 

-(YT, — \2    ®*   Ti  \2     représentent  seulement  approximativement 

l'influence  mutuelle  des  deux  components  dans  le  mélange. 

En  second  lieu  je  supposerai,  que  les  expressions  précédentes 
se  rapportent  aussi  à  Tétat  solide.  Dans  le  cas  que  nous  regardons, 
c.-à-d.  chez  les  cristaux  mixtes  ou  les  solutions  solides  '),  offrant 
dans  plusieurs  rapports  la  plus  grande  analogie  aux  solutions 
liquides,  cette  supposition  sera  certainement  exacte  comme  première 
approximation. 

Posons  encore  chez  la  phase  solide  la  grandeur  r'  également 
sensiblement  =  0,  alors  —  en  indicant  dans  cette  phase  toutes 
les  grandeurs  avec  des  accents  —  nous  pourrons  écrire: 

Pour  la  phase  liquide: 

^,  =e,— Cj  T—{k^  -hR)TlogT'hax^  -hRTlog{l—x)  1 
f.^=e,-c,T-{k,-^'R)TU>gT'^a{l—xy-^RThgx\ 

Pour  la  phase  solide: 

/i  =^,  -  c^  T—{k,  ^R)Tlog  r+  a'x'^-hRTlogil  —x')  \ 
fA'^=e^ç^  —  c'2T—{k^+R)TlogT'\-a'{l—xy-hRTlogxf\ 

Or,  les  deux  components  se  trouvent  en  équilibre  dans  les  deux 
phases,  lorsque 

Ml  =/i  ;  ^2  =^2 , 

de  sorte  que  nous  obtenons  (les  termes  avec  T  Zo^  T  disparaissent)  : 

61  —  c,  r+  ax^  ^-  RTlog{\  —x)  =  e\-  c'^T-^- a'x'^-^RTlogil     x') 
e^—c^T^a{\—xY^RTlogx-e\-e\T^a\\—x')'^-¥RTlogx! 


0  Les  cristaux  mixtes  seront  toujours  traités  ici  comme  des  soZu^ton^  solides, 
quoique  récemment  des  objections  ont  été  faites  à  ce  sujet.  Voir  e.  a.  Storten- 
BEEEB,  1.  C;  p.  683. 
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OU  bien,  avec 
et  —  e'  =q^  ,      62  -  e'2  —  q2  ,      <^i  —^\  —  V\  ,      ^2  —^'2  =  72: 

Considérant,  que  pour  a;  =  0,  a/  =  0  la  grandeur  T  devra  être 
égale  à  Tj,  et  pour  ajj  =  1,  x\  =  \  de  même  T=T^  (les  tempéra 
tures  de  fusion  des  components  purs),  il  s  ensuit  que 

—  -SLl  .     —  ?  2- 

/i  —  y    >        7 1  —  y    > 

et  nous  pourrons  écrire: 
ou  bien,  avec 

Telles  sont  les  deux  équations  fondamentales,  d'où  on  peut 
calculer  pour  chaque  valeur  de  x  les  valeurs  correspondantes  de 
x'  et  T,  et  qui  donneront  —  du  moins  théoriquement  —  une 
allure  complètement  continue  de  la  courbe  de  fusion. 

On  voit  aisément,  que  dans  l'absence  de  cristaux  mixtes,  la 
grandeur  x'  restera  toujours  =  0,  et  qu'il  nous  restera  la  seule 
équation 

l+/9x^ 


T=  1\ 


^-~'  i^ga-x) 


la  même  que  j'ai  déduit  dans  un  Mémoire  précèdent  ^).  Or,  même 

^)  Versl.  K.  A.  y.  W.  8  Jan.  1903,  p.  488.  (Over  het  verloop  der  smeltltjnen 
van  vaste  legeeringen  of  amalgamen);  id.  11  Febr.  1903,  p.  581.  [De  smeltlijnen 
van  amalgamen  en  legeeringen  (2®  mededeeling)]. 
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dans  ce  cas  extrême  nous  supposerons  dans  cette  étude,  que  le  rapport 
de  mixtion  dans  lequel  un  des  deux  components  est  contenu  dans  la 
phase  solide,  peut  être  bien  extrêmement  petit  (pratiquement  =  0), 
mais  ne  peut  devenir  en  général  jamais  absolument  égal  à  zéro.  Ainsi 
est  sauvé  la  continuité  dans  nos  considérations,  et  nous  pourrons 
donner  aux  grandeurs  /i  et  /î^  toutes  les  valeurs  possibles  —  quant 
à  /?',  depuis  0  jusqu'à  oo. 

Je  fais  remarquer  déjà  ici,  que  la  grandeur,  qui  domine  entiè- 
rement le  sujet  étudié  par  nous,  est  la  grandeur  /?^  dans  la  phase 
solide.  Tant  que  cette  grandeur  possède  une  valeur  élevée,  la  phase 
solide  ne  contiendra  qu'une  quantité  extrêmement  faible  de  lun  de 
deux  components,  et  seulement  lorsque  la  valeur  de  cette  grandeur 
devient  comparable  à  celle  de  /?  dans  la  phase  liquide,  le  cas  de 
la  fig.  2  pourra  se  présenter.  C'est  pourquoi  qu'il  est  du  plus  grand 
intérêt  de  connaître  la  signification  exacte  de  ces  grandeurs  fi  et 
/i\  ou  bien  des  grandeurs  a  =  q^/i  et  a^  =  q^  /i\ 

Or,  il  s'ensuit  des  déductions  précédentes,  que  ax^  n'est  autre 
chose  que  la  chaleur  de  mixtion,  absorbée  pro  Gr.  mol.,  lorsque 
une  quantité  infiniment  petite  de  l'un  des  deux  components  se 
mélange  avec  la  solution,  où  le  rapport  de  mixtion  de  ce  com- 
ponent  est  égal  à  1  — a;.  De  même  a(l—xy  sera  la  chaleur  de 
mixtion  de  l'autre  component  dans  cette  solution.  La  grandeur  a 
elle  même  représente  donc  la  chaleur  de  mixtion  du  premier  com- 
ponent pour  x=l;  c.-à-d.  lorsque  celui-ci  se  mélange  avec  une 
solution,  consistant  entièrement  du  second  component  —  ou  bien 
la  chaleur  de  mixtion  du  second  component  pour  x  =  0;  c.-à-d. 
quand  celui-là  se  mélange  avec  une  solution,  consistant  entière- 
ment du  premier  component.  Le  fait  que  ces  deux  chaleurs  de 
mixtion  sont  égales  entre  elles,  est  une  conséquence  de  notre  sup- 

A  A 

position  6,  =62»  Q^î  entraîne  «,  =  -3-=  «j  =  r~T2"- E^^^^^^^^^®^ 

deux  grandeurs  ne  seront  pas  toujours  identiques. 

La  signification  des  grandeurs  ax^  et  «(l-a;)^,  que  nous  venons 
d'exposer,  se  justifie,  quand  nous  considérons  les  numérateurs 
de  l'équation  (2),  lesquels  —  multipliés  resp.  par  q^  et  Çj  —  repré- 
sentent les  chaleurs  de  fusion  totales  Wj  et  w,,  c.-à-d.: 

"^1  =îi  (1  ■+-  /^^^  -  l'^'^'^)  =  qi  +  (^x'^  —  a'x'^  1 

^2  ' 
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Ces  chaleurs  de  fusion  totales  sont  donc  composées  des  chaleurs 
de  fusion  pureSy  augrwentées  des  chaleurs  de  mixtion  dans  la  phase 
liquide,  diminvées  de  celles  dans  la  phase  solide. 

Une  valeur  élevée  de  a  (ou  fi)  indique  donc  une  forte  chaleur 
de  mixtion,  et  quand  nous  verrons  tout-à-l'heure,  qu'une  valeur 
élevée  de  /i'  entraine  des  valeurs  extrêmement  faibles  pour  vf  ou 
1  —  x\  nous  pourrons  traduire  ceci  comme  il  suit  : 

Si  le  transport  des  components  solides  dans  la  solution  solide 
exige  beaucoup  d  énergie,  cette  solution  solide  (ou  cristaux  mixt^) 
ne  contiendra  qu'une  quantité  fort  minime  de  l'un  des  deux  com- 
ponents. 

IIL 
Maintenant   nous  discuterons  les  équations  fondamentales  (i). 

Jrp  jm 

Déterminons  en  premier  lieu  les  grandeurs  j-  et  -1-7   par  difiS- 

rentiation  totale  des  conditions  d'équilibre 

— /,  +i^i=0   et   —(i\^  ii^z^k) 

par  rapport  à  T. 

Des  équations  (1)  il  s'ensuit: 


Ji^-^^  =  -  4  [^1  -^  (^1  -^^)  ^ ■+"  «'^''] 


donc 


w, 


^i^i^liiii)  =  - i  (j, +..<-.' X'.)  =  - ^ , 


relation  bienconnue. 
De  même  on  trouve: 

*-^=W^' =  - T  («.  +  «  (^  -  "^)' -"' '1 -''')')  = -?■ 

Nous  obtenons  donc,  en  effectuant  la  difiérentiation  des  condi- 
tions d'équilibre: 

cDj        ô fA\   dx'        d fi^   dx  ^          «2      di^^daf      ^A*2^  — 0 

~T~Ti'  df  "^  Tidf  -"'  ~T~'d^df  "*■  JFdT^  • 

Or  Ç  étant  le  potentiel  total,  on  aura: 


donc 


et 
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dx  ~~^dx^   '       âx   -^^~*^aa!>' 


de  sorte  que  nous  pouvous  écrire: 

Ces  deux  équations  donnent  ensuite: 

_*  _  ^^  ^ "^ .    _y___  — n^. (A\ 

dx  (1  —«0^1  -»-a;'«^2    '    da;'  ""         ('— aj)»i  +»«2   ' 

des  expression  bienconnues,  déduites  déjà  plusieurs  fois  ^),  e.  a. 
par  M.  VAN  DER  Waals  pour  l'équilibre  analogue  entre  des  phases 
liquides  et  gazeuses. 

Les  équations  (4)  nous  permettent  de  déterminer  (73-)    ,  c-à-d. 

la  direction  initielle  de  la  courbe  de  fusion. 
Comme 

3  fAi  RT       ^^ 

ôx  1  —  X  ' 

on  aura: 

dx^  X  ôx  ~x{l  — x)  ' 

et  par  conséquent  pour  a;  =  0 ,  2'  =  T,  : 

(ÔH\     _  m\ 
Kdx^Jo    ~   Xo    ' 


0  Voir  e.  a.   mon  Lehrbuch  der  math   Chemle,  p.  118  et  123—124.  (Leipzig, 
J.  A.  Bartb,  1901). 
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si  nous  désignons  a;  =  0  par  x^.  D'ailleurs  pour  a;  =0  on  a  éga- 
lement x'  —  0  (puisque  le  troisième  membre  de  (2)  peut  devenir 

alors  =  î^i ,  log  —  étant  indéfini),  de  sorte  que  le  dénominateur  de 

X 

Jrp 

i-  devient  =(a)j)^  =?i-  Nous  obtenons  donc: 


(aîQ— a;'o)- 


/  x^î*. 


«0 


ou  bien 


-irj  ne  peut  donc  être  positive  —  ç,  supposé 
toujours po^ifi/ — que  lorsque  ^  serait  >  1.  Déterminons  donc  la 
valeur  limite  de  — ^- .  Des  équations  (2)  on  tire  pour  T=T^,x^^, 


a^  =  0: 


a^o 


r=7\-  -l2 


1  H ^^toa  — ^ 

?2      ^  a;o 


donc 


La  valeur  de  -J^-    reste  donc  <   1,  tant  que 


Lorsque  cette  inégalité  est  remplie,  on  aura  (-j-)     négatif,  et 

la  courbe  de  fusion  commence  par  descendre. 

T 

Supposons  dans  la  suite  toujours  T^>  T^,  c.-à-d.  -^ 1  positif. 

■*  2 

La  condition   (5")   sera  donc  remplie  d'autant  plus  que  /ï  (dans 
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la  phase  solide)  aura  une  valeur  positive  plus  élevée.  Or,  la  grandeur 
/î  a  presque  toujours  une  valeur  positive  très  faible,  tandis  que 
/î^  a  une  valeur  positive  plus  ou  moins  élevée,  de  sorte  que  la 
condition  (5*)  se  trouvera  presque  toujours  satisfaite.  Si  fi  serait 
=  0,  on   aurait  simplement: 


-a^  =  -3,/î^<g,  (|;i-l), 


et  on  aura  toujours  — -  <  1,  lorsque  /9^  (ou  u^)  est  positifs  c.-à-d. 


^0 


quand  il  y  a  de  la  chaleur  absorbée  par  la  mixtion  dans  la  phase 
solide. 

La  courbe  de  fusion  commence  donc  toujours  par  descendre  à  la 
côté  de  la  température  de  fusion  la  plus  élevée. 

Une  élévation  initiale  est  donc  presque  entièrement  exclue^  et 
par  conséquent  le  fait  qu'une  température  de  fusion  maximale 
se  présente.  Seulement  dans  le  cas  exceptionnel  et  presque  inconce- 
vable, que  /î^  aurait  une  valeur  positive  beaucoup  plus  faible  que 
/î  —  ou  même  une  valeur  négative  —  la  possibilité  d'une  tempé- 
rature maximale  subsiste. 

Si  nous  déterminons  d'une  manière  tout-à-fait  analogue  la  valeur 

de  f -^ — J  à  la  côté  de  la  température  la  plus  basse,  on 
trouve,  en  posant  1  —  a?  =  y  : 


BT^ 


où 


Vda;A=i" 

-       ?.    V^      2/o>" 

-^Î-'è 

!  +  (/?-/?')         1 

(6) 


de  sorte  que   —   reste  <  1,  lorsque 
î/o 

ft-ft'<Y-^ (6-) 

Or,  le  deuxième  membre  étant  négatif,  cette  condition  se  trouvera 
seulement  remplie,  lorsque  ft'  a  une  valeur  positive  élevée.  Deux 
cas  peuvent  donc  se  présenter,  à  mesure  que  [f  soit  plus  ou  moins 
grand.  Dans  le  premier  cas,  la  courbe  de  fusion  commence  égale- 
ment à  descendre  chez  2\i  et  une  valeur  minimale  de  la  tempé- 
rature de  fusion  peut  se  présenter  (fig.  2).  Dans  le  second  cas  la 
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courbe  de  fusion  commence  à  s'élever,  et  cette  courbe  descendra 
d'une  manière  continue  de  2\  jusqu'à  T^^  sans  valeur  minimale 

(fig.  3). 

Dans  le  cas,  où   T,  =^"2»  ^^^  conditions  (5**)   et  {^^)  se  trans- 
forment en 

/?-/?' <0, 

condition  qui  sera  remplie  tant  que  ft'  >  ft  —  ce  qui  sera  toujours 
le  cas. 


B 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


Il  existe  donc  toujov/r$  une  valeur  minimale  pour  la  température 
de  fusion,  lorsque  2\  =  T^  (fig.  4). 

Pour  (;j  /  )   on  aura  naturellement  tout-à-fait  les  mêmes  consi- 
dérations. 
Dans  tout  ce  qui  précède  on  a  supposé  tacitement,  que  dans 
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aucune  des  deux  phases  sont  contenus  des  components  anomales, 
de  sorte  que  la  formation  de  molécules  complexes^  ou  une  disso- 
dation  quelconque,  ont  été  toujours  exclues  de  nos  discussions. 
De  même  dans  les  discussions  suivantes  des  components  anomales 
resteront  toujours  hors  de  considération. 

Nous  procéderons  maintenant  à  discuter  les  équations  (2)  pour 
des  valeurs  difiérentes  de  ft'  —  à  commencer  avec  des  valeurs 
fort  élevées. 

IV. 

Nous  supposerons  dans  la  suite  toujours  ft  (dans  la  phase 
liquide)  =  0,  ce  qui  donne  des  simplifications  considérables  dans 
les  calculs,  sans  que  les  résultats  soient  modifiés  qualitativement 
Les  équations  (2)  deviennent  alors: 


,       RT,  ,      1—0/  ,       MJ\  ,      a/ 


.__    r,  (i-/9V^)    _ 


(7) 


Admettons  encore,  pour  efifectuer  les  calculs  numériquement,  les 
valeurs  suivantes: 

T^=nOO  g,  =  2400  Gr.  cal. 

T,=   500  Ç2  =  2000    „      „ 

On  obtient  alors: 

y^l200(l-/^-x-0^  500(l-1.2/?-(-l-x-)^)       _  ^ 
1  —  a/  1         x^ 

Supposons  en  premier  lieu  /:?'  très  élevé,  p.  e.  /?^=  5,  c.-à-d., 
a'  étant  =  q^  /i\  la  chaleur  de  mixtion  du  premier  component 
pour  a=i  (ou  bien  pour  le  second  pour  x  =  0)  cinq  fois  plus 
grande  que  la  chaleur  de  fusion  du  premier  component. 

Des  équations 

^_  1200  (1  -  5  x^^)  _  500  (4  -  6{i-a/)^) 

nous   pouvons  calculer   maintenant   la  température   T  pour  une 
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valeur  quelconque  de  x.  Comme  la  grandeur  x'  sera  extrêmement 
faible,  ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  l'équation 
unique 

1200_ 

\—logl\  -xy 

tandis  que  la  grandeur  x'  peut  être  calculée  de 

1  xf  25 

1  —  6  (1  —  x^y  se  rétrécissant  en  4  —  6  =  —  5. 

Le  tableau  suivant  donne  un  aperçu  des  valeurs  correspondantes 
de  X,  od  et  1\ 


X 

l-toff(l-«) 

T 

-%| 

^XIO» 

X 

«-xio» 

0 

1 

1200 

6.166 

21 

0 

0.1 

1.1054 

1086 

6.604 

14 

14 

0.2 

1.2233 

981 

7.096 

8.3 

17 

0.3 

1.3567 

884 

7.652 

4.8 

14 

0.4 

1.5108 

794 

8.256 

2.6 

10 

0.5 

1.6932 

709 

9.052 

1.2 

6 

0.6 

1.9163 

626 

9.982 

0.46 

3 

0.7 

2.2040 

545 

11.182 

0.14 

1 

0.8 

2.6095 

460 

12.874 

0.026 

0.2 

0.9 

3.3026 

363 

15.760 

0.0014 

0.01 

0.95 

3.9957 

300 

18.649 

0,... 

0.... 

0.97 

4.5066 

266 

20.778 

0,... 

0,... 

0.99 

5.6052 

214 

25.355 

0,... 

0,... 

1.0 

00 

0 

00 

0 

0 

Cette  courbe  (fig.  5)  représente  donc  la  branche  AA'  {T'=:j[%'^ 
de  la  courbe  de  fusion,  partant  de  Tj  =  1200°,  AW  est  la  courbe 
correspondante  T  =/  (a;''). 

Si  Ton  pose  1  —  x  =  y  et  1  —  x!  -zzy^  on  peut  déterminer  de 

y_   500(1  -6y^^)   _1200(1  — 5(1— yO^) 


1  4- 


1    ,       1  —  y 


i  +  log 


y 
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une  nouvelle  série  de  valeurs  correspondantes  de  a;,  x'  et  T,  ce 
qui  donne  la  branche  BB'  de  la  courbe  de  fusion,  partant  de 
T^  =500°.  {BA'  est  encore  la  courbe  T=f{x')).  Comme  mainte- 
nant y'  est  très  faible,  on  calcule  T  de 


et  y'  de 


T= 


500 


l-0,5%(l-y)' 


14-%  |^=-Ç[l-0,5%(l-2/)]. 


XzO 


FiG.  5. 
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Les  valeurs  calculées  se  trouvent  dans  le  tableau  suivant. 


y 

i 
1-  gtoÉrU-») 

T 

V 

^  X10« 

y 

1 

y'  X 10' 

0 

I 

500 

10.6 

25 

0 

0.1 

1.0527 

475 

11.11 

15 

15 

0.2 

1.1116 

450 

11.67 

8.6 

17 

0.3 

1.1784 

424 

12.31 

4.5 

14 

0.4 

1.2554 

398 

13.10 

2.0 

8 

0.5 

1.3466 

371 

13.93 

0.89 

4 

0.6 

1.4582 

343 

15.00 

0.31 

2 

0.7 

1.6020 

312 

16.38 

0.078 

0.5 

0.8 

1.8048 

277 

18.33 

0.011 

0.09 

0.9 

2.1513 

232 

21.65 

0.00040 

0.006 

0.95 

2.4979 

200 

24.98 

0,... 

0,... 

0.97 

2.7533 

185 

27.43 

0,... 

0,... 

0.99 

3.3026 

151 

32.71 

0.... 

0,... 

1.0 

00 

0 

00 

0 

0 

Les  valeurs,  trouvées  pour  y\  sont  encore  plus  minimes  que  celles 
de  vf  chez  la  première  branche.  On  voit  distinctement  se  pré- 
senter une  valeur  maximale  dans  les  courbes  T=f{x')  chez  les 
deux  branches,  d'où  x  (ou  y)  ne  s'accroit  plus,  mais  retombe  à  0. 

La  valeur  de  ce  maximum  peut  être  aisément  trouvé  de  la  relation 

dT 
générale  (4)  pour  ,  >.    Comme  la  tangente  est  alors  verticale,  le 

dénominateur   (1 — te)  w^  +  a^coj    doit   être   =0,   par   conséquent 
d'après  (3)  avec  /?  =  0: 


{l-x)q,{l-/rx'^)^xqJl-^/i^{\-^  a^y)  =  0. 
En  négligeant  x\  ceci  devient: 


donc 


'±2 


Qi 


Avec  nos  valeurs  de  g,  et  q^  et  avec  /?'  =  5  cela  donne: 


(8) 
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Avec  cette  valeur  correspond 

7-„=|«»=99r;      (9^=0,00087, 

donc 

a;^^  =  0,00017, 

en  parfaite  concordance   avec  la  valeur,  trouvée  dans  le  premier 
tableau  pour  la  première  branche. 

Pour  la  seconde  branche  nous  trouvons  d'une  manière  tout-à- 
fait  identique: 


Avec  /?'  =  5  cela  devient 

~29 


5 

ym  =  9Q  =  0,17, 


correspondant  avec 

^=i^=«L'      (f),=  0,000010, 
donnant 

y-,,  =  0,0000017, 

ce  qui  s'accorde  encore  avec  la  valeur,  trouvée  dans  le  second 
tableau. 

Le  point  eutectique  C  est  déterminé  en  général  — a/j  etx^  étant 
les  rapports  de  mixtion  des  deux  phases  solides,  coexistant  dans 
ce  point  avec  la  phase  liquide  —  par  la  solution  d'une  double 
système  d'équations  (7),  c.-à-d.  avec  «'j  et  a/j?  ^iz: 

OU  bien  avec  nos  valeurs  de  Tj  etc.: 
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(a)  (b)  (c) 

1200  (1- 5  a;-^) _ 500(1 -6(1 -a;\)')  _  1200  (l-5a:^^ 

1  +  /o^  ^---»  1  +  2  toflr  ^  l  +  %  ^-— -^ 

(d) 
_500(l-6(l-a;-,P) 

1  ,    a/:       ™' 


1  +  2%^ 


2 


De   ces   quatre   équations   on   peut   déduire   les   valeurs  de 
T,x^x\  et  x'2. 

Dans  le  cas  que  x\  et  1 — x\  sont  négligeables  (a/j  =0,ir'j=l), 
on  obtient  simplement  T  =  (a)  =  (d),  c.-à-d.  : 

1200  _        500 

^-i-foi,(i-.)-j_i^^. 

d'où  résulte 

x  =  0,809  ;       y  =  462^ 

Les  valeur  correspondantes  de  a/  et  y'  (ou  de  x^^  et  1  —  x'j) 
peuvent  être  calculées  ensuite  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut; 
c.-à-d,  x\  de  (a)  =  (6),  ou  (x"^  =  0)  de 

H-^%^^  =  -|(l-tosr(l-x)). 

et  a^'j  de  (c)  =  (d),  ou  (a/j  =  1)  de 

,       ,     1—ixf.  48/.       1  ,       \ 

On  pourrait  consulter  aussi  les  tableaux  précédents  chez 
a;  =  0,8(y=0,2). 

Lorsqu'on  considère  les  équations  (7)  un  peu  de  plus  près  (voir 
aussi  la  fig.  5),  on  voit  bientôt,  qu'il  existe  encore  -  hors  des  branchée 
que  nous  venons  de  calculer  —  une  troisième  branche,  qui  peut 
être  régardé  dans  un  certain  sens  comme  la  courbe  d'union  des 
deux  autres.  Cette  branche  est  cependant  située  complètement 
dans  la  région  des  températures  absolues  négatives^  et  aura  donc 
seulement  un  sens  mathématique,  pour  la  continuité  de  la  courbe 
de  fusion. 

La  courbe  T=f{x),  viz  A'  DB'  forme  la  connexion  entre  AA'  et 
B'B.  La  courbe  EDF  est  la  courbe  correspondante  T  = /"(a;"),  tou- 
chant A^  DB'  dans  le  minimum  communal  Z>,  ou  x'=ixf. 
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a)  Ce  point  D  est  donc  déterminé  par  les  équations 

r=r,(l-/9^x2)  =  r,  (l-^/î'(l-a;)^-), (10) 

ou  avec  nos  valeurs: 

T=  1200  (1  -  5x^)  =  500  (1  -  6  (1  —  xy\  ....  (10«) 

donnant 

x  =  a/  =  0,494  ;     T  =  —  26£. 

b)  Le  point  E  représente  encore  une  valeur  de  ic',  correspondant 
avec  le  point  A'  de  la  courbe  T=f(x)^  où  a?  =  1,  mais  maintenant 
T  =  —  0\  Ce  point  E  est  donc  déterminé  évidemment  par  la 
relation 

l_2i  yy/(i_a/^2=o  (donc  «2=0), (11) 

ou  bien 

l—Q{l-xy=0, (11«) 

donnant 

g^  =  0,592. 

Les  équations  (7*)  deviennent  alors: 

_  0  —  ^^^—  —^  —  ^2^^-  ^ 

~         H-  oô ~  -h  6     "' 

Car  1  —  5x'^  devient  négatif  =  —  a,   et  l  -h  ^logxf  prend  une 

l—x' 
valeur  positive  =  +  6.   D'ailleurs    1  -h  log  ^ devient   H-  qo   à 

1.     '  "    GO 

cause  de  x=  1,  et  1  — 6  (1  —  x')^  tend  à  —  0  d'après  (il**),  parce 
que  x'  (voir  la  fig.  5)  est  <  0,592  entre  D  et  E. 

L'équation  (7)  se  trouve  donc  vérifiée  par  la  relation  (11). 

c)  Le  point  F  représente  une  valeur  de  x\  correspondant  avec  le 

point  R  de  la  courbe  T=f{x)^  où  a;  =  0,  T  =  —  0°.  Maintenant 

on  a: 

4  _yîV2  =0  (donc  (o,=0), (42) 

ou 

4_5a;'2=o, (12«) 

d'où  résulte: 

g^  =  0,447. 

Les  équations  (7^)  prendront  avec  cette  valeur  la  forme 

1200  X  —  0  _  500  X  —  & 

-ha         ~        H-  00        ' 

et  par  conséquent  se  trouvent  vérifiées. 
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d)  Nous  avons  encore  calculé  les  valeurs  de  a?  et  T  pour  xf  -=  0,47 
entre  F  et  D,  et  pour  x'  =  0,54  entre  D  et  E. 
Les  équations  (7*)  deviennent  avec  x^  =  0,47  : 

-125,4  -342,7 


T  = 


0,8(i61-!os,(l-.)-^g^_.1.^; 


donnant  comme  solution: 

a;  =  0,170  ;       T=  -  227°. 

Avec  a;^  =  0,54  on  obtient: 

-549,6 — 134.8 

-0,2235-^,(1-.) -^^^g^g_|^^^> 

et  la  solution  de  ces  deux  équations  sera: 

X  —  0,935  ;        r=  — 1860. 

La  courbe  T  =  f{x)  a  donc  obtenu  une  allure  coniirme,  passant 
par  A'  et  B\  tandis  que  la  courbe  T=f{a/)  fait  chez  jS'  un  saut 
de  B^  à  Zi',  et  chez  A^  de  ^'  à  F,  pour  avoir  ensuite  un  cours 
continu  de  E  par  D  k  F.  (Dans  la  fig.  5,  j'ai  arcé  le  champ  entre 
A^D  et  El),  pour  indiquer  que  ED  correspond  avec  A'D;  de 
même  FD  correspondra  avec  B'D). 

é)  On  pourrait  demander,  quand  le  point  E  coïncidra  avec  A',  et 
le  point  F  avec  B\  de  manière  que  le  saut  de  -B'  à  JK  et  de  -4'  à 
F  dans  la  courbe  T  =  f{x^)  devient  le  plus  grand  possible.  Evi- 
demment ce  sera  le  cas  lorsque  /i^  =  oo .  Car  alors  œ^  peut  sW 

nuler  pour  a;^  =  I ,  et  a>,  pour  x'  =  0  (voir  (11)  et  (12)  ).  Les  courbes 
A'B  et  Ei)  coïncident  alors  dans  leur  cours  entier  avec  Taxe  a;=  I, 
tandis  que  les  courbes  B'D  et  FD  coïncideront  avec  Taxe  x  =  0. 
Le  point  D  se  trouve  maintenant  à  Tinfini,  de  fait  chez 

x  =  x'  =  —  i  +l-^"2  =  0,414, 
comme  il  suit  de 

1200  (1  —frx^)  =  500  (  1  —^ft'  (1  —  ^)^)  , 

cette  équation  donnant: 

2a;2_(I_a;)»=^^^-^  =  0, 

donc  x=  —  \  -h  ^^  2. 

Les  valeurs  de  x'  et  y'  dans  AB^  et  BA'  seront  maintenant  constam- 
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1  x'  5 

ment  =  0,  parce  que  d'après  (7*)  1  -^  -^log  —  '=■  ^{\  —  \^^ fi') 

(I  —  togr  (1  —  x)  )  =  —  00 .  /y'  =  00  représente  donc  le  cas,  que 
la  phase  solide  ne  possède  qu'un  seul  component.  Mais  comme 
—  nous  le  remarquâmes  déjà  plus  haut  la  grandeur  fi'  peut  très 
bien  posséder  une  valeur  excessivement  élevée,  mais  jamais  une 
valeur  infiniment  grande,  les  valeurs  de  x'  et  y'  peuvent  être 
extrêmement  faibles,  mais  jamais  tout-à-fait  zéro.  La  phase  solide 
contient  donc  toujours  du  moins  une  trace  —  quelque  minime 
qu'elle  soit  —  de  Tautre  des  deux  components. 

/)  Outre  que  les  courbes  ^'DJ?  et -ED-F  tombent  entièrement  dans 
la  région  des  températures  absolues  négatives,  elles  sont  situées 
aussi  entièrement  dans  la  région  des  états  làbiles. 

a)  En  premier  lieu  nous  avons  pour  la  courbe  T=  f{x)  (voir  plus 

haut)  : 

ÔH  RT  ^  RT 

—  2  «  = 


ô  x^        X  (I  — x)  x{i  —  x)  ' 

a=^  q^  fi  étant  supposé  =  0.  Or,  cette  expression  passe  de  -H  oo 

(pour  r=0  eta;  =  0  ou  x  =  i)  à  — oo  (pour  r  =  — 0^),  et  reste 

négative  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  T. 

â^  Ç  T 

Car  pour  T  =  0,  a;  =  1 ,  x'  =  0  {A'),  yt  —^  ^^^  î~_:r~  =  ^"  ^  * 

la  première  des  équations  (7^)  donnant  dans  ce  cas: 

1200 4200 

^  ~  1  —  log{\  -x)  -  —  log{i-x)  ' 

de  sorte  que  T  tend  à  zéro  d'un  ordre  inférieur  que  i  —  x. 

Et  pour  r=0,  x=0,  rr'=1  {B'),  ^=iîLim  -=i-  oo,  puis- 
que la  seconde  des  équations  (7*)  pour  a;  =  0,  a/  =  1  devient  : 

500  1000 


T- 


i-'^lcg.        -'^^' 


d'où  résulte  qu'encore  T  tend  à  0  d'un  ordre  inférieur  que  x. 
Cependant,   pour    r=—  0,  x=  i,  a^  =  0,59 {A')    nous   aurons 

d'après  (7*): 

1200(1  —ba^^)  _  -g 

,       ,1  -x'"  ~  —logii—x)   ' 

de  sorte  que  maintenant  ^^ — ^    devient  —  oo  . 
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De  même,  pour  le  point  T  =  —  0,  a;  =  0,  a?'  =  0,45(^)  on  aura 


^^500(l-6(i-a;0^)   ^ 


A      1  1     ^  —  log  x^ 

par  conséquent  encore   ^    ^  =  —  oo . 
ft)  En  second  lieu,  quant  à  la  courbe  T'=f{7f)^  nous  avons: 

Or,  pour  r=0,  a;  =  1,  ic'  =  0(^)  on  a: 

500(1  -6)  _  —  5000  _     5000 

donc   -j-jj  =  -h  00  —  24000  =  h-  oo  . 

Et  pour  jr=0,  x=0,  a;'  =  l  (il')  nous  avons: 

1200(1  -5)      _    —4800 4800 

^■"  1+to^(l_xO  ~  log{\-7f)  --hg{\  —  7fy 

par  suite  encore   ^-72  =  -i-  00  —  24000  =  ■+■  00 . 

Par   contre,   pour   jr=  — 0,  a;' =±0,59  ou  a?' =  0,45   (les  points 

E  et  F)  la  grandeur   0— z^-   prend   la   valeur  0  —  24000,  et  cette 

grandeur  reste  négative  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  T. 
Nous  avons  donc  démontré,  que  pour  toute  l'étendue  des  courbes 

A'DB'  {T=f{x))  et  EDF  {T  =  f{7^))  les  grandeurs  ^~-  et  |^ 

sont  négativeSy  et  Ton  sait  qu'alors  leq  états,  représentées  par  ces 
courbes,  sont  des  états  làbiles. 

g)  Les  expressions  (4)  nous  apprennent,  que  dans  les  points^' et 
B'  la  courbe  T=f{x)y  aussi  bien  que  la  courbe  T—f(x')j  a  un 
cours  vertical,  mais  que  cela  n'est  point  le  cas  dans  les  points  Eet 
F  de  la  courbe  T=/(xf). 

Car  on  a,  ayant  égard  à  (3): 

r=0,  a;  =  l,  x'  =  0 


dT  RT^    1-0 


dT         RT^   1-0  ,^, 
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r=o,  x=o,  vf—\ 


dT  RT^  0-i 


dT  RT^    0  —  1 


Et  de  même: 

r=-  0,  a;  =  l,  a;'  =  0,59 


dT_     RT^     1-0,59    _ 

die l-a;0,41g,(-a)~'^°°^^^ 


§=-  r(0-24000)  ^-^^  =  +  À.  (S) 


r=  — 0,  x  =  0,  a'  =  0,45 


dr_    Jgr^  0-0,45  _ 

(tt X    0,45gj(-6) °°^^^ 


g; r(0-24000)^^'^ X,iF). 


T  T 

En  effet,   —  =      (i_6(-i  —  ic^)2)    P'®°**  d'après  (7*)  la  valeur 

-. =  positif  et  fini.  Et  —  = rj — =-7tt    devient 

1  1200 

=  —  4  4-  to#7  (i  —    ')  '   ^®  ^^^  ^^*  également  positif  et  fini. 

Il  va  sans  dire,  que  dans  le  point  D,  où  a;  =  a;",  les  deux  cour- 
bes sont  horizontales. 


Maintenant  la  question  se  pose,  chez  quelle  valeur  de  /?'  le  point 
Z),  où  a;  =  7!^,  correspondra  à  T  =  0.  Evidemment  cette  valeur  sera 
donnée,  d'après  (7),  par  les  deux  équations 

o  =  T,{i-fi'^')  =  TJi-^/r{i-xy),  .  .  .  (13) 

donnant 

/?^^'î  =  l    ;    /î^(l-a/)2=î^, 
donc 

x^      -y    q,' 
d'où  résulte: 


a/  = 


(14) 
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Avec  nos  valeurs  de  Çj  et  g,  cela  devient: 

3^= ^-75  =  0j523  ;    frz=Çl+  |/|) *  =  3,659   . (W) 


1  4- 


V 


/■5 
6 


La  courbe  entière  EDF  ou  T  =/(a;')  est  donc  rétrécie  en  un 
seul  point  D  (a/ =  0,523),  tandis  que  la  courbe  A'DB'  ou  T=f(x) 
est  devenu  une  droite,  dont  tou^  les  points  coïncident  avec  cette 
valeur  unique  de  af  (fig.  6). 


Xzo 


Fio.  6. 

En  effet,  les  équations  (7»)  deviennent  dans  ce  cas: 

0  0 


T  = 


1  +  logj-^^       l+^hg~ 


donc   T  identiquement  ■=  0,  tandis  qu'avec  la  valeur  a;'  =  0,523 
peuvent  correspondre  toutes  les  valeurs  de  aï,  depuis  0  jusqu^à  1. 
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Le  point  T)  représente  encore  un  état  Za6ik,   ^  ,,.    étant  néga- 

tif.  Quant  à  A'DR^  dans  toute  sa  longueur  ^— ^  =  0,  même  dans 

les  points  A'  et  B\  Car  T  ne  tend  pas  à  zéro  près  de  ces  points, 

RT 
mais  cette  grandeur  est  continuellement  =  0,  de  sorte  que     m  _  \ 

sera   toujours   ~  0.   La  droite  A'DB'  sépare  donc  la  région  stable 

pour  T'=f{x)  de  la  région  labile. 

dT 
La  valeur  de   -^     sera   également   partout  =0,  aussi  dans  les 

points  A'  et  B\  Car  d'après  (7")  on  peut  écrire  pour  les  grandeurs 
oij  et  ^2  (q^i  sont  toutes  les  deux  =0,  en  vertu  de  (13)): 

dT 
de  sorte  que  l'expression  (4)  pour  -r-   deviendra  : 

iT  ^  _  j, '"-'^'iô"^^ 

ce  qui  sera  toujours  =  0,  en  vertu  du  facteur  T,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x. 

jrp 

Quant  à  la  valeur  de  -y-,  dans  le  point  D,  celle-ci  dépendra  de 
la  valeur  de  x  dans  la  droite  A'  DB\  En  effet,  l'expression  pour 
-^  devient: 

Et   cela  sera  seulement  =  0,  lorsque  z^=3f. 
Pour  x  —  Q  nous  obtenons  {ftW^  —  1,  d'après  (13)): 

dT_    _     —  »l<h/^! 1200  g' ^' 1200 

expression   négative,   comme  nous  l'avons  également  trouvé  pour 
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le  point  F  (a;  =  0)  dans  le  chapitre  IV  (fig.  5) 

Pour  =  1  on  obtient  (/?'  (l  -  x')^  =  ^-*  d'après  (13))  : 
dT^      {\-7^)q,ft'     =500 «J.  il=l^M.=  500 

500 


^      50oO-^I^^O  ^"^^\^^     {\-x)(\+\u>g7f) 


et  ce  sera  positif,  comme  chez  le  point  E  de  la  fig.  5. 
Nous  nous  rappelons,  que  le  seul  point  D  remplace  ici  toutes 

les  points  de  la  courbe  EDF  du  cas  précédent,  de  sorte  que  ^ 

doit  avoir  toute  une  série  de  valeurs,  correspondant  avec  les  diver- 
ses valeurs  de  x  dans  la  courbe  T=f{x). 

Les  valeurs  maximales  dans  les  courbes  AR  et  BA^  sont  don- 
nées par  (8)  et  (8"*).  On  trouve  avec  /î'  =  3,66: 

_  6  _  _  5  _ 

^~  1  -h  6  X  3,M  ~ ^'^^   '    2^*"  ~ ^^1  -h  6  X  3,66  ~  °'^' 

Avec  ces  valeurs  correspondent: 

_1200__  .  ^  J00__ 

^"-1,301-^^^     '     ''--1,137'-*'*^' 

tandis  que  (  —  )  etf  — )    peu  vent  être  calculés  de  (—/fs  4,391: 

\  X  /m       \  y  /  n.  ^ÏJ  ' 

^  +  §^  7  =  -3,39x:^(l-toj,(i-x)); 

1  +  toflr|^=-2,66x  ^(l-li(>j7(l-y))  . 
d'où  résulte 

(1)^=0,0084   ;      (^),  =0,00026, 

donc 

2:^,^  =  0,00088    ;     y'„»  =  0,000062. 

La  valeur  maximale  de  oi  est  donc  augmentée  en  raison  de 
5:1,  comparée  avec  celle  chez  /î'  =  5,  tandis  que  la  valeur 
maximale  de  y'  se  trouve  augmentée  en  raison  de  36  :  1. 

Le  maximum  pour  y'  est  maintenant  situé  au  dessous  du  point 
eutectique  (!r=452°);  il  se  présentera  précisément  chez  ce  dernier 
point,  lorsque 
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c.-à-d.,  quand 


g2 

22— qt  -^îi/^      ^' 


Par  conséquent,  avec  nos  valeurs  de  gj,  q^  et  y*  (0,19),  lors- 
que /r  =  4,55. 

A  l'autre  côté  le  maximum  ne  viendra  au  dessous  du  point 
eutectique,  que  pour  une  valeur  de  /?  beaucoup  plus  inférieure 
(On  doit  y  songer,  que  pour  le  calcul  précis  de  cette  valeur  de 
/i'y  il  n'est  plus  permis  d'employer  la  relation  (8),  x  n'étant  plus 
négligeable). 

Les  deux  branches  principales,  c-à-d.  AA  et  BB'  avec  leur 
point  d'intersection  (7,  n'ont  subi  aucun  changement  appréciable, 
z  et  y'  étant  encore  négligeables,  de  sorte  que  pour  le  calcul  de 
ces  deux  courbes  on  peut  toujours  employer  les  équation  simples 

1200  500 


i  —  log  li  ~x)        .       1  , 


VI. 


Aussitôt  que  /?'  devient  inférieur  à  (  1  + 1/    ^- J    ,  ou   chez 

nous  <  3,66,  la  droite  A'  DE  commence  à  se  tourner  en  haut,  et 
on   obtient  une  allure  comme  dans  la  fig.  7,  p.  e.  pour  /^'  =  2,5. 
Le  point  D  est  déterminé  par  (10),  c.-à-d.  par 

12  (l  -  27.  «2)  =  5  (1  -  3  (1  —  a;)2), 

donnant  : 

a;  =  a;  =0,571       ;       ^=223^ 

Pour  J?  on  a  d'après  (11): 

l_3(l_a;')2=0, 

d'où  résulte: 

X'  =  0,423. 
Archives  viii.  76 
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Le  point  F  est  donné  par  l'équation  (12),  c.-à-d. 

l-2Vsa;'2=0, 
donnant: 

X  —  0,633. 


a?  =  o 


PiG.  7. 

On  voit  donc,  que  la  partie  droite  de  T=^f{x),  c.-à-d.  DJ? 
correspond  avec  la  partie  gauche  de  T^=f{x),  c.-à-d.  DJ'  — et 
vice  versa.  Dans  la  fig.  7  j'ai  encore  une  fois  arcé  la  région  entre 
DE  et  DA'  pour  indiquer  la  correspondance  de  ces  deux  courbes 

La   courbe  A  DB'  est  située  mabitenant  complètement  dans  la 

région   stable  de  T'=f{x),  parce  que   ^—^  = — -. r 

0  X  X  \\  Xj 


sera  désor- 


mais toujours  positif  Dans  les  points  A'  et  B  cette  grandeur 
prendra  la  valeur  h-  oo ,  T  étant  zéro  d'un  ordre  inférieur  que 
X  oix  \  —  X. 

La  courbe  EDF  se  trouve  cependant  entièrement  dans  la  région 


DE   MÉLA^KOK   BINAIRES   DE   SUBSTANCES   ISOMORPHES.  548 

lahiledeT—f{x),  puisque  dojiaEetF,  -^-^  =0    -  12000,   et  dans 

d^  r  2  X  223 

le  point  i),  ^-2~=  0  57  X  ()4.T  ~  ^^Q*^^î   donc  toujours  une  forte 

valeur  négative.  Toutefois  cela  ne  sera  pas  permanent;  pour  des 
valeurs  de  /:?'  plus  faibles  il  peut  se  passer  que  dans  un  certain 

point  de  DEF  la  grandeur   ^-^2"  devient  =•  0,  et  ce  sera  alors  une 

condition  pour  une  déformation  nouvelle  de  la  courbe  de  fusion. 
Mais  cela  dans  un  Chapitre  suivant. 

Quant  à  la  direction  des  tangentes  dans  les  points  E  et  F^  nous 
avons  en  premier  lieu  dans  le  point  E(T  =  0,  x=ly  x'  =  0,42): 

§=-r(o-..o«.)-i^, 

N     ^                      T                   1  500  ,  ...    _   .    _ 

où  —  —  — f-, Ô71 zâ:ô\  = r  rm — z^  >  donc  positif  et  nni,  de 

dT 

sorte  que    -^r   devient  positif.  Mais  quand  le  point  E  s'approche 

de  plus  en  plus  du  point  R  avec  des  valeurs  décroissantes  de  fi\ 

dT 
la   grandeur    l  4-  Vs  log  x'   deviendra    négative,    et    -^-r     prendra 

également  une  valeur  négative.  Entre  les  points  D  et  E  il  se  trou- 
vera alors  un  point,  où  la  tangente  aura  un  cours  vertical,  comme 
chez  les  courbes  AB'  et  BA\ 

La  transition  aura  lieu,  lorsque   I  -h  Vs  %  a/  =  0,  c.-à-dj  lorsque 

y!  =  6"^.  Et  comme  le  point  E  est  déterminé  par  1  —  pr  /:?'  (  l  —  a/)  ^  =  0, 
une  tangente  verticale  dans  le  point  E  se  présentera  dès  que 
(i'  devient  =  g-  jç—^=y^  =1,114. 

En  second  lieu,  nous  aurons  dans  le  point  i''(r=0,  a;=0,  a/  =0,63)  : 

f=-n0-.2000)«^. 

n      _!_   A.     4    _  r  I  1200 

ur,     ^^     étant    -    ^^  (,  _2./,  a/2)   -   g^     x^log{\-7!)  '    ^^ 

dT 
\  ^  log{\  —  a;')  =  I  —  1 ,003,  on  voit  que    -p?    vient   d'être   positif. 

Un  moment  plus  tôt  -.-  était  encore  négatif. 
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Pour  calculer  chez  quelle  valeur,  de  ft'  la  grandeur  1  -+-  log  (1  —yf) 
deviendra  =  0,  lorsque  le  point  F  s'approche  de  plus  en  plus  du  point 
A\  on  n'a  que  combiner  x'  =  1  —  6"'^  avec  1  —  ft'  a/^  =  0.  On  trouve 

donc  /?'  =  /4  _   -IV 2  —  2,503.  Lorsque  /:?'  est  inférieur  à  cette  va- 

dT 
leur,  j-,  sera  positif  dans  F  et  il  se  trouvera  entre  les  points  D 

et  F  également  un  point  où  la  tangente  est  verticale. 

Les  valeurs  maximales  de  x  et  y'  dans  les  deux  branches  prin- 
cipales de  T=f{x),  viz  AB  et  BA\  seront  encore  déterminées 
—  X  et  y'  étant  toujours  négligeables  —  par  les  simples  rela- 
tions (8)  et  (8^^): 

^=1-^6x2,5---=Q-^^^  5  y-= -1+^6x2,5=^'^^^' 

Avec  ces  valeurs  correspondent: 

_1200_  .  _    500  _ 

•"  ~  1,470  ~  '       "•  ~  1,221  ~         ' 

tandis  que  des  équations  f  —  /!?'  =  3  J 

1  +  %|  =  -  11x^5^(1  -  %(4  -y)) 
il  s'ensuit: 

(^' )„=«■»'"  ■•  (!).=•'■•»«• 

donnant  : 

a;'^  =  0,0044     ;    y',,  =  0,0016. 

La  valeur  maximale  de  x\  comparée  avec  celle  chez  /î'  =  3,66, 
est  encore  augmentée  en  raison  de  5:1.  tandis  que  le  maximum 
pour  y  se  trouve  augmenté  en  raison  de  circa  26:  1.  Peu  à  peu 
ces  valeurs  commencent  à  être  mesurables  pratiquement. 

Toutefois,  comme  les  valeurs  de  x  et  y'  seront  encore  négli- 
geables, les  courbes  A  A'  et  BB  et  leur  point  d'intersection  C 
sont  toujours  données  par  les  mêmes  valeurs  correspondantes  de 
r  et  a;  que  dans  les  cas  précédents. 

Les  cas  différents,  traités  jusqu'ici  sont  tous  caractérisés  par  le 
fait,   qu'ils  peuvent  être  considérés  pratiqv^ment  comme  des  cas, 
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où  des  cristaux  mixtes  ne  se  présentent  point:  tellement  restent 
faible  les  valeurs  de  x  et  y\  Les  deux  courbes  de  fusion  -40  et 
BG  paraissent  indépendantes  Tune  de  l'autre,  et  s'entrecoupent  dans 
le  soi-disant  point  eutectique.   Mais  en  réalité  il  y  a  continuité 


FiG.  8. 

au  dessous  de  (7,  et  il  existent  —  quelque  faibles  que  soient  les 
valeurs  de  x  et  y  —  deux  courbes  T^=^f{x)  au  dessus  de  G 
(fig.  8).  Toutes  les  deux  présentent  des  valeurs  maximales  de 
x'  et  y\  Tandis  que  celle  de  x  reste  préalablement  au  dessus  de 
C,  de  manière  que  x'  ne  croît  pas  continuellement  avec  «,  celle 
de  y  est  déjà  tombée  au  dessous  de  G  chez  ft'  =  4,55,  de  sorte 
que  y  croit  constamment  avec  x. 


VIL 


Maintenant  nous  procéderons   à  décrire  l'évolution  des  parties 
de  la  courbe  de  fusion,  qui  sont  situées  au   dessous  du   point   G. 
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A  mesure  que  la  courbe  A'DB'  monte  de  plus  en  plus,  quand 
fi'  décroit,  cette  courbe  touchera  enfin  la  courbe  BB\  p.  e.  dans 
P  (fig.  9).  Mais  comme  alors  dans  ce  point  P  les  valeurs  de  x  et 
T  des  deux  courbes  coïncideront,  les  valeurs  de  a/  seront  égale- 
ment identiques  —  c.-à-d.  les  courbes  BA'  et  EDF  se  rencon- 
tront  en   même  temps,  p.  e.  en  Q.  Dans  ce  point  on  aura  cepen- 

dant  r— 7j  =  0,  puisque  P  peut  être  régardé  comme  un  point  de 

rebroussement  dans  la  courbe  continue  AA'DPB.  Quand  on  dessine 

52  r 

donc  dans  la  figure  9  le  lieu  -r-yr  =  0,  c.-à-d. 

.  ox  ■* 


^=1,5  45 

^\ 

/      y 

*••.                   ! 
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cy      / 

\ 

X  zt 
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^^^^^^^^^^^^^ 

' 

\  > 

^^^^^^^^^^^^^ 

^^            \          ' 

i;:^^^^^:^^^^^"^^  ^*^^*^ 

^^^^^           .          1 

^^^     ^     " 

^^^^         ' 

^^?T^ 

"v^\p        '•                   \ 

9f^ 

/•      \ 

N              ^V                                1 
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a  1 

\ 

\             ^^  •             l 

Êf    /    .' 

^ 
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B  '  • 

\ 

\           ^c       1 

H  /    ' 
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■/    •' 

\ 

\           ^  . 

\ 

\               ^x  1 

[ 

\ 

\     \ 

X-0 
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\S 
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la  courbe 

T=a'x{\       x')  —  q^  irx'{\—7f), 

étant  une  courbe  'parabolique^  symétrique  à  chaque  côté  de  Tordonné 
a?=  Vi?,  et  dont  le  sommet  s'abaissera  de  plus  en  plus,  à  mesure 
que  (-i'  décroit  —  alors  les  courbes  BA'  et  EDF  rencontrent  cette 

^2  r 
courbe  r—rr  =  0  en  même  temps  en  Q, 
dx^ 
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Toutefois   il   s'ensuit  immédiatement  de  la  direction  de  cette 

courbe  dans  le  point  Q,  que  la  direction  des  deux  courbes  BA'  et 

EDF  ne  peut  pas  être  horizontale  dans  ce  point.  Or,  dans  les  exprès- 

dT 
sions  pour  -,.  de  ces  deux  courbes,  non  seulement  les  nominateurs 

disparaîtront  en  vertu  du  facteur  — ,- ,  mais  également  les  dénomi- 
nateurs (I  —  a;)  ci>j  -h  a; o) 2-  En  d'autres  termes  :  les  deux  courbes  se  ren- 
contrent toutes  les  deux  dans  les  points  des  maxima  de  »'  et  1  —  afj 


XiO 


FiG.  10. 


là  où  un  moment  plus  tôt  les  courbes  possédèrent  encore  une  tangente 

dT 
verticale.  Les  expressions  pour  -jp  deviennent  par  conséquent  indé- 
finies, et  la  direction  véritable  des  parties  BQ  et  A'Q,  DQ  et  FQ 
doit  être  trouvé  d'une  autre  manière. 

La  fig.  iO  indique  la  situation  des  diverses  courbes  un  moment 
plus  tard.  La  valeur  de  /:?'  est  un  peu  plus  faible  qMe  dans  la  fig,  9.,  On 
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voit  distinctement  le  délacement,  qui  s'est  installé.  Les  branches 
inférieures  B' P^  R  et  A' Q  F  mèneront  dès  à  présent  une  existence 
isolée,  et  disparaîtront  de  plus  en  plus  en  bas  avec  le  décroisse- 
ment  des  valeurs  de  ft\  On  pourra  les  regarder  comme  des  rvÂi- 
Tnents  de  la  courbe  de  fusion  originale.  Les  parties  supérieures 
formeront  désormais  la  courbe  de  fusion  proprement  dite,  c-à-d. 
AA'DPB,  étant  la  courbe  T  =  f{x\  et  AB'EDQB,  étant  k 
courbe   correspondante    T^=f{7f).    Dans   les   points    3   et    Q^  les 


XiO 
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courbes    T  =/(»0    s^^*    maintenant    horizontales,    en    vertu  de 


3^  r 

-r-;^  =0,  parce  que  les  dénominateurs  {l  —  x)m^  •{-  xa^  ne 

u  X 

raîtront  plus  longtemps  en  même  temps.  Les  points  dans  les 
deux  courbes,  où  cela  se  présentait  dans  les  cas  précédents  (on 
pourrait  se  figurer  ces  points  entre  Q  et  û')  ont  disparu  dès  main- 
tenant.  Ces  points  Q  et  Qf  des  courbes   T=^f{xf)  correspondent 
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aux   deux   points   de  rebroussement  P  et  R   dans   les   courbes 
T=f{x). 

Le  procédé  de  délacement,  que  nous  venons  de  décrire,  avait 
lieu  à  la  côté  de  -4  —  c.-à-d.  de  la  température  la  plus  élevée  — 
mais  il  sera  évident,  que  lorsque  la  valeur  de  /?'  a  diminué  encore 
plus,  le  même  procédé  se  répétera  à  la  côté  de  J5,  comme  on  peut 
le  voir  dans  les  fig.  11  et  12. 


FiG.  12. 

Le  second  délacement  a  lieu  chez  R  et  S^  après  lequel  se  pré- 
sentent en  bas  deux  nouveaux  rudiments  de  la  courbe  de  fusion 
originale.  La  courbe  de  fusion  proprement  dite  est  maintenant 
ARDPB,  c-à-d.  T=f{x),  et  ASDQB,  c-à-d.  T  =  f{^).  Les  deux 
points  S  et  S\  où  les  courbes  r=:f  (a/)  sont  horizontales  en  vertu 

de  •x"7T  =  0,  correspondent  aux  nouveaux    points  de  rebrousse- 

ment  R  et  R'  dans  les  courbes  T  =  f{x). 
Naturellement  il  est  important  de  savoir,  chez  quelles  valeurs 
Archives  viii.  77 


550  SUR   IiE8   ALLURES   POSSIBLES   DE   LA   COURBE   DE   FUSION 

de  ft'  les  deux  délacements,  que  nous  venons  de  décrire,  se  pré- 
senteront. 

Dans  le  point  Q  (fig.  9)  on  aura  en  premier  lieu: 

|L^=0    ou     Tr=q,ftW{\-^) (a) 

Mais  on  aura  aussi  (1  —  ^)^\  -ha^2~^r  donc 

En   substituant  ces  valeurs  de  x  et  1  —  a?,  les  équations  (7**)  se 
transforment  en 

^^         1200(l-/:?-a;-^)        ^  500  (l -1,2/9^(1 -g^Q 2)  ^ 

2  1 

Et  en  combinant  les  deux  équations  (a)  et  (h),  on  trouve,  ayant 
égard  à  (3): 

1200(1— /?V»)  


T= 


500(l-1,2/^-(1-a^)»)  -g.nn.y.-n     ^^         ma^ 

. r,     _,r,      5-6/î'(1-x')h  - 2400/î  X  (1  -a;') .  .  .  (16) 

l  +  ^to^ar'Ll 6(1-Vv»)   J 

De  ces  deux  équations  transcendantes  les  grandeurs  x'  et  /?'  ne 
peuvent  être  trouvées  que  par  approximation  successive.  Ainsi  on 
trouve  pour  le  premier  délacement: 

a^  =  0,9108  (Q)    ;    fi' =1,645, 

et  avec  ces  valeurs  les  valeurs  suivantes  de  x  et  T  correspondent: 
g  =  0,2666  (P)    ;    T=301,2. 

Les  valeurs  trouvées  pour  x^  et  /?',  substituées  dans  (16),  don- 
nent notamment: 

1200  X -0,2817      ^  •    600x0.9852 ^^^^ 

1  .  fc,0,0892  (l  - -1;S      1  4  %0,9108(l  -^^) 

c.  à-d. 


r= 
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1. ^,0,0892.1,343.)-,  ^|^(0„^^3_,,,,,      ^''^- 

Or,  Zogf  0,1198  étant  =-  2,1219  et  to^  3,5653=  1,2713,  il  vient: 

^^^38^0  _  492,6  _ 
^       —  I,r2r9  ~  1,6356  ~  "^"^'^  ' 

ou  finalement: 

r  =  301,3  =  301,2  =  301,2, 

d'où  il  est  évident,  que  les  valeurs  données  pour  x  et  ft'  sont 

exactes.  La  vakur  de  x  est  calculée  de  x  = ^ —  =  om^g  = 

Oj  —  «2         o,yi45 

=  0,2555. 

Chez  cette  approximation  on  peut  avec  succès  faire  usage  de  la 
circonstance,  que  le  premier  des  trois  termes  de  (16)  est  excessi- 
vement sensible  pour  une  faible  variation  de  ft\  en  vertu  du  fac- 
teur \^  ftW^,  Une  augmentation  de  0,001  dans  la  valeur  de  /?' 
cause  une  augmentation  de  V  dans  la  valeur  de  T.  De  même  le 
troisième  terme  sera  très  sensible  pour  une  variation  légère  de  of. 
Une  élévation  de  0,001  dans  la  valeur  de  a/  cause  une  diminua- 
tion  de  3°  dans  la  valeur  de  T. 

Pour  le  second  délacement  on  trouve,  également  par  approxi- 
mation successive: 

a;^  =  0,1149  (S)     ;     /y^=  1,1020, 

valeurs,  auxquelles  correspondent: 

a;  =  0,9705  (R)     ;     r=268°,9. 

Substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (16)  donne: 

1200x0,9855 500  x  ~  0,0360 

1  +  fc^ 0.8861  (7-^^)  "  1  +  ^to,ô,U49(l  -=^#)~      ■  ■ 

ou 

1 182,6 -17,99 

^  ~  J  +  to^r  (0,885";  X  33,87)  ~  1  +  ^  %  (0,1149  x  1,0304)  ~  ^^'^' 

Avec   to^  29,98  =  3,4005  et  top  0,1184= —2,1337  cela  devient: 


1182,6  _    -^7,99    _ 
~  4,4005  ~  —  0,06685  ~  ^°'^' 


IV 
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donc 


r=  268,8  =  269,1  =268,9. 
On  voit  que  les  valeurs  de  x'  et  (i'  vérifient  (16).  La  valeur  de 


^;ô3ô4=W06. 


X  est  encore  calculée  de  a;  = ^ — 

Chez  cette  dernière  approximation  c'est  surtout  le  deuxième 
terme  de  (16),  qui  est  fort  sensible  pour  des  variations  de  /^'. 
Une  augmentation  de  l^'  de  0,001  donne  une  élévation  de  circa 
8°  dans   la   valeur  de   1\  C'est  le  facteur  1  —  1,2/?' (l  —  a^)^  qui 


f-  ','                A 

/      \ 

/                               \ 

JT                                                                       \ 

^                                                                           \ 

y/^                                                                                      1 

y^                                       \ 

y^ ••-.,               ; 

yf                                              1 

'^■^-^^Cy^                                                                           1 

'r                                                              ^■^■^s 

r'  /                           ^"^s 

1      •    N 

1       '.  ^ 

K                                 \   ^ 

A'   F 


B' 
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cause  cette  sensibilité  particulière  Une  augmentation  de  a/  de 
0,001  donne  maintenant,  en  vertu  du  facteur  xf  {\  —  xf)^  une 
élévation  de  ±  2°  dans  la  valeur  de  T. 
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VIII. 

Les  figures  9 — 12  ne  sont  que  schématiques.  Pour  nous  con- 
vaincre, que  l'allure  des  courbes  dififérentes  est  en  eflfet  tel  que 
nous  l'avons  décrit,  et  que  les  délacenients  ont  lieu  de  la  manière 
indiquée,  je  calculai  une  quantité  des  points  de  la  complexité  de 
courbes,  donnée  par  l'équation  (7*),  dans  la  supposition  (f  =  1,  li 

donc  immédiatement  après  le  second  dèlacement  (/y^=  1,1020). 

Dans  la  fig.  suivante  (fig.  13)  on  retrouvera  entièrement  la  fig.  12; 
seulement  les  courbes  BGP  et  BQDS  ont  une  allure  assez  hori- 
zontale, de  sorte  qu'à  l'échelle  de  la  figure  les  points  0,  D,  P, 
étant  presque  coinddentSj  ne  sont  pas  distincts. 

Les  équations  (7^)  deviennent  avec  ff=\^l: 


T  = 


1200(1 


1 


^  ^9  rz^ 


1^1  Tf^)  _  500(1-1,32(1— a;0^) 
\—7f  '  —        '         "1  ,      x' 


1  + 


%- 


(70 


Approximation  successive  donne  en  premier  lieu  pour  la  branche 
principale  ARDPB,  c.-à-d.  T=f{x),  correspondant  à  ASDQB  ou 
r=/'(a/),  les  valeurs  suivantes  de  x^x'  et  T. 


X 

«c 

T 

(A)      0 

0 

1200 

0.477 

0.05 

749 

0.882 

0.1 

391 

(£)  0.958 

0.127 

(S) 

292 

0.929 

0.2 

335 

0.886 

0.3 

384 

0.846 

0.4 

419 

0.810 

0.5 

442 

0.780 

0.6 

454 

0.756 

0.7 

458» 

(D)  0.749 

0.749 

458" 

(P)  0.748 

0.776 

(Q) 

458«« 

0.749 

0.8 

461 

0.795 

0.9 

465 

0.867 

0.95 

476 

0.911 

0.97 

484 

0.967 

0.99 

494 

{B)      1 

1 

500 

Comme  on  le  voit  bien,  les  points  D,  P  et  0  coïncident  sensi- 
blement,  et  la  courbe    T=f{x^)   se   montre   horizontale  sur  une 
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assez  grande  étendue.  C'est  pourquoi  j'ai  donné  dans  la  fig.  14 
une  représentation  agrandie  de  cette  partie  de  la  courbe  de  fusion. 


/    ON 
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Dans  la  branche  principale  de  la  courbe  de  fusion  que  nous 
venons  d'évaluer,  il  se  présentent  dnq  points  remarquables. 

Premièrement  le  point  D,  où  x  =  xf,  et  où  la  courbe  T=f{7f) 
touche  la  courbe  T=f{x)  dans  le  maximum.  Ce  point  est  déter- 
miné par  (10),  c.-à-d. 

r=1200(l— 1,1  a;2)  =  500  (1  —  1,32  (l—xO^), 

d'où  résulte: 

a?  =  a;^  =  0,7494     ;     T  =  458,62. 

Ensuite  les  points  P  et  0  ;   JS  et  /S.   On   les  détermine  de  la 

circonstance,  que  dans  Q,      .^  =  0,  ou  bien  T=q^  fl'x'{l — x')  = 

=  2640a;'(l  —  a;').   Pour  calculer  donc  les  valeurs  de  a;',  a;  et  T 
pour  ces  points,  nous  avons  à  résoudre  les  équations 


T: 


•1200(1  —  l,la:^^)  _ 500(1  —  1,32(1 -a;0^) _ 
I g/     —  ~ 

1  -h  log-^ 

^    1  — X 


1  -^-^log 


2640a;'(l-a/).(l7) 


2    "  X 
Ces  équations  donnent  comme  première  solution: 

a;^  =  0,7762(0)     ;    a;  =  0,7484  (P)     ;     7  =  458,60. 

On  voit  que  la  différence  entre  la  température  de  P  et  0  et  la 

température  de  D  est  bien  faible.  Cette  différence  est  seulement  O'^fi^. 

Les  équations  (17)  nous  fournissent  comme  deuxièrae  solution: 

a;- =  0,1268  (^)     ;    a;  =  0,9579  (jg)     ;     ^=292^3. 

Toutes  les  valeurs  précédentes  se  rapportaient  à  la  branche 
principale.  Évaluons  maintenant  le  rudiment  A'RA^  {T=f(x)) 
et  la  courbe  correspondante  B'S'E{T=f{xf)).  Les  équations  (7^) 
donnent  encore  par  approximation  successive: 


X 

85' 

T 

{A') 

1 

0  {B') 

0 

0.995 

0.05 

193 

m 

0.981 

0.104  (S') 

245 

0995 

0.120 

193 

{A') 

1 

0.130  {E) 

0 
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Le  point  E  est  déterminé  par  (11),  donc  ici  par 
1  -h  1,32(1 -aî')2=0, 


d'où 


a;^  =  0,1296     ;     x=:l     ;     r  =  0. 


Les  points  S^  et  R  sont  encore  calculés  de  (17).  Or,  ces  équa- 
tions nous  fournissent  comme  troisième  solution: 

x'  =  0,]0S5{S')   ;      a;  =  0,9808  (JT)   ;       r  =  245°,0. 

Les  valeurs  de  x^  correspondant  avec  a;' =  0,05  et  0;'  =  0,420,  ne 
diffèrent  que  très  peu;  la  première  est  exactement  =0,994740; 
la  seconde  =0,994734.  C'est  pourquoi  dans  notre  figure  13  la 
courbe  A'R'A'  est  presque  une  seule  courbe.  Toutefois  la  partie 
gauche  correspond  à  la  partie  droite  de  WS'E,  c-à-d.  à  ffS\ 
tandis  que  la  partie  droite  de  A'RA'  correspond  avec  S' E. 

Finalement  nous  déterminerons  le  rudiment  RPB*  {T=f{x)), 
correspondant  à  A'Q'F  {T=f{x')).  On  trouvera  des  équations  (7'): 


X 

«' 

T 

(B') 

0 

1      (40 

0 

^-B7.7 

0.9997 

16« 

(P') 

e-"" 

0.990    {(T) 

26» 

^-57.6 
6 

0.970 

16^ 

(B') 

0 

0.954    {F) 

0 

Le  point  F  est  déterminé  de  (12),  c.-à-d.  de 

1  -h  l,laj'2=o, 


donnant 


a:^  =  0.9535 


x  =  0 


r=o. 


Enfin  P'  et  Q'  sont  calculées  de  (17),  équation  donnant  comme 
quatrième  solution: 

x' -  0,9901  (QQ     ;    x-e^{V)     ;     ^  =  25^9. 

Encore  une  fois  les  valeurs  de  a;,  correspondant  à  a/  =  0,9997 
et  a:'  =  0,970,  sont  presque  égales  entre  elles.  Mais  on  voit  que 
A'Çi    correspond    à    la    partie  droite  de  RVB\  et   vice   versa. 
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Puisque  les  valeurs  de  x  sont  si  extrêmement  faibles,  la  courbe 
RRB'  est  représenté  dans  la  figure  (13)  par  une  seule  ligne 
droite,  coïncidant  avec  Taxe  .r  =  0. 

Un  autre  point  très  remarquable  c'est  le  point  etitectique  C.  La 
détermination  exacte  de  ce  point  est,  quand  x'  n'est  plus  négligeable, 
fort  diflScile.  Or,  les  quatre  grandeurs  2',  x.oif^  et  a;%  doivent  être 
calculées  dans  ce  cas  des  4  équations  (T""): 

(a)  (6) 

y,  _  1200(1— 1,1  a/f)  _  500(1  — 1,32(1 -ic^t)»)  _ 

1  +  ^^n^  l+l-iogr^ 

(c)  {d) 

_  1200  (1- 1,1  g-,^)  _  500(1- 1,32  (1  -  ^,y) 

Il  sera  le  plus  facile  de  calculer  x  et  T  des  équations  (a)  et  (6) 
avec  une  valeur  acceptée  de  a/j  ;  de  calculer  ensuite  x  et  7'  des 
équations  (c)  et  {d)  avec  une  valeur  acceptée  Aq  af^)  ^^  à^  varier 
alors  x\  et  x\  si  longtemps  que  les  deux  systèmes  de  valeurs, 
trouvées   pour  x  et  T,  deviennent  identiques.  Ainsi  on  trouvera: 

X  =  0,80672  ;  7^  =  466,41  ;  x\  =  0,08893^  ;  a;%  =  0,91107. 

Nous  nous  souvenons  que  nous  trouvâmes  plus  haut,  avec  des 
valeurs  de  ft'  plus  élevées,  de  sorte  que  a;'  et  1  —  x'  pouvaient  être 
négligés,  les  valeurs  «  =  0,809  ;  T  =  452  . 

La  température  du  point  eutectique  a  donc  subi  une  légère 
élévation,  en  vertu  de  Tallure  plus  horizontale  de  la  courbe  J?P, 
tandis  que  la  valeur  de  x,  en  vertu  de  Tallure  assez  raide  de  la 
courbe  AR^  n'est  pas  modifiée  sensiblement. 

Pour  nous  convaincre,  que  les  valeurs  trouvées  satisfont  en 
effet  aux  équations  (18),  nous  les  substituerons.  Avec 

log  0,08893*  =  —  2,41986  ;  log  0,91107  =  -  0,09314 
%  0,80672   =  —  0,21478  ;  log  0,19328  =  —  1,64360 

nous  trouvons: 

1189,6  _    —47,827    _   104,35  _  494,78 
^  ~  2,65046  ~    —  0,10254  ""  0,22374  '^  1,06082  ' 
ou 

T  =  466,42  =:  466,43  =  466,38  =  466,41 . 
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Il  est  bien  remarquable,  que  nous  trouvons  pour  0/3  ^ne  valeur, 
qui  est  exactement  =1  —  x\.  On  pourra  démontrer  facilement, 
que  ce  sera  une  conséquence  immédiate  des  équations  (7*).  Tou- 
tefois, si  notre  supposition  simplifiante  r  =  0,  c.-à-d.  b\=h\  et 
ct\  =«%,  ne  se  trouve  plus  vérifiée,  la  valeur  de  x\  ne  sera  plus 
longtemps  =1  —  x\  chez  le  point  eutectique.  Par  conséquent: 

Si  la  chaleur  de  mixtion  du  premier  component  chez  x=l  {a\) 
est  égale  à  celle  du  second  component  chez  x^=0{a\)^  les  composition 
des  deux  pJiases  solides  chez  le  point  eutectique  seront  complémentaires. 

Démonstration.  Ecrivons  dans  ce  but  les  équations  (18)  dans 
la  forme  plus  générale: 

Nous  résolvons  maintenant  log  {\  —  x)  et  ^  x  de  ces  quatre 
équations  : 

d'où  il  s'ensuit  par  égalisation: 

Or,  ces  équations  dernières  seront  satisfaites  par 
puisque  toutes  les  deux  se  transformeront  alors  en 
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Il  va  sans  dire,  que  réciproquement  le  fait,  que  cette  composition 
complémentaire  chez  le  point  eutectique  sera  vérifiée  ou  non,  sera  wn 
critérium  précis,  s'il  est  permis  de  poser  a\  =«'2  ^^  ^^^ 

Rermjarques. 
.  a)  La  valeur  de  a^j  pourrait  être  trouvée  exactement  comme  il 
suit.  En  vertu  de  (18)  ou  (7^)  on  peut  écrire: 

Or,  l'équation  (19)  donnant 

^         R      ,     \-^.         ^^^"^  ,     1-a^ ,'        •  •  (19) 
Ug—-^  log—-^—L 

il   vient   après   substitution    de   cette    valeur   dans   la   relation 
(1— a;)  +x=l: 

,       _  i-i.ix'.'                                   _  i-i^g-V.)' 
(l-a;',)e(i:^)    ^•^'-^-•>+a;',e^(L^)      ^^^-M,    ^^ ^^0) 

Cette  équation,  ne  contenant  que  la  seule  variable  a;', ,  celle-ci 
peut  donc  être  évaluée  si  exactement  que  Ton  voudra. 

La  valeur  de  T  se  trouve  alors  de  (19*),  et  la  valeur  de  x  de 
la  première  des  équations  (18)  ou  (7^. 

6)  La  relation  (19)  ou  (19'0  peut  servir  à  déterminer  ii\  lors- 
qu'on connaît  exactement  les  valeurs  de  2'  et  x\  chez  le  point 
eutectique.  On  a  en  efiet: 


/r  = 


q~    \-2x\ 


ce  qui  se  transforme  pour  de  très  faibles  valeurs  de  x\  en 

2  r      1 

Soit  p.  e.  2'=  500'  ,  q^  =2400  ,  x',  =0,01  ,  alors  on  trouvera; 
/r  =  ^log  100  =  1,92. 
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IX 


Maintenant  nous  aborderons  la  question,  comment  les  deux  pans 
avec  leurs  points  de  rebroussement  P  et  H  disparaîtront  peu  à  peu. 
Dans  les  figures  suivantes  on  peut  suivre  les  transformations  suc- 
cessives de  pas  en  pas 


x=o 


FlG.  \b. 


Dans  la  fig.  15  le  point  de  rebroussement  P  de  la  courbe  T=f{x), 
qui    se    trouvait   jusque    maintenant   au   dedans  de   la   courbe 

^->Y^=0,  est   venu  sur  cette  courbe,  de  manière  que  le  point  Q 

de  la  courbe  T=f{7f)  coïncide  avec  P,  de  même  que  le  maxi- 
mum Z),  étant  situé  entre  P  et  Q.  Les  courbes  T=f{x)  et  l^=f{x') 
sont  donc  toutes  les  deux  horizontales  dans  le  point  P,  et  dès 
maintenant  la  courbe  T=f{x)  ne  touchera  plus  la  branche  RP 
(dans  le  point  JJ),  mais  elle  touchera  la  branhe  PB  (dans  un  mi- 
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nimvm)   Le  bec  chez  le  point  P  se  tournera  désormais,  après  l'al- 
lure horizontale  de  la  fig.  15,  en  haut  au  lieu  d'en  bas. 

Cette  transition  est  évidemment  déterminée  par  les  relations 

c.-à.d.  par  les  équations 

T=T,(l-frx^)=T,{\^^/r{\^xy)  =  qjrx{\-x)  .  .  (21) 

T  T 

En  posant  q^  i^^  =  ci'    ,     —  =  a    ,     — ^  =6,  cela  devient: 

?1  9.7, 

T=T,  -a'ax^  =  l\-a'h{\  —xy  =  a'x{\  -  x) ,  .  .  (2I«) 
d'où  résulte: 

r.  Il 

"  ~a»2 +a;(i  _  a;)~6(l— a;)*  +  a;(l— a;)* 
Nous  obtenons  donc: 
x^  [r,  (I  -  6)  -  Tj  (I  -  a)]  -a;[r,  _  T,  -2  6  T,]  -  r,  6  =  0, 
d'où  nous  déduisons: 


2Ïr,(l-&)-r,(l-a)]  -M      ; 

Avec  nos  valeurs  de  T^yT^^  etc.  cela  devient  (  ^  ==  ô"  >  ^  ~X  y  • 

1/79  étant  =8,8882.  De  l'équation  (21«)  on  tire  encore: 

de  sorte  que  nous  aurons: 

'n -  iT,-f){T,-  T) 
^  ah 

donnant: 

2*2  (l  —  a6)  -  T  (r,  +  r^)  +  Ti  Tj  =  0  , 

par  suite: 


2(1— a6) 
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En  substituant  les  valeurs  numériques,  nous  trouvons: 

r=^(l7  -  ^79)  =  463^5. 

L'équation   quadratique  pour   a'   est   moins   simple.  De  (21")  il 
s'ensuit  en  premier  lieu: 

Elimination  de  x  donne,  après  quelques  réductions: 

-[^,(l-6)-^,(l--a)]^ 
d'où  résulte  après  des  réductions  convenables: 

Avec  nos  valeurs  de  2'^ ,  etc.  on  obtiendra  donc: 


ou  bien 


«^=2400  /:?'  =^(9  -h  41^79) 


/*-=9_±ip=,j06UL 


Cette   valeur  de  ft'  n'est  que  légèrement  plus  faible  que  la  va- 
leur /f  =  1,1,  pour  laquelle  la  fig.  13  était  calculée.    En  effet,  le 

point  P  est  situé  là  à  peu  près  sur  la  courbe  jr^rï  =  0-  ^^  va- 
leur trouvée  pour  la  température,  c  -à-d.  463'',5  est  convenablement 
plus  faible  que  celle  du  point  eutectique,  pour  lequel  nous  trou- 
vâmes avec  i^'  -=  1,1  la  valeur  466'',4  (voir  plus  haut). 


Les  figg.  16  et  17  montrent  une  nouvelle  particularité  dans  la 
série  de  transformations  successives.  Le  point  de  rebroussemeut 
P  est  venu  à  la  même  hauteur  que  le  point  C,  de  sorte  que 
le  point  Q  est  venu  également  à  cette  même  hauteur.  Pour  la 
première   fois  quatre   valeurs   de  x'  correspondront  donc  mainte- 


DE   MÉLANGE   BINAIRES   UE   SUBSTANCES   ISOMORPHES. 


563 


nant  à  la  température  du  point  eutectique  (7,  c.-à-d.  a'i  et  a;%, 
correspondant  à  C,  et  les  points  coïncidents  x' .^  et  a/^ ,  corres- 
pondant à  P.  Ces  deux  derniers  points  représentent  encore  des 
états  labiles. 

Un  moment  plus  tard  le  point  P  est  venu  au  dessus  de  C,  et 
les  deux  points  coïncidents  x\  et  a;\  se  sont  séparés  (fig.  17).  Les 
points  x\    et  a;^    correspondent  toujours   à  C;  x'.^  et  xf^  à  deux 


Fio.  16. 


autres  points  de  la  courbe  T=f{x).  x'.^  représente  un  état  ioMk, 
a/ 4  un  état  métastahile. 

La  transition  de  la  fig.  16  est  déterminée  par  les  équations  (7^*) 
pour  x\  et  x\  (correspondant  à  Xc),  pour  a/ 3  (correspondant  à  a^), 

en  connexion  avec  T=q^ii^x\(l — a;%),  ^^    étant  =  0  pour 

le  point  x'.^  (=  ar'J. 
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On  aura  donc: 

l-,fo^.._„_i  1+2^^  I^^^ÏH^ 


500  (1  —  1,2  (r  (1  —  a/j)î)        1200  (1  -  (r  afl) 


1  +  toa  — 2- 


3/    


1  -a/. 


1  +  hgjzi 


Xr, 


500  (1-1,2  ,^(l-^^.).^^^^^^ 


a;„ 


x=/ 


Fio.  17. 


De  068  sept  équations  on  peut  calculer  les  sept  grandears 
T,  Xcf  Xpy  ic',.  a:' 2»  ^3>  /^-  [0°  ^^  souviendra  que  a;'2==^""^i 
(voir  chapitre  VIII)].  Mais  nous  laisserons  cette  évaluation  volon- 
tiêrement  aux  lecteurs  bienvaillants  de  ce  Mémoire. 
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XL 

Dans  les  figg.  18  et  19  on  trouve  représenté  un  cas  de  transfor- 
mation fort  important.  La  branche  AR^  entrecoupant  toujours 
jusque  maintenant  la  branche  BP  à  gauche  du  maximum  (ou  mi- 
nimum) D  dans  le  point  eutectique  (7,  passe  exactement  par  ce  point 
D.   Il  résulte  de  cela,  que  le  point  x\  est  coïncidé  avec  a;%  dans 


Fio.  18. 

C  (tous  les  deux  -=  x),  et  que  ce  point  x\  représente  dès  main- 
tenant un  état  stable.  Désormais  (voir  fig  49)  le  minimum  D  se 
montre  à  gauche  du  point  eutectique  C,  de  manière  que  la  partie 
réalisable  de  la  courbe  de  fusion  obtient  vnie  allv/re  toute  différente, 
c-à-d   avec  vm.  minimum  (fig.  19*). 

Le  point  x\,  étant  jadis  à  gauche  de  C,  se  trouve  désormais 
à  droite  de  ce  point  Par  contre  le  point  x\  est  venu  maintenant 
à  gauche  de  C,  et  correspond  à  un  point  de  la  courbe  T'=f{x) 
entre  B  et  D. 
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Je  fais  remarquer  ici,  que  le  cas  de  la  fig  19*  se  montre  dans 
un  certain  sens  chez  des  mélanges  de  Ag  NO^  et  NaNO^j  étudiés 
par  HissiNK  (fig.  19*)  La  difiérence  consiste  en  ceci,  que  le  mi- 
nimum D  dans  la  courbe  7  =  /* (a;)  dans  le  cas  de  fig.   19^  se  mon- 


Xzo 


Fio  19. 

tre  au  delà  de  a;=l,  et  que  ce  minimum  a  donc  déjà  disparu, 
tandis  que  le  minimum  dans  notre  cas  (fig.  19*)  est  supposé  de 
disparaître  dans  un  stade  postérieur. 

On  peut  calculer  la  transformation  de  la  fig.  18  à  laide  des  équa- 
tions (7^)  pour  x\  et  x\,  ayant  égard  à  Tégalité  x=:x\j  tandis 
qu'en  outre  ic'j  (=2/4)  =  1       a^j. 

On  aura  donc: 


T  = 


=  500(1- 1,2 /rci-x'j)*), 


(23) 
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Xzi 
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c.-à-d.  quatre  équations  pour  évaluer  les  grandeurs  T,  x\^x\-=x 
et  (i\ 

79* 
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Si  l'on  écrit  a/,  =  1  —  x',  =  1  —  a;  ,  a/j  =  x,  ces  équations  se 
simplifient  en 

(a)  (b)  (0 

^^1_200(.-/.'(1  -.)3)  ^  500J^- l,2xy'._^)  ^,200(i-/^x«)  = 

i  +  %r=^        i  +  T^^-ir 

=  500(1  -i,2/î'(l  —X)») (23") 

De  ces  équations  on  en  peut  omettre  une,  puisque  on  a  intro- 
duit a/^  =  1  —  a/,. 

Or,  en  résolvant  fr  dé  T={a)  =  (c),  et  1,2/:?'  de  T={h)  =  {d), 
on  obtient: 

^  = ^lEf. .-U/r=  ^  ~ 


en  remplaçant  les  coëflBcients  1,2,  1  et-^-  par  leurs  valeurs  origi- 

?2  5l  52 

Les  équations  précédentes  donnent: 

^i  .  _  _    _.  .._.— _32 ^ 

=»'^^rr^-i|r/l-2x)      _(l_x)î&^j^  +  ^^^0~2x)' 

OU  bien 

et  c'est  là  l'équation  de  laquelle  on  peut  déterminer  par  approxi- 
mation la  valeur  de  x.  Avec  nos  valeurs  de  T,,  etc.  (23*)  devient: 

_x 7  (2  X  -  1)  

"^^1— x~'5x2— 6(1— x)2  ' 
d'où  l'on  trouve: 

X  =  x'.,~x\  =  0,8060  (le  point  C);  x',  =  1  —  x\  =  0,1940. 

Kri   substituant  (2Z'')  dans  l'expression  pour  fi',  on  trouve  après 
quelques  réductions: 

g./9'  =  «'=  ^'~^»  (230 

a,2i-L_(l_x)2ii- 
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Avec  les  valeurs  numériques  de  Tj,  etc   cela  devient: 

1^, V24 /e 

/'  —  1/2  a;2  _  1/,  (1  _  xY  ~  i"2  +  2»  —  1  ' 

donc  avec  x  =  0,8060  : 

/y^  =  0,9247. 

La  valeur  de  T  se  trouve  facilement  de 

T  =1200(1— /y' a;2), 
donnant: 

T  =  1200  (1  —  0,6007)  =  479^. 

L'expression  générale  pour  T  sera 


T 

ou  bien 


3i52  aî2^-(l-a;)2^- 
Les  valeurs  de  x\  et  ajj  peuvent  être  calculées  ensuite  de  (7*). 

XIL 

Finalement  on  trouve  représenté  dans  les  figg.  20  et  21  la  trans- 
formation la  plus  importante. 

Les  points  Q  et  S  coïncident  maintenant  dans  le  sommet  de  la 

courbe  ^,^  =  0,  et  par  conséquent  les  points  P  et  R  coïncident 

également  dans   C.   Les  pans  de  la  courbe  de  fusion  ont  disparu 
dès  maintenant  définitivement  par  delà  du  point  eutectique. 

Les  points  x\,  x' .^  et  x! ^  coïncident  dans  le  'point  d'inflexion 
QjS  k  tangente  horizontale.  Évidemment  ce  point  Q,  S  se  trouve 
chez  a;'  =  Vt,   puisque   en  vertu  de  notre  supposition  «'^^«'2  1* 

courbe    ^  ,2=^0ou  T=q^/i^x'{l — x')  est  complètement  symé- 
trique aux  deux  côtés  du  sommet  chez  a?"  =  ^A. 
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On  ne  peut  dire  que  maintenant,  que  la  courbe  de  fusion  a 
obtenu  Tallure  complètement  normale,  ayant  un  parcours  continu 
sans  point  de  rebroussement  aucun  de  A  jusqu'à  B^  avec  un 
minimum  dans  le  point  D,  où  x  —  x'  (fig.  21).  Le  point  d'inflexion 
à  tangente  horizontale  est  devenu  un  point  d'inflexion  ordinaire 
à  tangente  oblique,  qui   peut  disparaître  chez  des  valeurs  de  (f 


Xz/ 


Fio.  20. 

encore  plus  faibles.  Enfin  le  minimum  D  disparaîtra  de  la  courbe 
de  fusion,  de  sorte  que  dès  lors  l'allure  sera  continuellement 
ascendante  depuis  B  jusqu'à  A. 

Il  va  sans  dire,  qu'il  est  possible  que  le  minimum  a  disparu 
déjà  plus  tôt,  dont  nous  vîmes  un  exemple  dans  la  fig.  19^ 

La  transition  de  la  fig.  20  est  déterminée  par  les  équations  (7*) 

pour  x'  {x\  :=x'2=^x'.^)^=^loy  en  connection  avec  ^.^  =0  ou 
y=i/4?i  /i\  Gela  donne: 
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7»  = 


-~ — =-rîi  /^ 


I  H log  z-^—        1 

g,       *  1  —  a; 


iJT*,  ,     0,5       4 

loq  — 


(24) 


On  en  tire: 


Xi/ 


a?^c? 


FiG.  2i. 


0,  _<.-|/.--l|t^O  . ,  o,5_<^-l|;/^--lia;/^0 

donc,  comme  (1  —  x)  +z  =  i: 

Avec  nos  valeurs  de  T,,  etc.  cela  devient: 
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e       P  +  e        ^  =2, 

donnant  : 

/^^  =  0,8226. 

Et  avec  cette  valeur  de  ft^  nous  trouvons: 

a;  =  0,8030    ;     r  =  493^6     .     {x\=x\=x\=0,b). 

Les  points  x\  et  a;^  sont  à  calculer  ensuite  de  (7*). 

XIIL 

Maintenant   nous   discuterons  la  question:    chez   quelle   valeur 
de  X  le  minimum  D  se  présentera,  fi'  étant  donné. 
Les  équations  à  résoudre  seront  (a;  =  3/): 

T=  T,  {\  —  ft' x^)  =  tA\  -  ^  ir{\^x)A.  .  .  .  (25) 
On  en  tire  Téquation  quadratique  : 

donnant  : 

îl  «2 


■•a 


(26^) 


Evidemment    le    minimum    disparaîtra,    lorsqu'il    se    présente 
exactement  chez  x  =  l.  Cela  donne  la  condition 

ft'"^     't, (26) 

Cette  condition  pourrait  aussi  être  déduite  de  notre  équation 
(6**).  En  effet,  avec  /î  =  0  celle-là  donne 

-/?'<  J;-i     ou    (i^>  ^-^-^ 

pour  la  condition   qu'il   existe   un  minimum.  Par  conséquent,  la 
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condition  qu'il  n'existe  point  de  minimum  sera  exprimée  par  (26). 
Dans  notre  cas  le  minimum  disparaîtra  donc,  lorsque  on  aura: 

/y  =  Â  =  0,6823. 

Cette  valeur  de  fl^  sera  toujours  plus  faible  que  celle,  trouvée 
de  (23*)  et  (23^)  pour  la  condition  que  le  point  eutectique  C 
coïncide  avec  le  minimum  D.  Car  l'équation  (23'')  nous  fournira 
toujours  une   valeur  de  x  réelle,  comprise  entre  0  et  1,  puisque 

log  r peut  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  oo  jusqu'à 

H-  00  .  Et  de  (23^)  il  s'ensuit,  que  /î^  sera  plus  faible  pour  la  valeur 

a;  =  1  que  pour  une  valeur  de  «  <  i,  parce  que  -j —  sera  toujours 

négatif,  comme  on  pourra  aisément  le  vérifier. 

Cependant  la  valeur  de  /?',  pour  laquelle  le  minimum  disparaîtra, 
n'est  pas  toujours  inférieure  à  la  valeur  de  /:?',  donnée  par  ('24'*), 
pour  laquelle  la  partie  réalisable  de  la  courbe  T=f(x')  devient 
continue. 

En  posant    J^=9>,   ,   p  ^cp^  ,  ^  =e,   l'équation  (24«)  de- 

viendra  : 


-2 


[^-|a+..,]_^^-2[|,-ia  +  ..]^^^ 


et  nous  ferons  voir,  que  la  valeur  de  /?^  pour  laquelle  le  minimum 
disparaîtra,  peut  très  bien  satisfaire  à  cette  équation  dernière.  En 

y   T 

effet,  /î'=  -^-f — -  donne: 

En  indroduisant  «ncore 

T,=XT,,  donc  ^  =  o=^À, 
cela  devient: 

où  X  sera  toujours  <  1.  Or,oa  pourra  toujours  trouver  des  valeurs 

correspondantes  de  A,  g)^  et  ^j»  V^^  vérifieront  cette  équation.  Pour 
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démontrer  cela,  nous  exprimerons  (p^  en  fonction  de  q>^  et  À.  Ecri- 
vons dans  ce  but: 

ou  bien 

1  2  1  '^s      ^  _   1 

On  y  tire: 

donc 

r       -  i         i  <r  -  — - 1 
Zoa  L  2  6       — e                 \ 
^^=--    1       j^    J, ^27) 

2  ~<p,  i  — À 

Cette  grandeur  sera  =0,  quand 

1         1  a 

OU 

ou  bien,  puisque  «"  2-_o,60654   et  %(2e"'8  —  i)  =  —  1,5461, 
lorsque 

(''»)  =  rni-  3,092  =,-i^+ 0,908 (27«) 

La  grandeur  q>^  sera  =  00,  lorsque 

2        yji_i-"' 
c.-à-d.  quand 

('p.k=«=r^ (27») 


donc 
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Il  est  remarquable  que  Ton  aura  toujours  : 

(9'iV,  =  o  =  (Vik  =  oo  + 0,908. 
Exemples. 
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À  =  0 
«Pj=0    9),=0,91 


<3Pj=0    f/>,  =2,24 
q>2=co    y, =1,33 


A=  «/, 


^2=0    «p,  =12,91 
'Pi  =  co   «îP,  =  12 

_    3  2 


,^,  =  0    <îP,  =4,91 
9>2=Qo   y, =4 

A  =  l 

?)j=0      9'i=oo 
9>2  ^00     ^,^00 


On  voit  donc  que  goj  =  |r  peut  avoir  toutes  les  valeurs  depuis 

0  jusqu'à  00 ,  mais  que  les  valeurs  de  9^j  =:  %r^  sont  liées  à  une  inter- 
valle, variant  avec  À.  Lorsque  X  possède  une  valeur  assez  élevée, 
c-à-d.  lorsque  T^  est  assez  approché  de  T,,  cette  intervalle 
devient  de  plus  en  plus  resserrée,  et  la  valeur  de  g,  doit  être  de 
plus  en  plus  grande. 

T  5 

Dans  notre  exemple  A.  =  s^   possède  la  valeur  jô  ,  et  alors  les 


20 


—  3i 


limites  pour  </>,  seront  y  =2,86  et  3,77.  Or,  «Pj  =  -^  étant  =  2, 

nous  nous  trouvons  en  dehors  de  l'intervalle  prescrite. 

Si  le  minimum  est  déjà  disparu,  lorsque  en  vertu  de  la  condi- 
tion (24")  la  partie  réalisable  de  la  courbe  T  =  f{x')  devient  con- 


tinue,   la   valeur  de  /:?'  sera  inférieure  à 


T^ 


Il  faudra  donc 


substituer  dans  (24*)  une  valeur  plus  faible;  ou  bien,  ce  qui  sera 
la  même  chose,  on  pourait  donner  à  Tj  une  valeur  plus  grande, 
c-à-d.  il  faudra  augmenter  la  valeur  de  X.  Mais  on  voit  bien  du 
tableau  précédent,  que  lorsque  A  augmente,  une  valeur  plus  éle- 
vée de  (p^  correspondra  à  la  même  valeur  de  (f,,,  c-à-d.  pour 
rendre  possible  le  fait  que  le  minimum  soit  déjà  disparu,  la  va- 
leur de  (p^  doit  être  pltbs  grande  que  celle  donnée  par  (27).  Dans 
le  cas  inverse  le  minimum  ne  sera  par  encore  disparu,  (comparer 
les  fig.  19*  et  19^). 

80* 
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5 

Par  exemple,  dans  notre  cas  A=tô   et   (p^    possède   la  valeur 

^/yr  =  4.  Avec  cette  valeur  correspond  une  valeur  de  ^j ,  com- 
prise entre  2,86  et  3,77,  comme  nous  venons  de  le  voir.  Notre 
valeur  de  Vj,  étant  =  2,  est  donc  trop  faible^  et  le  minimum  ne 
sera  pas  encore  disparu,  comme  le  montre  en  effet  notre  fig.  20. 
On  voit  clairement,  qu'en  général  il  faudra  une  valeur  de  ç, 
as$ez  élevée  pour  faire  disparaître  le  minimum  avant  le  cas  de 
transition  de  la  fig.  20  Plus  cette  valeur  est  grande,  plus  on  pourra 
s'attendre  à  la  possibilité  que  le  minimum  soit  déjà  disparu. 

XIV. 

Dans  les  discussions  précédentes  nous  avons  perdu  de  vue  les 
rudirnents  (voir  Chap.  VII),  qui  s'étaient  détachés  après  les  déla- 
cements. Calculons  donc  finalement,  pour  quelles  valeurs  de  /i' 
ces  rudiments  disparaîtront.  Évidemment,  lorsque  les  sommets  R 
et  (/,  R'  et  S'  correspondront  à  7=0;  lorsque  par  conséquent 
ces  points  coïncideront  avec  R  et  A\  (voir  fig.  12). 

Ces    sommets    sont    déterminés    par    (7^*),    en    connexion   avec 

^-72  =  0,  ou  bien  T=q^  /foif  (1  —  x'),  c.-à-d.  par 

Or,  le  point  P'  coïncidera  avec  R^  et  (/  avec  A\  lorsque  les 
valeurs  7=0,  fc  =  0,  x'  =  i  satisferont  à  ces  équations.  Celles-ci 
deviennent  alors: 


donc 


^=2(1— x')%(4  — a;'). 


Et  puisque  le  second   membre  s'approche  à  0  pour  «^  =  1,  il 
faut  que  /f  8oit  =  l.  Donc 
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D'ailleurs  le  point  jR'  coïncidera  avec  A\  S'  avec  B\  lorsque 
!r=0,  a;  =  l,  a/  =  0  vérifieront  les  équations  précédentes  Celles-là 
deviennent  alors: 


de  sorte  qae 


Le  second  membre,  s'approchant  encore  à  0,  on  aura  donc: 

Dans  notre  cas  cette  valeur  devient: 

/?'  =  V.  =  0,8333. 


XV. 


Récapitulons.  Dans  les  transformations  successives  de  la 
courbe  de  fusion  nous  avons  étudié  les  points  suivants  de  transi- 
tion remarquables. 

a)  La  phase  solide  ne  contient  que  l'un  des  deux  components. 

b)  La    courbe    d'union    des    deux    branches    principales    de 
T—f{z)  coïncide  avec  T=0.  (fig.  6). 


/r=(i+]/^y=zZ,66. 


c)  Le  premier  délacement  de  la  courbe  T=f{x)  se  présente, 
(fig.  9). 

Equat.  (i6):        /r  =  i,55. 

d)  Le  second  délacement  a  lieu.  (fig.  i4). 

Equat.  (46)  :        /f  =  lAO. 


578  SUR    liES    AliliURES   POSSIBLES    DE    LA   COURBE    DE    FUSION 

e)    Le  point  de  rebroussement  P  vient  sur  la  courbe  Tvî  =  0. 

(fig.  15). 

Equat.  {2U):       ^^  =  1,06. 

/)   Ce  point  correspond  à  la  température  du  point  eutectique 
a  (fig.  16). 

Equat.  (22)  :        ^'  =  1,02. 

g)  Le  minimum  D  coïncide  avec  le  point  eutectique  G.  (fig.  18). 

Equat.  (23»)  et  (23')  :        /:?'  =  0.92. 
h)   Les  points  de  rebroussement  P  et  Q  disparaissent,  (fig.  20). 

Equat.  (24«)  :        /î'  =  Oj^  Ç/r  peut  être  |  ^'  ~  ^')  . 
i)    Le  minimum  D  coincide  avec  a;  =  4  et  disparaît. 
ir  =  ^-St— '  =  0.58. 

En  outre: 

«)  Le  premier  rudiment  disparait. 

/:^)  Le  second  rudiment  disparait. 
/r-^  =0,83. 

Comme  nous  lavons  déjà  remarqué  dans  le  Chapitre  XIII,  la 
valeur  de  jf,  correspondant  à  la  transformation  i)  sera  toujours 
plus  faible  que  celle  de  la  transformation  {g)^  mais  la  valeur  de 
(-t'  de  la  transformation  [h)  peut  être  très  bien  inférieure  à  celle 
de  i). 

XVL 

On  verra  facilement,  que  les  résultats  de  Tétude  précédente 
restent  qualitativement  inaltérés,  lorsqu'on  n'avait  pas  négligé  la 
grandeur  r  dans  le  terme  avec  «a; 2,  et  lorsqu'on  avait  pris  en 
considération  à  côté  de  if  la  grandeur  correspondante  /^  (presque 
toujours  négligeable  auprès  de  ft')  de  la  phase  liquide.  Toutes  les 
valeurs  calculées  de  fi\  a;,  x'  et  T  avaient  seulement  subi  dans  ce 
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cas  une  modification  légère  nv/mÂrique,  mais  les  transformations 
et  transitions  étudiées  s  étaient  présentées  dans  la  même  succes- 
sion, et  complètement  de  la  même  manière  de  celle  des  pages 
précédentes. 

Nous  voyons  donc,  que  Tinstallation  d'un  point  d'euteode,  et  la 
discontinuité  apparente  de  la  série  de  mixtion  solide,  causée  par 
cela,  est  une  suite  nécessaire  de  la  théorie,  représentée  par  les 
équations  (2)  ou  (7*).  Celles-là  nous  apprennent  que  de  grands 
valeurs  de  /?'  (ou  cc^),  c.-à-d.  de  la  chaleur  de  mixtion  dans  la  phase 
solide,  feront  naître  des  états  labiles  En  réalité  il  existe  de  la 
continuité^  comme  les  figg.  différentes  nous  font  voir,  mais  dans 
la  pluspart  des  cas,  seulement  une  partie  de  la  courbe  de  fusion 
continue  sera  réalisable.  Et  c'est  seulement  cette  partie-là  que  les 
expériments  nous  feront  voir. 

Finalement  je  veux  exprimer  ici  mes  remerciements  à  M.  Bak- 
HUis  RoozEBOOM,  qui  m'a  encouragé  à  entreprendre  Tétude,  dont 
les  pages  précédentes  renferment  les  résultats  principaux. 

Juin  1903. 


SUR  L'INTEGRATION  D'UNE  FRACTION  RATIONNELLE. 

PAR 

W.   KAPTEYN. 


1.     On  sait  que  le  calcul  de  l'intégrale 

J    T""  J  (a  4-  6a;  +  cx^Y 

où  n  représente  un  nombre  entier  positif  et  ^o  ^i  •  •  •  ^2n-u  ^, 
6,  c  des  valeurs  données,  se  fait  ordinairement  par  la  réduction 
des  intégrales 

r  dx  fxdx  rx^"*"^    , 

/dx 
-jp   au    moyen  de  relations  récurrentes  (voir  Schlô- 

milch  Uebungsbuch  zum  Studium  der  Hôherea  Analysis  II  p.  8). 
Je  me  propose  la  détermination  de  cette  intégrale  d'après  une 
méthode  directe  en  cherchant  séparément  la  partie  algébrique  et 
la  partie  logarithmique.  Soient 

f(x)  =  {x-afT  {x-hi  ....  (a;-  Vf 

où  a,  /î, . . .  A  représentent  des  nombres  entiers  positifs  a\  V ..  .V 
des  quantités  données,  et  F  {x)  un  polynôme  d'un  degré  moins 
élevé  que  celui  de  /  (a;),  alors  il  résulte  immédiatement  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles 

F(5)_ji P         Q 

f(x)~  de  (a;_a^y'-i  ~{x^vf-'  . . .  {x-lf-^  ^  (•'^— ^'^  [x-V)..{x—V) 

les  numérateurs  P  et  0  des  fractions  dans  le  second  membre  étant 
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des  polynômes  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  leurs  dénominateurs 
respectifs. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  l'équation  précédente  prend  la  forme 

7^    —  dx  T^-^  "^  T 
ou 

(1)  j?'(x)  =  r|^-(n-i)P^+or»-^ 

Si  l'on  introduit  dans  cette  équation 

F{z)=Ao  +^,  a;-i-^2a;2  +  ...  -H^2n-ia?""' 
P=:aQ  -4-  a  j  a;  -h  a2  «^  -h  . . .  +  a^n-s  ^^^ 

l'égalisation  des  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  donnera 
2n  équations  pour  déterminer  les  2n  coëflBcients  inconnus  des 
polynômes  P  et  Q. 

Pour  y  arriver  prenons  la  dérivée  A;*^*  de  l'équation  (2)  et  sub- 
stituons a=:o  dans  cette  dérivée. 

-^  .  d 

Soit  D  =  -7-,  on  aura 

lD'F{x)-],  =  k!  A, 

=  (fe  H-  1) !  a .  ak+i  -h  k.  k\b  .a^  -h  fc (k — I)  (fc - 1) !  c   ajt_i 
[d^*  (^Jp)l    =ÏDT  D'P-hkD^T.D^-'Pl    = 

=  klb  ,ak  4-2  k(k-'l)lc  .  ajt-i 

par  suite 

k!  Af,  =  (fc  -h  l)Ia.%+i  4-  A;.*:/6.afc  -h  A;(i— 1)  (i— 1)  !  c.  a^-i  — 

—  (n— 1  )  [Jfc  /  6  .  afc  -h  2  Jfc  (Jk-  1)  !  c .  a^^i]  + 
+  Â;/6o^^  +  i(i-l)!6i  ^^-i. 
ou 
Ajc  =  (k  +  i)a.  ttA+i  -h(fc  —  n-hl)6a^-h(A;  —  2n-hl)c.  a^-i  + 

-h    b^    A;t    +    &|    ^*-l 

En  attribuant  à  k  les  valeurs  0,  1,  2,  ..(2n— 1)  dans  cette  équa- 
tion, on  obtient  le  système  suivant 
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A^=   aaj  —  (n  — 1)6ao  H-6o  ^0 

A^  =2aa2  —  (n  —  2)ba^  — {2n  —  2)  ca^  h-  ô^  A^  h-  b^  a^ 

A^  =3aa3  —  (n  —  3)6a2  —  {2n  —  3)  ca^  +  &o  ^2  ■+"  ^1  ^1 

^2,*-4  =  (2n— 3)  a dan-s  +  (^  —  3)  6  Ogn-i  —  ^(hn-b  +  60^-*  -^- 
(2)  -h  6i  A2n_5 

^2n-8  =  (n  —  2)  6  a2n-3  ^Ca^n-i   -»-  60  ^2n-3  + 

+  &1   ^2n-4 
^2n-2  =  —      Ca2n-3   +  ^o  ^2n-2   "H 

frl  ^n-3 
-42n-l  =^  &1  ^»-2 

La  dernière  de  ces  équations  donne  immédiatement  b^  ;  pour 
déterminer  b^  nous  ajoutons  les  2n  —  1  premières  équations  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  avec  des  facteurs  l,  A,  A^ . . . 
A2n-2  tellement  choisis  que  dans  la  somme  les  coefficients  des 
inconnues  a^a^  . .  a^s  se  réduisent  à  zéro.  On  obtient  ainsi 

A^n-l 


(3)  6,  = 


^-2" 


(4)    &o  [^0    "»-^l^l  -♦-^2  ^2"*"  .•^»-2^n-2]-H6,  [Aj  Aq+AjAj  +... 

4-  A2n-2^2n-8j  =  Aç^  H"  -4|  Aj   +  -^j  Aj   "h  .  .  .  + -42n-2  ^n-2  • 

Quand  on  aura  déterminé  6^  de  la  dernière  équation,  on  déduira 
successivement  tous  les  inconnues  Oan-s,  a2n-4,-  •  •  ^2»  ^n  ^0  ^®s 
équations  (2). 

2.  Les  facteurs  A  que  nous  avons  introduits  sont  déterminés  par 
les  équations  suivantes 

^(n-l)b      —  (2n-2)cAi=0 
a— (n-  2)6Ai  —  (2n  — 3)cA2  =  0 
2aAi  —{n  —  S)bX^  — (2n  — 4)cA3  =0 
3aA2— (n  -4)  6  A3  —{2n  —  5)cX^  =0 


(5) 


(2n  —  5)  a  A2n-6  -h  (n  —  4)  6  Agn-B  —  3c  A2„-4  =  0 

(2n— 4)aA2n-5   +  (n— 3)6A2n-4  — 2cA2n-3  =0 
(2n  —  3)  a  A2n-4    4-  (71  —  2)  6  A2n_3  —      C  A2n-2   =  0 

Ce  système  de  2n — 2  équations  se  réduit  aisément  à  un  sys- 
tème de  n  équations.  En  effet  le  système  donnée  se  déduit  de 

81* 


584  SUR  l'intégration  d'une  fraction  rationnelle. 

{6)kakk-i—{n—k''l)hh—{2n—k-2)cXf,^i  =  0{k  =  0,l,2,.2n—S) 

en  observant  que 

À_i=0     ,     X,  =  l. 
Si  maintenant  on  pose  k^=n  —  1,  cette  équation  donne 

(7)  aA^_2  =  cAn. 
En  posant  i;  =  n  —  2  et  k^^n  on  obtient  les  deux  équations 

(ti  —  2)  a  An_3  —  h  Àn-2  —  ^  c  A»_i  =  0 
n  a  A„^i  4-  h  A,»  —  {n —  2)  c  A„+i  =  0 

d'où,  ayant  égard  à  l'équation  (7),  on  déduira 

(8)  a2A,_3  =  cU„+i. 

De   la  même  manière  les  deux  équations  pour  A;  =  7i — 3  et  k=- 
riH-  1,  donnent 

(9)  a3À„„4  =  c3À^+2 
et  ainsi  de  suite. 

En  résumant  on  aura 

O.  An_2  =  c  An 

a2  An-3  =  c^  An+i 
(10)  ( 


a^  in-4  =  C»  A„+2 


ia»-U,=c»-2Àa„_3 
a"-i  =  c»-il2»-2. 

C'est  ainsi  qui  le  système  donné  (5)  se  réduit  au  système  plus 
simple  de  w,  — 1  équations 

—  (n— 1)6— (2w  — '2)c;l,  =0 
la  — (w— 2)6X,— (2w  — 3)c^2  =0 
.j^JaaÀ,— (îi  — 3)6Aj  — (2n— 4)cÀ3  =0 

Un— 2)  a  K-i  —  2  6  K-z—  (w  +  1)  c  A„_.2  =  0 
(w  — 2)  o  i„_3  — 6  À„_2— w  c  i„_i  =  0 

dont  on  déduit  aisément 

"^^  2c 

_2oc+(n  — 2)  6^ 
'■~     2(2w-3)c2 
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6ac  +  (n  -  3)  b^ 
~        22(271— '3)  c^"-* 

_  12o2c2  +  12  (w  -3)  ab^  c  +  (n— 3)  (7t    4)^» 
~  22(2n-3)(27i-5)c* 

_       eOg^'c^  -H20(yt  — 4)a62c-ir(w  — 4)(w-  5)6* 

23(2w-3)(2w— 5)c6  •* 

_  1 20  a3  c3  +  180  (w  -  4)  a^  b^  c^  +  30  (w  -  4)  (%— 5)  ab*  c  +  {n  —4)  {n  -  5Kn  —  6)^ 

23  (2w  -  3)  (271  —  5)  (2n  —  7)  c6 

etc. 

Comme  on  ne  voit  pas  bien  la  construction  des  coefficients  dans 
les  numérateurs  il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'étudier  ces  coefficients. 
Posons,  pour  y  arriver 

'"  -'         '^  2*  (271  -  3)  (271  —  5) . . .  (271  -2k+  !)<?"-  » 

^*  2'=(27i  — 3)(27i-5)...(27i  — 2fc-l)c2* 

£n  introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6) 

(2À;  — l)aA2fc_2— (%— 2fc)&À2fc_i— (27i-2ifc— ])ci2&  =  0 
on  obtient 


(12) 


C=2(2à;-1)P;^>_, 

Pj!  =  2  (2fc  -  1)  P?^_,  +  (n-  2k)  PS;_, 

Pf^  =2  {2k-  1)  pS-2  +  (^  -2fc)  <_x 

P^:>=2(2À;-J)P<ï_,  +  (7.-2fc)P<,:-_\> 


2k 


m 


(n-2k)I^:_, 


De  la  même  manière  réquation  (6) 
donne 
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De  la  première  des  équations  (12)  je  déduis 
^^-.=2(2^-3)  iî_, 


P;"  =  2.3Pl" 


^o'  =  2. 

par  suite 

(14)  Pi'=2\l.3.5...(2fc— 1). 

Quant  au  coefficient  P^!  j  je  remarque  que   l'hypothèse  f^"_i  = 
=  I  P'-ll  s'accorde  avec  la  première  des  équations  (13).  Ainsi 

(15)  P<i!_j  =  2''-Vl.3.5..(2Jfc— 1). 

La  seconde  des  équations  (12)  conduit  à 

if'  =  n-2 
Pf*  =  2 .  3  if*  +  2  in- A)  1.3  =  2.1.3  [n  — 2  +  w— 4] 
/f' =  2.5/';"h-2'(w  — 6)  1  .3.6  =  2'.1.3.5[2(w-3)+w  — 6] 
/'f  =  2.7Pf +  28(n-8)1.3.5.7  =  2'.1.3.5.7[3(w-4)-H»— 8] 

0(2) O*--  -  1 


P!;^  =  2"-'1.3.5.  ..(2ifc-l)  [(jfc  — l(n  — ifc)  +  n-2ifc] 


ou 


(16)  P®=2'-'.3.5..(2Jfc-l)ifc(w-fc-l). 
Les  équations  (14)  et  (16)  conduisent  à  l'hypothèse 

(17)  <'=  2'-' .  5  .  7  . .  (2fc- 1)  *-%=-^  (n  —  jfc  -  1)  (n-jfc  -2) 

i^  I 

(18)P!,''  =  2'"'.  7.9..  (2ifc  — 1)  .^i^HAr2)(^_i;_l)  (w_;fc_2)(«— jfc— 3) 
etc.,  dont  on  déduira  aisément 
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(19)  i^|_^=2'-^5.7.    (2fc-l)(jfc-l)(n-fc-l) 

(20)  P^l!_i=  2''-'.7.9. .  (2Â;-1)  (tzlH^Il3.  {n—k-1)  {n-k-2) 

etc. 

qui  s'accordent  parfaitement  avec  toutes  les  équations  (12)  et  (13). 

3.  Examinons  maintenant  les  quantités  a^^.  On  a  d'abord 

=  a[Z)*+^(T»-^)]„4-(fc+l)6[D*(r'-^)]o+-^^|p^2c[D«'-XÎ'»-^)]o 
ensuite  on  aura 

[Z)*+i  (r»)]^  =  [D^D (y)]o  =  [D*  \n{b  +  2cx)  J»-M]o  = 
=  n6  [D*  (T"-^)]o  4-  2nc  [D*  (»  r»-^)]^  = 

=  w6  [D*  (r»  - 1)]  0  +  2n]kc  [D*  -  HT»  - ')]  0 . 

En  comparant  ces  deux  résultats  on  obtiendra 

(swfcc— ^-^^^2c)[Z>*-i(T»-i)]o  +  (n&  -(ifc+l)6)[^(îr»-i)]o  - 

~a.[Z)*+MT»-i)]„=0 
ou,  en  introduisant 

[I>'(î"-u=l>l^ 

(21)  (2w  — fc  — l)cAfc_i  +  (7i— jk— l)6Afc-(Jfc  — l)aAi.+i  =  0. 
Si,  dans  cette  équation  on  remplace  ^p  par 

celle-ci  se  réduit  à  réquation  (6) 

A;a  ^A:-i  —  (n  —  A:  —  1)  6  ifc  —  (271  —  A;  —  2)  c  ^/fc+i  =  0. 
Or,  le  calcul  direct  donne 

a    —  _A  _2ac4-  (n  — 2)6^ 

*~       2c  '      2—     2(2w  — 3)c2 

ce  qui  s'accorde  avec  la  relation   que   nous  avons  établie  entre 
\  et  ^p.  Par  suite  on  aura 

(22)  ...  =  (-  1)'. ('"'-2)(2«-3)^-^..(2n-t^)^..._, ^. ,^ 
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Remarquons  encore  que  de  la  relation  (10) 

a^+U,_^_2  =  c^+il„^^(p  =  0,l,2,  .  .  .  ,  71-2) 
il  résulte  une  relation  analogue  entre  les  quantités  a 

(23)  CP  +  'An-p-2  =  a^  +  '^n+p. 

4.     Revenons   maintenant   aux   équations  (2)   qui   déterminent 
les  coëflScients  at. 
En  posant 

Ai  — ho  à.i  —  h,^i-i=Bi{i=  1,2,  .  .  .  ,  2n  — 2) 

ces  équations,  en  omettant  la  première  et  la  dernière,  s'écrivent 

-B2n-2= Ca2n-îj 

^an-3  =  (^  —  2)  6a2n-3  —  2caa«_4 

^2n-4  =(2n—  3)aa2n-8  +  (n  — 3)6a2n-4  —  3caan-5 

^2n-6  =  (2n—  4)aa2n-4   +  (tI— 4)6a2n-5  —  4ca2n-6 


(2) 


J?3  =  4aa^  —  {n  —  4)  ha^  —  {2n  —  4)  caj 
B2  =  3aa3  —  (n  —  3)  ôag  —  {2m  —  3)  ca, 
B^       =  2aa2  —  (^  —  2)  ôa^  —  {2n  —  2)  ca^ 

On  obtiendra  donc  successivement 

B2n  -  2 

c 

a2«  -4  = 1^  —  (%  —  2)  -g^j-  ^an  -2 

„       _     -S2,.-4      ,        ^.  &    R  2C2n-3)ac  +  (7i-2)(n-3)6' 

etc. 

En  général  un  coefficient  quelconque  prendra  la  forme 

OÙ 


1        («;  — 2)c 

■^2   -(jfc_2)(jfc  — 3)c2 

«(A)  _(fe— 3)(27t— A:  +  2)acH-(Tt  — fc-H3)(7t-i!;H-2)6^ 

j^k)_%n  -k+Z)[[2h~l)n-{k-2)  [h-^)\(ibc+{n-lc+A)[n-lc+Z)(:n-h^2)h^ 
*  ~~  {k-2){k-S)(k-'i)(k-5)c'' 
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La  loi  des  dénominateurs  est  évidente,  mais  celle  des  numéra- 
teurs est  très  compliquée.  C'est  pourquoi  nous  allons  déterminer 
ces  numérateurs  en  forme  de  déterminants.  Remarquons,  pour  y 
arriver,  que  le  système  (24)  est  équivalent  à 

(26)    B^n-k+i  =  (2n  —  ^  -h  2)  a  a^^k-^2  H-  (71  —  fc  -h  2)  6  Oan-fc+i  — 

—  (fc  — 2)ca2n-it 
où  A:  =  3, 4, . .  2w  et  a^^i  =  0^-2  =  0. 

En  introduisant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  (hn-ky  (^2n-k+\ , 
a2n-/c-h2  d'après  la  formule  (25),  on  obtiendra  le  système 

(fc-2)ci2;'^=:l 

(jfc  — 2)ci^2'^=(n-fc-h2)6i2f-'^ 

{k  -2)  c/2f  =  (n-  jfc  -h  2)blÇ^'^  +  (271-  jfc  +  2)aiîf"'^ 

(ifc-2)ci2f  =  (71-^4-2)64^-'^ +(271      k'h2)alÇ-'^ 


(k  -2)  c  Rf_^  =  (n  -  k  -h  2)b  B^l;:!^  -h  (27i  -  À: -h  2)  alîj 
{k-2)cÉl;l^={n-k'h2)bR^I;:i'  'h{2n-k-^2)aR^;^^^ 


:k-2) 

k-b 

k-2) 


OU,  généralement 

(27)    {k  -2)cR'l;'  =  {n—  k  ^  2)h  Rl\\''  -h  (27i  -  ifc  +  2)  a  iZjf:"'^ 

2?  =  1 ,  2, .  . .  fc  -  2  ;  il  est   bien    évident   que   pour  ^^  =  1   et  p  =  2 
cette   relation  prend  une  forme  plus  simple.  Si,  dans  Téquation 

(27)  on  écrit 

m{k) 

(28)  4  =(jfcIIT)7fc  — 3)  -  (^  -p  -  ^W 
celle-ci  se  réduit  enfin  à 

(29)  T'^^  =  (n-k  +  2)h  T\':l'  -h  (/fc  -  3)  (27i  —  k-h2)ac  Tj^'rf 

qui  donne  la  relation  entre  les  numérateurs  successifs. 
En  posant 

n  —  k+2  =  (p(k),{k-S){2n  —  k'^2)  =  H'(k) 
réquation  précédente  donne 
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(30) 


rpik) 
p 


=  9>W6r;_7-H^(Jfc)acT*: 


(*-2) 


Ti':;^=<P  {k-i)  b  r;f_7  +  v  (fe-i)  oc  T';:f 

r^-t  =  ^  (*-2)  6  C"»'  +  *  (ifc  -2)  oc  T;_-:> 


8 

(*-p+2) 


=<jp{i;— p-h2)6. 


d'où  résulte 


(31)  T<*'= 


V(ik)6, 

-1    , 
0 

0 
0 

0 
0 
0 


V>(h)ac,        0  0 

(p(k-i)h,  v(ifc-1  )ac,       0 

-4     ,  <p{k-2)b,  tt>{k-2)ac, 
0  -1    ,-^(^-3)6, 

0  0  -4. 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

.    0         -1,        ç)(fc-j!)+3)6,  vi(jfc-|>+3)<K 
.    0  0  -1,        <p(jfc-p+2)i  .' 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  un  déterminant  d'ordre 
p — 1  dont  le  développement  prendra  la  forme 


<  =  o 


ou 


selon  que  p  est   un   nombre   pair   ou   impair,   les  coëffîciient  d 
étant  indépendants  de  oc  et  h.  Ajoutons  encore  que 


(p_2î)  (p  — 2Î4-1) 


{p-i-\) 


est  le  nombre  des  termes  dont  se  compose  le  coefficient  0,-. 

On  calculera  donc  les  coafficients  a^-k  d'après  la  formule  (25) 
où  les  valeurs  de  JR^^^  se  détermineront  au  moyen  des  équations 
(28)  et  (31). 
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5.  Après  avoir  déterminé  les  coefficients  b^  et  6,  du  polynôme 
Q  et  ttQ  a,  .  .  a2„_3  du  polynôme  P,  l'intégrale  demandée  ne 
présente  plus  aucune  difficulté. 

En  eflFet 

[F{x)^         P        [Qdx 

Or,  i,.  +  j,^=»l(j  +  2<«)+6,-^' 

par  suite 

où   on   n'aura  qu'à  introduire  la  valeur  connue  de  la  dernière 
intégrale 

[cLc  1  6  +  2(5»— l^P"-4ac,^,       .  ., 


ou 


fdx  '^  b-h  2cx     , 

I  —  =r  ,  ..         77  arc  ta  —p========  (ft2  -  4ac  <  0). 

Remarquons  encore  que  la  discussion  précédente  donne  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  partie  logarithmique 
de  l'intégrale  proposée  se  réduise  à  zéro.  D'après  les  formules 
(3)  et  (4)  ces  conditions  s'écrivent 

^2«-i  =  0  et  Aç^-^A^X^  H-...^an-2  ^-2  =  0. 


^2**'-^ 


Les  nombres  Plûckeriens  de  l'intersectioii  Cn 
de  w  — 1  espaces  quadratiques  Ql  &  n  —  \  dimensions 
de  l'espaee  linéaire  En  à  n  dimensions 


PAR 


P.  H.  SCHOUTE. 


I.  Rappelons  d'abord  les  résultats  d'une  petite  note  récente, 
communiquée  à  l'Académie  des  sciences  d'Amsterdam  {Versldgen, 
janvier,  1904): 

„Si  l'on  représente  par  o  et  c  Tordre  et  la  classe  d'une  courbe 
„C„,  située  en  E^  mais  pas  encore  dans  un  En-u  V^^  h  et  a  les 
„ nombres  de  ses  points  stationnaires  et  de  ses  espaces  22n- 1  station- 
„naires,  par  u^,  u^y . .  y  nn-2  ses  rangs,  par  (o,„  c^,  ^a-,  h^n^H) 
„les  nombres  Plûckeriens  *)  desn  —  1  courbes  planes  Cg*^  qui  d'après 
„M.  G.  Veronese  {Math.  Annalm,  t.  XIX,  p.  161—234)  font 
„connaître  les  3(n — 1)  relations  entre  les  Sn  quantités  caracté- 
„ristiques  ou  nombres  Plûckeriens  de  Cn,  et  si  de  plus  on  remplace, 
„pour  augmenter  la  régularité  des  formules,  la  série  (6,  o,  u^, 
„u.^, . . . ,  Un-2i  c,  a)  par  {s^,  s^,  s^,  s^, . . . ,  Sn-i,  Sny  «n+i),  on  trouve 

„  Ainsi  les  formules  de  Plûckeb 

Ck  =  Ole  (Ok  —  1)  —  2pfc  —  Sn  1 

Ok  =  Ck(ck  —  l)  —  2tjc—^ik  I (2) 

ik  —  n  =  ^  {Ck  —  Ok) 
{k=l,  2,  .  .   .  ,71-1) 


>)  Ici  pk,  tkj  rkj  ik  se  rapportent  respectivement  aux  points  doubles  tangentes 
doubles,  rebroussements  et  inflexions  de  la  courbe  Gn* 
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„pour  les  n — 1  courbes  &^^  se  transforment  en 

2y;t=     9k     («^•—  1)        —  «)t-Hi  — 3«/,_i    j 
^h=S„^l{8k^l—\)—Sk        —35a- 4-2        (3), 

(*  =  !,  2,  .  .  .  ,n-l) 

„les  équations  de  Plucker,  étendues  à  l'espace  E^. 

„En  arrangeant  les  3n  nombres  de  Plûcker  de  (7„  en  trois 
„groupes,  le  groupe  des  n  +  2  nonibres  de  rang  «,  le  groupe  des 
„n  —  1  nombres  dovhles  ponctuels  p  et  le  groupe  des  n  —  1  nombres 
„doyhle8  tangentiels  t,  on  trouve  donc  la  série  des  nombres  s  à 
„raide  des  n  —  1  équations  de  la  troisième  ligne  de  (3)  aussitôt 
„qu*on  en  connaît  trois  nombres  consécutifs  ^),  tandis  que  les 
„deux  groupes  de  n  —  1  équations  de  la  première  et  de  la  deuxième 
„ligne  de  (3)  donnent  les  valeurs  des  nombres  p  et  t,  si  les  nombres 
„s  sont  connus. 

„Le  genre  g  de  C!^^'^  est  représenté  par  l'équation 

2g  =  {0k  -  1)  (0,  -  2)  -  2(p,  +  r,), 
„qui  se  réduit  à 

2g  =  5a  +1  —  25^  +  5^-1  +  2 (4). 

„Donc  la  relation  récurrente  entre  quatre  s  consécutives  permet 
„de  vérifier  immédiatement  que  toutes  les  courbes  G^^^  ont  le 
„môme  genre". 

2.  Dans  le  cas  en  question  de  l'intersection  Cf  de  ?i  —  1 
espaces  Q^  on  a  8^  =  0,  «^  =2'*~\  Comment  détermine-t-on  le 
nombre  s^  des  tangentes  de  cette  courbe  rencontrant  un  ^„-2 
quelconque  donné?  Soit  l  une  droite  quelconque  de  En.  Imagi- 
nons les  espaces  polaires  -E^^l^  d'un  point  quelconque  P  de  Z  par 
rapport  aux  n  —  1  espaces  quadratiques  QJ^  et  les  intersections 
E^l'l^  de  ces  espaces  polaires  avec  -En -2.  Si  P  parcourt  la  droite 
l,  les  espaces  -^^^^''^3  décrivent  en  J5„_2  des  faisceaux,   projectifs  à 


>)  Donc  on  a,  eu  égard  à  la  relation  entre  quatre  s  consécutives: 
(r^"ij3 ^ =8o+Si  a;+82«î+83a;»+...+8„+ia:"+^+etc. 
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la  ponctuelle  (P)  sur  l  et  donc  aussi  prqjectifs  entre  eux.  Soit  q 
le  nombre  de  fois  que  n  —  1  espaces  homologues  J?^*î.g  passent 
par  un  même  point;  en  d'autres  termes  soit  q  Tordre  du  lieu  L' 
du  point  P  dont  la  droite  polaire  par  rapport  au  système  linéaire, 
déterminé  par  les  n  -1  espaces  Q^,  rencontre  -Bn-2.  Aussitôt 
que  P  se  trouve  sur  G^  ,  la  drcnte  polaire  de  P  devient  la  tangente 
en  P  à  cette  courbe.  Donc  s^  égale  le  nombre  des  points  d'inter- 
section du  lieu  Ll  avec  C^  ,  ou  bien  Sj  =3-2'*~\  Il  nous  reste 
donc  à  déterminer  g.  Or,  n  —  2  des  n  —  1  faisceaux  prqjectifs 
engendrent  une  courbe  rationnelle  C^Zl  ^^  ^n-2-  ^^  égard  à  sa 
génération,  cette  courbe  porte  une  ponctuelle  (Pj),  projective 
aux  faisceaux  générateurs  ;  de  plus  elle  est  coupée  par  les  espaces 
En -s  du  faisceau,  ne  participant  pas  à  sa  génération,  en  une 
involution  (/)n-2  de  l'ordre  n  —  2,  projective  à  cette  ponctuelle. 
Parce  que  (P,)  et  (J)n-2  admettent  1  +71  —  2  =  n — 1  points  de 
coïncidence,  on  trouve  q  =  n  —  1.  Donc  on  a  «2  =  (^  —  1)  2**"^. 

Les  valeurs   [0,  2*'"\  (71—  1)2'»~^]   de  (So>  ^n  *2^  f^^*  trouver 
pour  la  série  des  nombres  s 

0,  2^-\  (71-1)  2"-i,  3  (71-2)  2^-'\  2  (37i-7)  2^-\  6  (27i-5)  2^-\  . . .  (n^-l)  (7i-2)  2^^^, 

ou,  en  forme  plus  régulière  et  condensée, 

5fc  =  fc[Jfc(7l  — 3)  — (71— 5)]2^-2 (5). 

A  l'aide  de  4)  on  en  déduit 

Sr  =  (7i-3)2-2  +  l (6) 

Ainsi  Ton  trouve  pour  71  =  4  le  système 

{so,  s,,  s,,  «3,  5„  s,)  =  {0,  8,  24,  48,  80,  120), 
(l>i,P2,P3)  =  (16,  240,  1052), 
(<n  hy  «3)  =  (200,  996,  2956), 
9  =  5. 
Donc  les  valeurs   (8,   32)   trouvées   pour  (s 2,  sj  par  Veronesk 
(1.  c,  p.  204  tout  en  bas)  sont  à  rejeter. 

3.     Dans  le  mémoire  cité   M.   Veronese  pose  la  question  inté- 
ressante : 

«Quelle   est   la   position   des   120   espaces   stationnaires    de    la 

„courbe  C^?" 
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Les  espaces  quadratiques  Q^  passant  par  G^  forment  un  réseau. 
Considérons-en  le  simplexe  autopolaire  commun  8(5).  Chacun 
des  cinq  espaces  limitants  de  ce  simplexe  coupe  0^  en  huit  points, 
où  l'espace  osculateur  à  C^  contient  six  points  consécutifs  de 
cette  courbe.  Donc  ces  espaces,  passant  par  les  sommets  opposés 
du  simplexe,  font  connaître  40  x  des  120  espaces  station naires, 
si  z  indique  le  nombre  d'espaces  stationnaîres  équivalant  à  un 
espace  par  six  points  consécutifs.  Les  autres  espaces  stationnaires, 

5 

s'il  y   en  a,   se  présentent  en  nombre  16 y;  car,  si  SOiXi^^O  est 

1 

réquation   d'un   espace   stationnaire,   le   simplexe    S  (5)    jBgurant 

5 

comme   simplexe    des   coordonnées,    l'équation    -T  ±  a^  a;»  =  0    en 
représente  seize.  Donc  on  a 

40a;H-16y  =  120,  x  >  l. 

Ainsi  Ton  trouve  te  =  S,  y  =  0.  En  d'autres  termes,  chacun  des 
40  espaces  indiqués,  contenant  six  points  consécutifs  de  C^y  compte 
pour  trois  espaces  stationnaires. 

Dans  le  cas  général  d'une  n  quelconque  on  trouve  que  le  sim- 
plexe autopolaire  commun  /S(n  H-  1)  conduit  à  (riH-  1)  2"~^  espaces 
stationnaires  En^u  chacun  desquels  doit  être  compté  ^  {n  —  1)  {n  —  2) 
fois.  Ainsi  ces  {n  H-  1)  2**"^  espaces  En-\  représentent,  à  eux  seuls, 
tous  les  (n^  —  1)  (n  —  2)  2**"^  espaces  stationnaîres -Bn-i. 


:!/ 
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